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Analysis 11

Arbeitsblatt 41

Ubungsaufgaben

AUFGABE 41.1. Wir betrachten die Differentialgleichung
Y=y
mit der Anfangsbedingung y(0) = 1. Bestimme zur Schrittweite s = 1 die

approximierenden Punkte P, gemifl dem Polygonzugverfahren. Bestimme
insbesondere P,. Was passiert mit P, fiir £ — oo?

AUFGABE 41.2. Wir betrachten das Vektorfeld
F: RxR? —R? (t,z,y) — (—y, ).

Es sei Py # (0,0) und s > 0 eine Schrittweite. Zeige, dass das Polygonzug-
verfahren zu einem Streckenzug Py, P, Ps, ... fithrt, bei dem der Abstand
der Punkte zum Nullpunkt gegen unendlich 1duft (obwohl nach Beispiel 40.8
die Losungskurven Kreise beschreiben). Wie verhalten sich die Winkel am
Nullpunkt, die durch P, und P, ,; gegeben sind.

AUFGABE 41.3. Lose das Anfangswertproblem

y' =y mit y(0) =1

durch einen Potenzreihenansatz.

AUFGABE 41.4.*
Lose das Anfangswertproblem
y =ty + 1 mit y(0) =0

durch einen Potenzreihenansatz bis zur Ordnung 5.

AUFGABE 41.5. Lose das Anfangswertproblem
y = y> —y — 4t + 2% mit y(0) = 2

durch einen Potenzreihenansatz bis zur vierten Ordnung.
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AUFGABE 41.6. Lose das Anfangswertproblem
y' =y? + t’y — 5ty* + 3t° mit y(0) =0

durch einen Potenzreihenansatz bis zur vierten Ordnung.

AUFGABE 41.7. (1) Lose das Anfangswertproblem

/"

y' = —siny
mit y(0) = 0 und 4'(0) = 1 durch einem Potenzreihenansatz bis
zur Ordnung 5.

(2) Lose das Anfangswertproblem

!

Yy =Y
mit y(0) = 0 und 4'(0) = 1 durch einem Potenzreihenansatz bis

zur Ordnung 5.
(3) Vergleiche die Losungen zu (1) und (2).

Fiir die beiden folgenden Aufgaben verwende man die Potenzreihe
1
1+u
Fiir den inhaltlichen Hintergrund siehe Beispiel Anhang 3.5 bzw. Beispiel
3.6.

=1l—-ut+u>—uw+ut+.. ..

AUFGABE 41.8.*
Lose mit einem Potenzreihenansatz das Anfangswertproblem
o —2gx — dx(2')?
14 422
mit £(0) = 0 und 2/(0) = 1 bis zur Ordnung 4. Dabei ist ¢ eine Konstante.

AUFGABE 41.9. Lose das Anfangswertproblem
= —gxv1—a2%— -
1—22
mit (0) = 0und 2/(0) = 1 durch einen Potenzreihenansatz bis zur Ordnung
4.

AUFGABE 41.10.*
Lose das Anfangswertproblem
y" = 3yy' + y* mit y(0) = 0 und '(0) = 2

durch einen Potenzreihenansatz bis zur vierten Ordnung.



AUFGABE 41.11. Lose das Anfangswertproblem
"
T xt? — yQt) . (m(())) (0) (x’(O)) ( 1 )
= mit = und —
(y) ( ry y(0) 0 y'(0) —1
durch einen Potenzreihenansatz bis zur vierten Ordnung.

AUFGABE 41.12. Lose das Anfangswertproblem
"
AN 3 — yt? .. (z(0)) (0 Z0)\ (2
(y> - (tmzy - sinht) it (y(O) 1 und y'(0)) — \0
durch einen Potenzreihenansatz bis zur vierten Ordnung.

AUFGABE 41.13. Bestimme alle Losungen des linearen Differentialgleichungs-
systems
<x)' <sint O) (x) (— sin t)
= + 5
(0 0 3/ \v t

AUFGABE 41.14. Bestimme alle Losungen des linearen Differentialgleichungs-

- ) =66

AUFGABE 41.15. Bestimme alle Losungen des linearen Differentialgleichungs-
systems
z\’ (2 T\ (=
()= G 2)G)
AUFGABE 41.16. Bestimme alle Losungen des linearen Differentialgleichungs-
systems
z\’ (3t (=
() =62 6)

AUFGABE 41.17. Bestimme alle Losungen (fiir ¢ > 0) des linearen Differen-

tialgleichungssystems
<x)’ (1 38 t) (:L‘)
Y 0 ‘1 y)’

—_

fir¢t > 0.
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AUFGABE 41.18. Bestimme alle Losungen des linearen Differentialgleichungs-

systems
2\’ (3 2 —t+5 T
y) \0 3 y)

AUFGABE 41.19. Es sei I C R ein reelles Intervall und seien
fis fizs for, foor T — R

differenzierbare Funktionen mit

J11(t) faa(t) — far(t) fr2(t) # 0O

fiir alle ¢ € I. Wir betrachten das lineare Differentialgleichungssystem

’ flifaa—flafor =S fi2+f1a /11
€ — J11fo2—for fr2 fiifaz=fa1 fi2 Z
Y f21f22_f22f21 _f12f21+f22f11 Y :

f11fa2—fa1f12 f11fa2—f21 f12

Zeige, dass sowohl (?1> als auch (§I2> Losungen des Differentialgleichungs-
21 22

systems sind.

AUFGABE 41.20. Es sei
M(t) = (aij(t))i<ij<n 7# 0
eine (variable) n x n-Matrix, deren Eintréige stetige Funktionen
Qij - I — R

seien. Zeige, dass die einzige konstante Losung der linearen Differentialglei-
chung v = Mwv die Nulllésung ist.

AUFGABE 41.21.*
Es sei
v = Mv
ein lineares Differentialgleichungssystem auf I x R™ (I ein reelles Intervall)
mit einer Funktionenmatrix

M(t) = (aij(t))i<ij<n:

wobei das zugrunde liegende Vektorfeld zugleich ein Zentralfeld sei. Zeige,
dass die Matrix die Gestalt

0 1 0 0
M(t) = o(t)
0 0 1 0



mit einer geeigneten Funktion
p: I —R

besitzt.

AUFGABE 41.22. Es sei M (t) = (a;;(t))1<i j<n eine (variable) n x n-Matrix,
deren Eintrdge Funktionen
Qij - I — R

seien. Es sei u € R" ein Eigenvektor zum Eigenwert A fiir alle t € I. Zeige,
dass e* - u eine Losung der linearen Differentialgleichung v/ = Mw ist.

AUFGABE 41.23. Es sei M (t) = (a;;(t))1<ij<n eine (variable) n x n-Matrix,
deren Eintrége stetige Funktionen

Qij - I — R

seien. Es sei u € R™ ein (konstanter) Eigenvektor von M (t) zum (variablen,
von t differenzierbar abhéngigen) Eigenwert A(t). Zeige durch ein Beispiel,
dass e’ . y keine Losung der linearen Differentialgleichung v* = Mwv sein
muss.

AUFGABE 41.24. Es sei
M(t) = (ai(t))1<ij<n
eine (variable) n x n-Matrix, deren Eintrége stetige Funktionen
Qij: I —R

seien. Es sei u(t) € R"™ ein (variabler, von t differenzierbar abhéngiger)
Eigenvektor von M (t) zum konstanten Eigenwert \. Zeige durch ein Beispiel,
dass e - u(t) keine Losung der linearen Differentialgleichung v' = Mv sein
muss.

AUFGABE 41.25. Es sei v = Mw ein lineares Differentialgleichungssystem
auf dem endlichdimensionalen reellen Vektorraum V und ¢: V' — W eine bi-
jektive lineare Abbildung. Zeige, dass die transformierte Differentialgleichung
auf W ebenfalls linear ist.
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AUFGABE 41.26. Lose mit einem Potenzreihenansatz das Anfangswertpro-

blem ,
z\ (P —1 B+t+2) (z
y) — \t+3 2+t Y

mit der Anfangsbedingung
T 1
()0 -)

Aufgaben zum Abgeben

bis zur fiinften Ordnung.

AUFGABE 41.27. (6 Punkte)

a) Schreibe ein Computerprogramm, das zu dem Vektorfeld aus Beispiel 41.3

b
benen Schrittweite s > 0 die approximierenden Punkte P, berechnet.

zu einem Startzeitpunkt tg, einem Startpunkt Py = a) und einer vorgege-

b) Berechne mit diesem Programm die Punkte P, fiir

(1) tg =0, Py = G) ,s = 15, n = 0,1,2,3,4,5,10.
(2) to =0, By = <i>,s:ﬁ,n:100.

(3) tg =0, Py = G),s—ﬁ,n—moo.

(4) tg =0, Py = (283?) ,§ = 1g55, 1 = 1000.

(5) tg = 0, Py = G:g?) , 8 = 155, 7 = 1000.

(6) to = 0, Py — (g?) s = Lo n = 1000.

(7) to = —4, Py = _53),s=1io,n=100.

8) ty =0, Py = ! . s = - n = 1000.
0 1000

(Abzugeben ist lediglich Teil b), und zwar in einer leserfreundlichen Form.)
AUFGABE 41.28. (5 (14+2+2) Punkte)

a) Ubersetze das Anfangswertproblem zweiter Ordnung

y" = —y mit y(0) =0 und ¢'(0) =1



in ein Differentialgleichungssystem erster Ordnung.

b) Bestimme mit dem Polygonzugverfahren zur Schrittweite s = % die Néhe-
rungspunkte Py, Py, P, P3, P, fiir dieses System.

c¢) Berechne den Wert des zugehorigen Streckenzuges an der Stelle ¢t = 7/2.

AUFGABE 41.29. (6 Punkte)
Lose das Anfangswertproblem
" 2 3 3 '
x\  [(xt—axyt+y’ —yt .. (z(0)) (0 2(0)y [ 2
(y) - ( 23 — zy? + cost > mit (y(O) = (o) wd y(0)) — \ -1

durch einen Potenzreihenansatz bis zur vierten Ordnung.

AUFGABE 41.30. (4 Punkte)

Bestimme alle Losungen des linearen Differentialgleichungssystems
z\’ (=2 —t2=3t+4)\ (=
y) \0 1 y)

AUFGABE 41.31. (8 (242+4) Punkte)

Wir betrachten das lineare Differentialgleichungssystem

/ .
r\ _ [cost —sint) (x
y) — \sint cost y)-

(1) Erstelle eine Differentialgleichung in einer Variablen, die die Funk-
tion z(t) = z2(t) + y*(t) zu einer Losung (x,y) erfiillen muss.

(2) Finde eine Losung fiir z(t) aus Teil (1).

(3) Finde eine nichttriviale Losung des Differentialgleichungssystems.

Bemerkung: Im ersten und zweiten Teil wird untersucht, wie sich bei ei-
ner Losung des Systems der Abstand zum Nullpunkt (bzw. dessen Quadrat)
verhélt. Es liegt nahe, sich fiir den dritten Teil zu iiberlegen, wie sich bei
einer Losung der Winkel zur z-Achse verhilt (Polarkoordinaten).

AUFGABE 41.32. (4 Punkte)

Finde eine nichttriviale Losung (fiir ¢ > 1) zum linearen Differentialglei-

chungssystem
4_ _
— - .
Yy ﬁ 3tt5 —t2 Yy

mit Hilfe von Aufgabe 41.19.
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Die fiir t € R, —1 <t < 1, und ein n € N definierte lineare Differentialglei-
chung
! o 2t / n(n + 1)
-2/ T
heifit Legendresche Differentialgleichung zum Parameter n.

y=0

AUFGABE 41.33. (5 Punkte)

Zeige, dass das n-te Legendre-Polynom

1 2 n\(n

eine Losung der Legendreschen Differentialgleichung zum Parameter n ist.

1

'Hier bedeutet das hochgestellte (n) die n-te Ableitung.
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