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1. VORLESUNG - MENGEN, INDUKTION

1.1. Mengen.

' ‘ IH-IJ'

David Hilbert (1862-1943) nannte sie

Georg Cantor (1845-1918) ist der ein Paradies, aus dem die

Schépfer der Mengentheorie. Mathematiker nie mehr vertrieben

werden diirften.

Eine Menge ist eine Ansammlung von wohlunterschiedenen Objekten, die
die Elemente der Menge heiflen. Mit ,, wohlunterschieden“ meint man, dass
es klar ist, welche Objekte als gleich und welche als verschieden angesehen
werden. Die Zugehdrigkeit eines Elementes x zu einer Menge M wird durch

xe M
ausgedriickt, die Nichtzugehorigkeit durch

Fiir jedes Element(symbol) gilt stets genau eine dieser zwei Moglichkeiten.

Fiir Mengen gilt das Eztensionalitdtsprinzip, d.h. eine Menge ist durch die
in ihr enthaltenen Elemente eindeutig bestimmt, dariiber hinaus bietet sie
keine Information. Insbesondere stimmen zwei Mengen iiberein, wenn beide
die gleichen Elemente enthalten.

Die Menge, die kein Element besitzt, heifit leere Menge und wird mit
0

bezeichnet.
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Eine Menge N heifit Teilmenge einer Menge M, wenn jedes Element aus N
auch zu M gehort. Man schreibt dafiir

N CM

(manche schreiben dafiir N C M). Man sagt dafiir auch, dass eine Inklusion
N C M vorliegt. Im Nachweis, dass N C M ist, muss man zeigen, dass fiir
ein beliebiges Element z € N ebenfalls die Beziechung x € M gilt.! Dabei
darf man lediglich die Eigenschaft z € N verwenden.

Aufgrund des Extensionalitédtsprinzips hat man das folgende wichtige Gleich-
heitsprinzip fiir Mengen, dass

M = N genau dann, wenn N C M und M C N

gilt. In der mathematischen Praxis bedeutet dies, dass man die Gleichheit von
zwei Mengen dadurch nachweist, dass man (in zwei voneinander unabhéngi-
gen Teilargumentationen) die beiden Inklusionen zeigt. Dies hat auch den
kognitiven Vorteil, dass das Denken eine Zielrichtung bekommt, dass klar die
Voraussetzung, die man verwenden darf, von der gewiinschten Schlussfolge-
rung, die man aufzeigen muss, getrennt wird. Hier spiegelt sich das aussa-
genlogische Prinzip wieder, dass die Aquivalenz von zwei Aussagen die wech-
selseitige Implikation bedeutet, und durch den Beweis der beiden einzelnen
Implikationen bewiesen wird.

1.2. Beschreibungsmoglichkeiten fiir Mengen.

Es gibt mehrere Moglichkeiten, eine Menge anzugeben. Die einfachste ist, die
zu der Menge gehorenden Elemente aufzulisten, wobei es auf die Reihenfolge
der Elemente nicht ankommt. Bei endlichen Mengen ist dies unproblematisch,
bei unendlichen Mengen muss man ein ,,Bildungsgesetz®“ fiir die Elemente
angeben.

Die wichtigste Menge, die man zumeist als eine fortgesetzte Auflistung ein-
fithrt, ist die Menge der natiirlichen Zahlen

N = {0,1,2,3,...}.

Hier wird eine bestimmte Zahlenmenge durch die Anfangsglieder von erlaub-
ten Zifferfolgen angedeutet. Wichtig ist, dass mit N nicht eine Menge von
bestimmten Ziffern gemeint ist, sondern die durch die Ziffern représentierten
Zahlwerte. Eine natiirliche Zahl hat viele Darstellungsarten, die Ziffernre-
prasentation im Zehnersystem ist nur eine davon, wenn auch eine besonders
iibersichtliche.

Wir besprechen Mengenbeschreibung durch Eigenschaften. Es sei eine Men-
ge M gegeben. In ihr gibt es gewisse Elemente, die gewisse Eigenschaften
(Préadikate) erfiillen kénnen oder aber nicht. Zu einer Eigenschaft F gehort
innerhalb von M die Teilmenge bestehend aus allen Elementen aus M, die

"n der Sprache der Quantorenlogik kann man eine Inklusion verstehen als die Aussage
Ve(z € N - x € M).
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diese Eigenschaft erfiillen. Man beschreibt eine durch eine Eigenschaft defi-
nierte Teilmenge meist als

{re M| E(x)} = {x € M| x besitzt die Eigenschaft E}.

Dies geht natiirlich nur mit solchen Eigenschaften, fiir die die Aussage E(x)
eine wohldefinierte Bedeutung hat. Dieser Konstruktion entspricht in der
Alltagssprache eine Formulierung mit einem Relativsatz, im Sinne von die-
jenigen Objekte, auf die die Eigenschaft E zutrifft. Wenn man eine solche
Teilmenge einfiihrt, so gibt man ihr haufig sofort einen Namen (in dem auf
die Eigenschaft F Bezug genommen werden kann, aber nicht muss). Z.B.
kann man einfithren

G = {x € N |z ist gerade},

U = {x € N| z ist ungerade},

Q = {xr € N| z ist eine Quadratzahl}

P = {x € N |z ist eine Primzahl}.
Fiir die Mengen in der Mathematik sind meist eine Vielzahl an mathemati-
schen Eigenschaften relevant und daher gibt es meist auch eine Vielzahl an
relevanten Teilmengen. Aber auch bei alltédglichen Mengen, wie etwa die Men-
ge K der Studierenden in einem Kurs, gibt es viele wichtige Eigenschaften,

die gewisse Teilmengen festlegen, wie etwa

O = {z € K |  kommt aus Osnabriick} ,

P = {z € K | z studiert im Nebenfach Physik},

D = {x € K |  hat im Dezember Geburtstag} .

Die Menge K ist dabei selbst durch eine Eigenschaft festgelegt, es ist ja

K = {z | z ist Studierender in diesem Kurs}.



13

1.3. Mengenoperationen.

So, wie man Aussagen zu neuen Aussagen verkniipfen kann, gibt es Opera-
tionen, mit denen aus Mengen neue Mengen entstehen.

e Vereinigung
AUB = {x |z € Aoder x € B}.

e Durchschnitt
ANB = {x|x € Aund = € B}.

e Differenzmenge
A\ B := {z |z € Aund z ¢ B}.

Diese Operationen ergeben nur dann einen Sinn, wenn die beteiligten Mengen
als Teilmengen in einer gemeinsamen Grundmenge gegeben sind. Dies sichert,
dass man iiber die gleichen Elemente spricht. Hiufig wird diese Grundmenge
nicht explizit angegeben, dann muss man sie aus dem Kontext erschlieflen.
Ein Spezialfall der Differenzmenge bei einer gegebenen Grundmenge ist das
Komplement einer Teilmenge A C G, das durch

CA=G\A={zeqG|z¢gA}

definiert ist. Wenn zwei Mengen einen leeren Schnitt haben, also AN B = ()
gilt, so nennen wir sie disjunkt.

1.4. Konstruktion von Mengen.

Die meisten Mengen in der Mathematik ergeben sich ausgehend von einigen
wenigen Mengen wie beispielsweise den endlichen Mengen und N durch be-
stimmte Konstruktionen von neuen Mengen aus schon bekannten oder schon
zuvor konstruierten Mengen.? Wir definieren:?

Definition 1.1. Es seien zwei Mengen L und M gegeben. Dann nennt man
die Menge
LxM = {(x,y)|zeLl,ye M}

2Darunter fallen auch der Schnitt und die Vereinigung, doch bleiben diese innerhalb
einer vorgegebenen Grundmenge, wihrend es hier um Konstruktionen geht, die dariiber
hinaus gehen.

3Definitionen werden in der Mathematik zumeist als solche deutlich herausgestellt und
bekommen eine Nummer, damit man auf sie einfach Bezug nehmen kann. Es wird eine
Situation beschrieben, bei der die verwendeten Begriffe schon zuvor definiert worden sein
mussten, und in dieser Situation wird einem neuen Konzept ein Name (eine Bezeichnung)
gegeben. Dieser Name wird kursiv gesetzt. Man beachte, dass das Konzept auch ohne den
neuen Namen formulierbar ist, der neue Name ist nur eine Abkiirzung fiir das Konzept.
Sehr héufig héingen die Begriffe von Eingaben ab, wie den beiden Mengen in dieser Defi-
nition. Bei der Namensgebung herrscht eine gewisse Willkiir, so dass die Bedeutung der
Bezeichnung im mathematischen Kontext sich allein aus der expliziten Definition, aber
nicht aus der alltédglichen Wortbedeutung erschlieflen l4sst.



14

die Produktmenge* der beiden Mengen.

Die Elemente der Produktmenge nennt man Paare und schreibt (z,y). Dabei
kommt es wesentlich auf die Reihenfolge an. Die Produktmenge besteht also
aus allen Paarkombinationen, wo in der ersten Komponente ein Element der
ersten Menge und in der zweiten Komponente ein Element der zweiten Menge
steht. Zwei Paare sind genau dann gleich, wenn sie in beiden Komponenten
gleich sind.

Bei einer Produktmenge konnen natiirlich auch beide Mengen gleich sein,
beispielsweise ist R x R die reelle Ebene. In diesem Fall ist es verlockend,
die Reihenfolge zu verwechseln, und also besonders wichtig, darauf zu achten,
dies nicht zu tun. Wenn es in der ersten Menge n Elemente und in der zweiten
Menge k Elemente gibt, so gibt es in der Produktmenge n -k Elemente. Wenn
eine der beiden Mengen leer ist, so ist auch die Produktmenge leer. Man kann
auch fiir mehr als nur zwei Mengen die Produktmenge bilden, worauf wir bald
zuriickkommen werden.

Beispiel 1.2. Es sei V' die Menge aller Vornamen (sagen wir der Vornamen,
die in einer bestimmten Grundmenge an Personen wirklich vorkommen) und
N die Menge aller Nachnamen. Dann ist

V xN

die Menge aller Namen. Elemente davon sind in Paarschreibweise beispiels-
weise (Heinz, Miiller), (Petra, Miiller) und (Lucy, Sonnenschein). Aus einem
Namen lésst sich einfach der Vorname und der Nachname herauslesen, in-
dem man entweder auf die erste oder auf die zweite Komponente des Namens
schaut. Auch wenn alle Vornamen und Nachnamen fiir sich genommen vor-
kommen, so muss natiirlich nicht jeder daraus gebastelte mogliche Name
wirklich vorkommen. Bei der Produktmenge werden eben alle Kombinati-
onsmoglichkeiten aus den beiden beteiligten Mengen genommen.

Beispiel 1.3. Ein Schachbrett (genauer: die Menge der Felder auf einem
Schachbrett, auf denen eine Figur stehen kann) ist die Produktmenge {a, b,
c,dye, f,g,h} x {1,2,3,4,5,6,7,8}. Jedes Feld ist ein Paar, beispielsweise
(a,1),(d,4),(c,7). Da die beteiligten Mengen verschieden sind, kann man
statt der Paarschreibweise einfach al, d4, ¢7 schreiben. Diese Notation ist der
Ausgangspunkt fiir die Beschreibung von Stellungen und von ganzen Partien.

Wenn zwei geometrische Punktmengen A und B gegeben sind, beispielsweise
als Teilmengen einer Ebene E, so kann man die Produktmenge A x B als
Teilmenge von E x E auffassen. Dadurch entsteht ein neues geometrisches
Gebilde, das man manchmal auch in einer kleineren Dimension realisieren
kann.

Man spricht auch vom kartesischen Produkt der beiden Mengen.
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Ein Zylindermantel ist die Produktmenge aus einem Kreis und einer Strecke.

Beispiel 1.4. Es sei S ein Kreis, worunter wir die Kreislinie verstehen, und
I eine Strecke. Der Kreis ist eine Teilmenge einer Ebene F und die Strecke ist
eine Teilmenge einer Geraden G, so dass fiir die Produktmenge die Beziehung

SxI CExG

gilt. Die Produktmenge E x G stellt man sich als einen dreidimensionalen
Raum vor, und darin ist die Produktmenge S x I ein Zylindermantel.

Eine andere wichtige Konstruktion, um aus einer Menge eine neue Menge zu
erhalten, ist die Potenzmenge.

Definition 1.5. Zu einer Menge M nennt man die Menge aller Teilmengen
von M die Potenzmenge von M. Sie wird mit

B (M)

bezeichnet.

Es ist also

P (M) = {T| T ist Teilmenge von M }.
Wenn M die Menge der Kursteilnehmer ist, so kann man sich jede Teilmenge
als eine kursinterne Party vorstellen, zu der eine gewisse Auswahl an Leuten
hingeht (es werden also die Parties mit den anwesenden Leuten identifiziert).
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Die Potenzmenge ist dann die Menge aller moglichen Parties. Wenn eine
Menge n Elemente besitzt, so besitzt ihre Potenzmenge 2™ Elemente.

1.5. Induktion.

Die natiirlichen Zahlen sind dadurch ausgezeichnet, dass man jede natiirli-
che Zahl ausgehend von der 0 durch den Z#hlprozess (das sukzessive Nach-
folgernehmen) erreichen kann. Daher konnen mathematische Aussagen, die
von natiirlichen Zahlen abhéngen, mit dem Beweisprinzip der vollstindigen
Induktion bewiesen werden. Das folgende Beispiel soll an dieses Argumenta-
tionsschema heranfiihren.

Beispiel 1.6. Wir betrachten in der Ebene E eine Konfiguration von n
Geraden und fragen uns, was die maximale Anzahl an Schnittpunkten ist,
die eine solche Konfiguration haben kann. Dabei ist es egal, ob wir uns die
Ebene als einen R? (eine kartesische Ebene mit Koordinaten) oder einfach
elementargeometrisch vorstellen, wichtig ist im Moment allein, dass sich zwei
Geraden in genau einem Punkt schneiden kénnen oder aber parallel sein
kénnen. Wenn n klein ist, so findet man relativ schnell die Antwort.

n (011234 |5|n
S(n) |0]0]1[{3]6 |7]7?

Doch schon bei etwas groflerem n ( n = 5,10,...7) kann man ins Griibeln
kommen, da man sich die Situation irgendwann nicht mehr prézise vorstellen
kann. Aus einer prézisen Vorstellung wird eine Vorstellung von vielen Gera-
den mit vielen Schnittpunkten, woraus man aber keine exakte Anzahl der
Schnittpunkte ablesen kann. Ein sinnvoller Ansatz zum Versténdnis des Pro-
blems ist es, sich zu fragen, was eigentlich passiert, wenn eine neue Gerade
hinzukommt, wenn also aus n Geraden n+ 1 Geraden werden. Angenommen,
man weifl aus irgendeinem Grund, was die maximale Anzahl der Schnittpunk-
te bei n Geraden ist, im besten Fall hat man dafiir eine Formel. Wenn man
dann versteht, wie viele neue Schnittpunkte maximal bei der Hinzunahme
von einer neuen Geraden hinzukommen, so weil man, wie die Anzahl der
maximalen Schnittpunkte von n 4+ 1 Geraden lautet.

/
\
\
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Dieser Ubergang ist in der Tat einfach zu verstehen. Die neue Gerade kann
hochstens jede der n alten Geraden in genau einem Punkt schneiden, deshalb
kommen hochstens n neue Schnittpunkte hinzu. Wenn man die neue Gerade
so wahlt, dass sie zu keiner der gegebenen Geraden parallel ist (was moglich
ist, da es unendlich viele Richtungen gibt) und ferner so wihlt, dass die neuen
Schnittpunkte von den schon gegebenen Schnittpunkten der Konfiguration
verschieden sind (was man erreichen kann, indem man die neue Gerade par-
allel verschiebt, um den alten Schnittpunkten auszuweichen), so erhélt man
genau n neue Schnittpunkte. Von daher ergibt sich die (vorldufige) Formel

Sin+1) =1+24+3+---+n—-2+n—-1+n

bzw.
Sn) =14+2+4+3+---+n—-34+n—-2+n-—1,
also einfach die Summe der ersten n — 1 natiirlichen Zahlen.

Im vorstehenden Beispiel liegt eine Summe vor, wobei die Anzahl der Sum-
manden selbst variieren kann. Fiir eine solche Situation ist das Summenzei-
chen sinnvoll. Fiir gegebene reelle Zahlen ay, ..., a, bedeutet

Zak =apt+ax+ -+ apo1 + ap.
k=1

Dabei héngen im Allgemeinen die aj in einer formelhaften Weise von k ab,
beispielsweise ist im Beispiel a;, = k, es konnte aber auch etwas wie a, =
2k + 1 oder a;, = k? vorliegen. Der k-te Summand der Summe ist jedenfalls
ap, dabei nennt man k£ den Inder des Summanden. Entsprechend ist das
Produktzeichen definiert, ndmlich durch

n
H(J,k = a1 Az ap—1 - Ap.
k=1

Beispiel 1.7. Wir mochten fiir die Summe der ersten n Zahlen, die die
maximale Anzahl der Schnittpunkte in einer Konfiguration aus n—1 Geraden
angibt, eine einfachere Formel angeben. Und zwar behaupten wir, dass

~  n(n+1)
Sk nel)
k=1

Fiir kleinere Zahlen n stimmt dies aus dem einfachen Grund, dass links und
rechts dasselbe herauskommt. Um die Gleichung allgemein zu beweisen, iiber-
legen wir uns, was links und was rechts passiert, wenn wir das n um 1 erhchen,
so wie wir zuvor die Geradenkonfiguration um eine zuséitzliche Gerade ver-
kompliziert haben. Auf der linken Seite kommt einfach der zusétzliche S(um)—
n(n+1

mand n + 1 hinzu. Auf der rechten Seite haben wir den Ubergang von —

nach M;HH) Wenn wir zeigen konnen, dass die Differenz zwischen die-
sen beiden Briichen ebenfalls n+1 ist, so verhilt sich die rechte Seite genauso
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wie die linke Seite. Dann kann man so schlieen: die Gleichung gilt fiir die
kleinen n, etwa fiir n = 1. Durch den Differenzenvergleich gilt es auch fiir
das néchste n, also fiir n = 2, durch den Differenzenvergleich gilt es fiir das
néchste n, u.s.w. Da dieses Argument immer funktioniert, und da man je-
de natiirliche Zahl irgendwann durch sukzessives Nachfolgernehmen erreicht,
gilt die Formel fiir jede natiirliche Zahl.

1-52-43—+4—5—+6—7— B—B..
Eine Visualisierung des Induktionsprinzips. Wenn die Steine nah beieinander
stehen und der erste umgestoflen wird, so fallen alle Steine um.
Die folgende Aussage begriindet das Prinzip der vollstandigen Induktion.
Satz 1.8. Flir jede natiirliche Zahl n sei eine Aussage A(n) gegeben. Es gelte

(1) A(0) ist wahr.
(2) Fiir alle n gilt: wenn A(n) gilt, so ist auch A(n + 1) wahr.

Dann gilt A(n) fir alle n.

Beweis. Wegen der ersten Voraussetzung gilt A(0). Wegen der zweiten Vor-
aussetzung gilt auch A(1). Deshalb gilt auch A(2). Deshalb gilt auch A(3).
Da man so beliebig weitergehen kann und dabei jede natiirliche Zahl erhélt,
gilt die Aussage A(n) fiir jede natiirliche Zahl n. O

Der Nachweis von A(0) heifit dabei der Induktionsanfang und der Schluss
von A(n) auf A(n+ 1) heifit der Induktionsschritt. Innerhalb des Induktions-
schrittes nennt man die Giiltigkeit von A(n) die Induktionsvoraussetzung. In
manchen Situationen ist die Aussage A(n) erst fiir n > ny fiir ein gewisses ng
(definiert oder) wahr. Dann beweist man im Induktionsanfang die Aussage
A(ng) und den Induktionsschluss fiihrt man fiir n > ngy durch.

Wir begriinden nun die Gleichheit

Sk = n(n+1)
2
k=1

mit dem Induktionsprinzip.

Beim Induktionsanfang ist n = 1, daher besteht die Summe links nur aus
einem Summanden, ndmlich der 1, und daher ist die Summe 1. Die rechte
Seite ist 172 = 1, so dass die Formel fiir n = 1 stimmt.

Fiir den Induktionsschritt setzen wir voraus, dass die Formel fiir ein n > 1
gilt, und miissen zeigen, dass sie dann auch fiir n+1 gilt. Dabei ist n beliebig.
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Es ist
n+1 n
Sk = (Z k) fntl
k=1 k=1
+1
_ WQ )+n+1

n(n+1)+2(n+1)

2
(n+2)(n+1)
5 .

Dabei haben wir fiir die zweite Gleichheit die Induktionsvoraussetzung ver-
wendet. Der zuletzt erhaltene Term ist die rechte Seite der Formel fiir n + 1,
also ist die Formel bewiesen.

Bemerkung 1.9. Induktionsbeweise kommen stédndig vor. Die Vorausset-
zung dafiir, dass man diese Beweismethode anwenden kann, ist, dass ein Aus-
sagenschema vorliegt, das von einer (variablen) natiirlichen Zahl n abhéngt.
Diese natiirliche Zahl n nennt man auch die Induktionsvariable, iiber die
Induktion gefithrt wird. In der Aussage kénnen ansonsten beliebige andere
mathematische Objekte vorkommen und die natiirliche Zahl n kann jeweils
sehr unterschiedliche Bedeutungen haben. Sie kann fiir den Exponenten einer
reellen Zahl (siehe beispielsweise Satz 3.9 oder Satz 4.10), den Grad eines Po-
lynoms (etwa Satz 11.3), den Differenzierbarkeitsgrad (etwa Aufgabe 19.15)
oder die Anzahl von Vektoren (etwa Lemma 22.3 (Lineare Algebra (Osna-
briick 2017-2018))) stehen.

1. ARBEITSBLATT

1.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 1.1. Bestimme fiir die Mengen
M ={a,b,c,d,e}, N ={a,c,e}, P={b}, R=1{b,d,e, f}
die Mengen

(1) MN N,
(2) MNNNPNR,
(3) MUR,

(4) (NUP)NR,

(5) N\ R,

(6) (MUP)\ (R\N),
(7) (PUR)NN)NR,
(8) (R\ P)N(M\N).
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Aufgabe 1.2. Es seien A, B und C drei Mengen. Man beweise die folgenden
Identitaten.

(1) Aud = A,

(2) AnO =0,

(3) ANB=BNA,

(4) AUB=BUA,

(5) An(BNC)=(ANnB)NC,

(6) AU(BUC)=(AUB)UC,

(7) AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC),
(8) AU(BNC)=(AUB)N(AUCQ),
(9) A\ (BUC) = (A\ B)N (4\C).

Aufgabe 1.3. Es sei LA die Menge der Grofibuchstaben des lateinischen
Alphabets, GA die Menge der GroBlbuchstaben des griechischen Alphabets
und RA die Menge der Grofibuchstaben des russischen Alphabets. Bestimme
die folgenden Mengen.

(1) GA\ RA.
(2) (LANGA)U (LAN RA).

(3) RA\ (GAU RA).

(4) RA\ (GAU LA).

(5) (RA\ GA)N ((LAUGA) \ (GAN RA)).

Aufgabe 1.4. Skizziere ein Mengendiagramm, das zu vier Mengen alle mog-
lichen Schnittmengen darstellt.
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Aufgabe 1.5.*
Es seien A, B und C' Mengen. Beweise die Identitét
A\ (BNC) = (A\B)U(A\(O).

Aufgabe 1.6.*

Es seien A, B,C' Mengen. Zeige, dass die beiden folgenden Aussagen zuein-
ander dquivalent sind.

(1) A C BUC.

Aufgabe 1.7. Skizziere die folgenden Teilmengen im R2.

(1) {(z,y) | = 5},

z,y) | >4 und y = 3},

z,y) | y* > 2},

) |zl =3und |y <2},
) | 3z > y und 5z < 2y},
)
)
)
)

8

| zy = 0},
| vy =1},
| zy > 1 und y > 23},
z,y) | 0=0},
(10) {(=,y) | 0 = 1}.

Welche geometrische Gestalt haben die Mengen, in deren Beschreibung nur
eine (oder gar keine) Variable vorkommt?

K

P

(
(
(z,
(z,
(,
(
(
(

Aufgabe 1.8. Beschreibe fiir je zwei (einschliellich dem Fall, dass das Pro-
dukt mit sich selbst genommen wird) der folgenden geometrischen Mengen
ihre Produktmenge.

(1) Eine Kreislinie K.
(2) Ein Geradenstiick I.
(3) Eine Gerade G.

(4) Eine Parabel P.

Welche Produktmengen lassen sich als eine Teilmenge im Raum realisieren,
welche nicht?

Aufgabe 1.9.*

(1) Skizziere vier Geraden in der Ebene, die sich insgesamt in genau drei
Punkten schneiden.
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(2) Skizziere vier Geraden in der Ebene, die sich in keinem Punkt schnei-
den.

(3) Skizziere vier Geraden in der Ebene, die sich in einem Punkt schnei-
den.

(4) Skizziere vier Geraden in der Ebene, die sich insgesamt in sechs Punk-
ten schneiden.

Aufgabe 1.10.*

Skizziere moglichst viele wesentlich verschiedene Konfigurationen von fiinf
Geraden in der Ebene, die sich insgesamt in vier Schnittpunkten treffen.

Aufgabe 1.11.*

Skizziere sieben Geraden in der Ebene, die sich insgesamt in acht Punkten
schneiden.

Aufgabe 1.12.*

(1) Skizziere vier Geraden im Raum mit der Eigenschaft, dass es insge-
samt zwei Schnittpunkte gibt.

(2) Skizziere vier Geraden in der Ebene mit der Eigenschaft, dass es ins-
gesamt drei Schnittpunkte gibt.

(3) Zeige, dass es in der Ebene nicht vier Geraden geben kann, die insge-
samt zwei Schnittpunkte besitzen.

Aufgabe 1.13. Fir k = 1,...,8 sei

Qp — Qk — 5k.

Berechne

Aufgabe 1.14. Fiir jedes k € N sei

W k1

Berechne
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Aufgabe 1.15.*
Wir betrachten die Wertetabelle

v (1121304 |5 (6] 78
a; [2/5(4]-1]3 |5]-2]|2

(1) Berechne ay + as.
(2) Berechne 22:3 .
(3) Berechne [[;_, agi+1-
(4)

4) Berechne 7, a2

=4 71"

Aufgabe 1.16. Beweise durch Induktion die folgenden Formeln.

(1)

n

. o nn+1
L

=1

(2)

(3)

Aufgabe 1.17.*

Beweise durch Induktion fiir alle n € N die Formel

Z(_l)kz—lk,2 _ (_1)n+1n<n+ 1>‘

2
k=1

Aufgabe 1.18.*

Beweise durch Induktion, dass die Summe von aufeinanderfolgenden ungera-
den Zahlen (beginnend bei 1) stets eine Quadratzahl ist.

(Man denke auch an die verschiedenen Moglichkeiten, ein quadratisches Git-
ter abzuzdhlen).
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Aufgabe 1.19.*

Zeige mittels vollstandiger Induktion fiir n > 1 die Formel

Z(—l)kk: _ {5 bei n gerade,

— — 251 bei n ungerade.

Aufgabe 1.20.*

Zeige durch vollstéandige Induktion, dass fiir jedes n € N die Zahl
6n+2 + 72n+1

ein Vielfaches von 43 ist.

Aufgabe 1.21.*

Die Stadte S, ..., 5, seien untereinander durch Strafien verbunden und zwi-
schen zwei Stiadten gibt es immer genau eine Strafie. Wegen Bauarbeiten sind
zur Zeit alle Strafien nur in eine Richtung befahrbar. Zeige, dass es trotzdem
mindestens eine Stadt gibt, von der aus alle anderen Stiadte erreichbar sind.

Aufgabe 1.22.*

Die offizielle Berechtigung fiir die Klausurteilnahme werde durch mindestens
200 Punkte im Ubungsbetrieb erworben. Professor Knopfloch sagt, dass es
aber auf einen Punkt mehr oder weniger nicht ankomme. Zeige durch eine ge-
eignete Induktion, dass man mit jeder Punkteanzahl zur Klausur zugelassen
wird.

Aufgabe 1.23.*

Zeige, dass fiir jede ungerade Zahl n die Zahl 25n2 — 17 ein Vielfaches von 8
ist.

Aufgabe 1.24. In der folgenden Argumentation wird durch Induktion be-
wiesen, dass alle Pferde die gleiche Farbe haben. ,Es sei A(n) die Aussage,
dass je n Pferde stets untereinander die gleiche Farbe haben. Induktionsan-
fang: Wenn nur ein Pferd da ist, so hat dieses eine bestimmte Farbe und
die Aussage ist richtig. Fiir den Induktionsschritt sei vorausgesetzt, dass je
n Pferde stets untereinander die gleiche Farbe haben. Es seien jetzt n + 1
Pferde gegeben. Wenn man eines herausnimmt, so weifl man nach der In-
duktionsvoraussetzung, dass die verbleibenden n Pferde untereinander die
gleiche Farbe haben. Nimmt man ein anderes Pferd heraus, so haben die
jetzt verbleibenden Pferde wiederum untereinander die gleiche Farbe. Also
haben all diese n + 1 Pferde tiberhaupt die gleiche Farbe“. Analysiere diese
Argumentation.
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Aufgabe 1.25. Eine natiirliche Zahl heiffit besonders, wenn sie eine fiir sie
spezifische, benennbare Eigenschaft erfiillt. Die 0 ist als neutrales Element
der Addition und die 1 ist als neutrales Element der Multiplikation besonders.
Die 2 ist die erste Primzahl, die 3 ist die kleinste ungerade Primzahl, die 4
ist die erste echte Quadratzahl, die 5 ist die Anzahl der Finger einer Hand,
die 6 ist die kleinste aus verschiedenen Faktoren zusammengesetzte Zahl, die
7 ist die Anzahl der Zwerge im Mérchen, u.s.w., diese Zahlen sind also alle
besonders. Gibt es eine Zahl, die nicht besonders ist? Gibt es eine kleinste
Zahl, die nicht besonders ist?

1.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 1.26. (5 Punkte)

Beweise die mengentheoretischen Fassungen einiger aristotelischer Syllogis-
men. Dabei bezeichnen A, B, C' Mengen.

(1) Modus Barbara: Aus B C A und C' C B folgt C C A.

(2) Modus Celarent: Aus BN A= und C C B folgt C N A = 0.
(3) Modus Darii: Aus B C Aund CN B # () folgt C N A # (.
(4) Modus Ferio: Aus BN A =0 und C N B # () folgt C £ A.

(5) Modus Baroco: Aus B C Aund B Z C folgt A Z C.

Aufgabe 1.27. (4 Punkte)

Es seien A und B zwei Mengen. Zeige, dass die folgenden Aussagen zueinan-
der dquivalent sind.

(1) AC B,
(2)

(3) AUB — B,

(4) A\ B=10,

(5) Es gibt eine Menge C' mit B = AUC,
(6) Es gibt eine Menge D mit A = BN D.

Aufgabe 1.28. (2 Punkte)
Fir k£ € N; sei

Berechne

M%
<
=
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Aufgabe 1.29. (3 Punkte)
Es sei m € N. Zeige durch Induktion die Gleichheit

m m

@2m+ 1) []@i-1)? =[] - 1).

i=1 k=1

Aufgabe 1.30.* (4 Punkte)

Eine n-Schokolade ist ein rechteckiges Raster, das durch a — 1 Léngsrillen
und b — 1 Querrillen in n = a-b (a,b € N;) mundgerechte kleinere Recht-
ecke eingeteilt ist. Ein Teilungsschritt an einer Schokolade ist das vollstéandi-
ge Durchtrennen einer Schokolade ldngs einer Lings- oder Querrille. Eine
vollstandige Aufteilung einer Schokolade ist eine Folge von Teilungsschritten
(an der Ausgangsschokolade oder an einer zuvor erhaltenen Zwischenschoko-
lade), deren Endprodukt aus den einzelnen Mundgerechtecken besteht. Zeige
durch Induktion, dass jede vollstindige Aufteilung einer n-Schokolade aus
genau n — 1 Teilungsschritten besteht.

Aufgabe 1.31. (4 Punkte)

Wie viele Teilquadrate (unterschiedlicher Seitenlénge) besitzt ein Schach-
brett? Man finde moglichst viele Strategien, diese Anzahl zu bestimmen.

2. VORLESUNG -ABBILDUNGEN

2.1. Abbildungen.

Ein Hauptgebiet der Mathematik ist es zu untersuchen, wie sich eine gewisse
GroBe mit einer (oder mehreren) anderen Grofie verdndert, wie beispielsweise
der Fliacheninhalt eines Quadrats von der Seitenldnge abhéngt, wie der Ein-
kaufspreis von den gekauften Waren abhéngt oder wie eine Population mit
der Zeit wichst. Solche Abhéngigkeiten werden mit dem Begriff Abbildung
ausgedriickt.

Definition 2.1. Seien L und M Mengen. Eine Abbildung F' von L nach M
ist dadurch gegeben, dass jedem Element der Menge L genau ein Element der
Menge M zugeordnet wird. Das zu z € L eindeutig bestimmte Element wird
mit F'(z) bezeichnet. Die Abbildung driickt man als Ganzes hiufig durch

F: L— M, z+— F(z),

aus.

Bei einer Abbildung F': L — M heifit L die Definitionsmenge (oder Defini-
tionsbereich) der Abbildung und M die Wertemenge (oder Wertevorrat oder
Zielbereich) der Abbildung. Zu einem Element z € L heifit das Element

F(z) e M
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der Wert von F an der Stelle x. Statt Stelle sagt man auch hiufig Argument.
Zwei Abbildungen F: Ly — M; und G: Ly — M, sind gleich, wenn die

Definitionsmengen und die Wertemengen iibereinstimmen und wenn fiir alle
r € Ly = Ly die Gleichheit F(z) = G(z) in M; = M, gilt. Die Gleichheit
von Abbildungen wird also zuriickgefiihrt auf die Gleichheit von Elemen-
ten in einer Menge. Abbildungen werden haufig auch Funktionen genannt.
Wir werden den Begrift Funktion fiir solche Abbildungen reservieren, deren
Wertemenge ein Zahlbereich wie die reellen Zahlen R ist.

Zu jeder Menge L nennt man die Abbildung
L— L, x+—uz,

also die Abbildung, die jedes Element auf sich selbst schickt, die Identitdt
(auf L). Sie wird mit Id;, bezeichnet. Zu einer weiteren Menge M und einem
fixierten Element ¢ € M nennt man die Abbildung

L— M, x+—c,

die also jedem Element z € L den konstanten Wert c zuordnet, die konstante
Abbildung (mit dem Wert c). Sie wird hiufig wieder mit ¢ bezeichnet.”

Fiir eine Abbildung gibt es mehrere Darstellungsmoglichkeiten, z.B. Werte-
tabelle, Balkendiagramm, Kuchendiagramm, Pfeildiagramm, den Graph der
Abbildung. Dabei sind die Ubergéinge zwischen der formalen Definition ei-
ner Abbildung und den visuellen Realisierungen flieBend. In der Mathematik
wird eine Abbildung zumeist durch eine Abbildungsvorschrift beschrieben,
die es erlaubt, die Werte der Abbildung zu berechnen.

Zu zwei Mengen L und M bezeichnet man die Menge der Abbildungen von
L nach M mit

Abb (L, M) = {f : L — M | f Abbildung}.

X Y
328

Stracciatella 9,9% 30 {
Schokolade 16,6%
Erdbeer 8,2% ~ 24.0
H 204
N Kirsch 2,4% S0 184
Awmnuss 2,8% ] 150
[~ Vanille 18,9% — _Banane 2,9% 122
| Nuss 3,8% 10
Joghurt 5,2%
Zitrone 6,3%

0

andere 23,0% 1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005

SVon Hilbert stammt die etwas iiberraschende Aussage, die Kunst der Bezeichnung
in der Mathematik besteht darin, unterschiedliche Sachen mit denselben Symbolen zu
bezeichnen.
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2.2. Injektive und surjektive Abbildungen.

Definition 2.2. Es seien L und M Mengen und es sei
F:L—M
eine Abbildung. Dann heifit F’

e injektiv, wenn fiir je zwei verschiedene Elemente z,2’ € L auch F(z) und
F(2') verschieden sind.

e surjektiv, wenn es fiir jedes y € M mindestens ein Element x € L mit
F(z) =y
gibt.

e bijektiv, wenn F' sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

Diese Begriffe sind fundamental! Die Frage, ob eine Abbildung F' diese Ei-
genschaften besitzt, kann man anhand der Gleichung

F(r) =y
(in den beiden Variablen x und y) erldutern. Die Surjektivitdt bedeutet,
dass es zu jedem y € M mindestens eine Losung x € L fiir diese Glei-
chung gibt, die Injektivitdat bedeutet, dass es zu jedem y € M maximal eine
Losung x € L fiir diese Gleichung gibt, und die Bijektivitit bedeutet, dass
es zu jedem y € M genau eine Losung x € L fiir diese Gleichung gibt.
Die Surjektivitat entspricht also der Existenz von Losungen, die Injektivitét
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der Eindeutigkeit von Losungen. Beide Fragestellungen durchziehen die Ma-
thematik und konnen selbst wiederum héufig als die Surjektivitat oder die
Injektivitdt einer geeigneten Abbildung interpretiert werden.

Beim Nachweis der Injektivitdt einer Abbildung geht man héufig so vor,
dass man zu zwei gegebenen Elementen x und 2z’ aus der Voraussetzung
F(z) = F(2') erschlieBt, dass = 2’ ist. Dies ist oft einfacher zu zeigen, als
aus © # 2’ auf F(x) # F(2') zu schlieen.

Beispiel 2.3. Die Abbildung
R — R, z —> 22,

ist weder injektiv noch surjektiv. Sie ist nicht injektiv, da die verschiedenen
Zahlen 2 und —2 beide auf 4 abgebildet werden. Sie ist nicht surjektiv, da nur
nichtnegative Elemente erreicht werden (eine negative Zahl hat keine reelle
Quadratwurzel). Die Abbildung

2
R20—>R,$|ﬁ$,

ist injektiv, aber nicht surjektiv. Die Injektivitét folgt beispielsweise so: Wenn
x # y ist, so ist eine Zahl gréfer, sagen wir

x>y > 0.
Doch dann ist auch 2 > y* und insbesondere z? # y2. Die Abbildung
R — Ryp, 2 — 22,

ist nicht injektiv, aber surjektiv, da jede nichtnegative reelle Zahl eine Qua-
dratwurzel besitzt. Die Abbildung

RZO — Rzo, Xr+— :1:2,
ist injektiv und surjektiv.

Definition 2.4. Es sei F': L — M eine bijektive Abbildung. Dann heift die
Abbildung

G: M — L,

die jedes Element y € M auf das eindeutig bestimmte Element x € L mit
F(x) = y abbildet, die Umkehrabbildung zu F.

2.3. Hintereinanderschaltung von Abbildungen.
Definition 2.5. Es seien L, M und N Mengen und

F: L— M, z+— F(z),

und
G: M — N, y— G(y),
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Abbildungen. Dann heifit die Abbildung®

GoF: L — N, z+—— G(F(z)),
die Hintereinanderschaltung der Abbildungen F' und G.

Es gilt also
(GoF)(x) = G(F(x)),

wobei die linke Seite durch die rechte Seite definiert wird. Wenn die beiden
Abbildungen durch funktionale Ausdriicke gegeben sind, so wird die Hinter-
einanderschaltung dadurch realisiert, dass man den ersten Ausdruck anstelle
der Variablen in den zweiten Ausdruck einsetzt (und nach Moglichkeit ver-

einfacht).

Zu einer bijektiven Abbildung ¢: M — N ist die Umkehrabbildung

01N> M
durch die beiden Bedingungen
poyw = Idy
und
o loyp = Idy
charakterisiert.
Lemma 2.6. FEs seien L, M, N und P Mengen und es seien
F: L— M, z+—— F(x),
G: M — N, y— G(y),
und
H: N— P, z+— H(z),
Abbildungen. Dann ist

Ho(GoF) = (HoG)oF.

Beweis. Zwei Abbildungen «, 8: L — P sind genau dann gleich, wenn fiir

jedes © € L die Gleichheit a(z) = [(x) gilt. Sei also z € L. Dann ist

(Ho(GoF))(z) = H((GoF)(x))
= H(G(F(z)))
= (HoG)(F(x))
= ((HoG)o F)(x).

g

6Man beachte, dass in der Bezeichnung die ,,verkehrte“ Reihenfolge verwendet wird, da
ja F zuerst ausgefithrt wird. Dies beruht darauf, dass das Argument rechts geschrieben

wird.
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2.4. Graph, Bild und Urbild einer Abbildung.

Definition 2.7. Es seien L und M Mengen und es sei
F:L—M
eine Abbildung. Dann nennt man
I'=Tp ={(z,F(x)) |ze L} CLxM
den Graphen der Abbildung F'.

Ein Graph ist ein mengentheoretisches Konzept. Ob man ihn ,graphisch®
veranschaulichen kann, hingt davon ab, ob man die Produktmenge L x M
veranschaulichen kann.

Definition 2.8. Es seien L und M Mengen und es sei
F:L—M

eine Abbildung. Zu einer Teilmenge S C L heifit

F(S) = {y € M | es gibt ein € S mit F(z) =y}
das Bild von S unter F. Fiir S = L heifit
F(L) = bild F

das Bild der Abbildung.

Definition 2.9. Es seien L und M Mengen und es sei
F:L—M

eine Abbildung. Zu einer Teilmenge T" C M heifit

FYT)={zeL|F(x)eT}
das Urbild von T unter F. Fiir eine einelementige Teilmenge T" = {y} heifit

F~' ({y})
das Urbild von y.

2.5. Verkniipfungen.

Definition 2.10. Eine Verkniipfung o auf einer Menge M ist eine Abbildung
o: M xM— M, (z,y) — o(z,y) =z oy.

Eine Verkniipfung macht also aus einem Paar
(x,y) € M x M
ein einziges Element
roy € M.

Eine Vielzahl von mathematischen Konstruktionen féllt unter diesen Begrift:
Die Addition, die Differenz, die Multiplikation, die Division von Zahlen, die
Verkniipfung von Abbildungen, der Durchschnitt oder die Vereinigung von
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Mengen, etc. Als Verkniipfungssymbol kommt eine ganze Reihe in Frage,
z.B. o,-,+,— @, & O usw. Je nach dem gewidhlten Symbol spricht man
statt Verkniipfung auch von Multiplikation oder Addition, ohne dass man
damit eine inhaltliche Bedeutung verbinden sollte. Wichtige strukturelle Ei-
genschaften einer Verkniipfung werden in den folgenden Definitionen aufge-
listet.

Definition 2.11. Eine Verkniipfung
or: M x M — M, (x,y) —> z oy,
auf einer Menge M heifit kommutativ, wenn fiir alle z,y € M die Gleichheit
roy = you
gilt.
Definition 2.12. Eine Verkniipfung
or: M x M — M, (x,y) —> z oy,
auf einer Menge M heiflt assoziativ, wenn fiir alle x,y, 2z € M die Gleichheit
(xoy)oz = xo(yoz)
gilt.
Definition 2.13. Es sei eine Menge M mit einer Verkniipfung
or M x M — M, (z,y) —> x o0y,

gegeben. Dann heifit ein Element e € M neutrales Element der Verkniipfung,
wenn fiir alle x € M die Gleichheit xoe = & = e oz gilt.

Im kommutativen Fall muss man natiirlich fiir das neutrale Element nur eine
Reihenfolge betrachten.

Definition 2.14. Es sei eine Menge M mit einer Verkniipfung
or: M x M — M, (x,y) —> xz oy,

und einem neutralen Element e € M gegeben. Dann heifit zu einem Element
x € M ein Element y € M inverses Element, wenn die Gleichheit

roy =€ =youxw
gilt.
Beispiel 2.15. Es sei L eine Menge und

M = Abb (L, L)

die Menge aller Abbildungen von L in sich. Durch die Hintereinanderschal-
tung von Abbildungen liegt eine Verkniipfung auf M vor, die aufgrund von
Lemma 2.6 assoziativ ist. Dagegen ist sie nicht kommutativ. Die Identitat auf
L ist das neutrale Element. Eine Abbildung f: L — L besitzt genau dann
ein inverses Element, wenn sie bijektiv ist; das inverse Element ist einfach

die Umkehrabbildung.
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Beginnend mit der néchsten Vorlesung beschéftigen wir uns mit den reellen
Zahlen, bei denen es die Addition und die Multiplikation als Verkniipfungen
gibt. Erstaunlicherweise erfiillen diese beiden Verkniipfungen (bei der Mul-
tiplikation muss man die 0 herausnehmen) fiir sich genommen eine wichtige
algebraische Struktur: Es handelt sich um Gruppen.

Definition 2.16. Eine Menge GG mit einem ausgezeichneten Element e € GG
und mit einer Verkniipfung

GxG— G, (g,h) —> goh,
heifit Gruppe, wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind.
(1) Die Verkniipfung ist assoziativ, d.h. fiir alle f,g,h € G gilt
(fog)oh = fo(goh)
(2) Das Element e ist ein neutrales Element, d.h. fir alle g € G gilt

goe=g =cog.
(3) Zu jedem g € G gibt es ein inverses Element, d.h. es gibt ein h € G
mit
hog = goh = e.

Solche abstrakte Strukturen fiithren ein Doppelleben: Einerseits sind sie wirk-
lich nur die gegebene formale Struktur, die Elemente sind nur irgendwelche
Elemente einer irgendwie gegebenen Menge, die Verkniipfung ist irgendei-
ne Verkniipfung, unter der man sich nichts Bestimmtes vorstellen soll. Die
gewahlten Symbole sind willkiirlich und ohne Bedeutung. Andererseits er-
halten solche abstrakte Strukturen dadurch ihr Leben, dass konkrete mathe-
matische Strukturen darunter subsummiert werden kénnen. Die konkreten
Strukturen sind Beispiele oder Modelle fir die abstrakte Struktur (und sie
sind mathematikhistorisch auch die Motivation, abstraktere Strukturen ein-
zufithren). Beide Ebenen sind wichtig, man sollte sie aber stets auseinander
halten.

2. ARBEITSBLATT
2.1. Ubungsaufgaben.
Aufgabe 2.1. Untersuche fiir jedes n € N die Funktion

R— R, z+—— 2",

auf Injektivitdt und Surjektivitat.

Aufgabe 2.2. Wie sehen die Graphen der Funktionen f: R — R aus, die
Sie in der Schule kennengelernt haben?
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Aufgabe 2.3. Woran erkennt man am Graphen einer Abbildung
f: R— R,

ob f injektiv bzw. surjektiv ist?

Aufgabe 2.4. Welche bijektiven Funktionen f: R — R (oder zwischen Teil-
mengen von R) kennen Sie aus der Schule? Wie heilen die Umkehrabbildun-
gen?

Aufgabe 2.5. Wie kann man sich den Graphen einer Abbildung
0: R? — R

und wie sich den Graphen einer Abbildung
¢0: R — R?

vorstellen?

Aufgabe 2.6. Eine Funktion
f: R— R, z+— f(x),

heifit streng wachsend, wenn fir alle x1,zo € R mit 2y < 25 auch f(z1) <
f(x2) gilt. Zeige, dass eine streng wachsende Funktion f injektiv ist.

Aufgabe 2.7. Man gebe Beispiele fiir Abbildungen
o, v: N— N

derart, dass ¢ injektiv, aber nicht surjektiv ist, und dass ¢ surjektiv, aber
nicht injektiv ist.

Aufgabe 2.8. Es seien m und n natiirliche Zahlen. Zeige durch Induktion
iiber m, dass aus einer Bijektion

e: {1,...,m} —{1,...,n}

folgt, dass m = n ist.
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Aufgabe 2.9. Wir betrachten die Mengen
L={1,2,3,4,5,6,7,8}, M ={a,b,c,d,e, f,g,h,i} und
N ={R,S, T, U, V,W,X,Y, Z}

und die Abbildungen ¢: L — M und ¢: M — N, die durch die Werteta-
bellen

Y a|b
Py [ X|Z]Y

o

| &
N| ©
N~
N
<
3

gegeben sind.

(1) Erstelle eine Wertetabelle fiir ¢ o ¢.
(2) Sind die Abbildungen ¢, 1, ¥ o ¢ injektiv?
(3) Sind die Abbildungen ¢, ¥, 1 o ¢ surjektiv?

Aufgabe 2.10.*

(1) Es sei H die Menge aller (lebenden oder verstorbenen) Menschen.
Untersuche die Abbildung

p: H— H,

die jedem Menschen seine Mutter zuordnet, auf Injektivitat und Sur-
jektivitat.

(2) Welche Bedeutung hat die Hintereinanderschaltung ¢3?

(3) Wie sieht es aus, wenn man die gleiche Abbildungsvorschrift nimmt,
sie aber auf die Menge E aller Einzelkinder und auf die Menge M
aller Miitter einschréinkt?

(4) Seien Sie spitzfindig (evolutionsbiologisch oder religiés) und argumen-
tieren Sie, dass die Abbildung in (1) nicht wohldefiniert ist.

Aufgabe 2.11. Bestimme die Hintereinanderschaltungen ¢ o ¢ und ¢ o ¢
fiir die Abbildungen ¢, : R — R, die durch

o(r) = 2° + 32> — 4 und ¢(v) = 2> + 52 — 3

definiert sind.
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Aufgabe 2.12. Der Pferdepfleger hat einen Korb voller Apfel und geht auf
die Weide, um die Apfel an die Pferde zu verteilen. Danach geht jedes Pferd
in seine Lieblingskuhle und macht dort einen grofien Pferdeapfel. Modelliere
den Vorgang mit geeigneten Mengen und Abbildungen. Man mache sich die
Begriffe injektiv und surjektiv an diesem Beispiel klar. Kann die Gesamtab-
bildung surjektiv sein, wenn es 10 Apfel, 6 Pferde und 8 Kuhlen gibt?

Aufgabe 2.13.*

Es seien L, M, N Mengen und F': L - M und G: M — N surjektive Ab-
bildungen. Zeige, dass die Hintereinanderschaltung G o F' ebenfalls surjektiv
ist.

Aufgabe 2.14.*

Es seien L, M, N Mengen und F': L — M und G: M — N injektive Ab-
bildungen. Zeige, dass die Hintereinanderschaltung G o F' ebenfalls injektiv
ist.

Aufgabe 2.15.*
Seien L, M, N Mengen und
f:L—Mundg: M — N
Abbildungen mit der Hintereinanderschaltung
gof: L — N,z g(f(x)).
Zeige: Wenn g o f injektiv ist, so ist auch f injektiv.

Aufgabe 2.16. Es sei P eine Menge von Personen und V' die Menge der
Vornamen von diesen Personen und N die Menge der Nachnamen von diesen
Personen. Definiere natiirliche Abbildungen von P nach V', nach N und nach
V' x N und untersuche sie in Hinblick auf die relevanten Abbildungsbegriffe.

Aufgabe 2.17.*
Begriinde, ob die Abbildung
p: Ry xR — R, (2,) +— (2 +y, 2y, 2%) = (u,v, ).

injektiv ist oder nicht.

Aufgabe 2.18. Sei G eine Menge und P (G) ihre Potenzmenge. Zeige, dass
die Abbildung

B(G) — B(G), T — LT,
bijektiv ist. Wie lautet die Umkehrabbildung?
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Aufgabe 2.19. Sei M eine Menge, die als disjunkte Vereinigung
M= AWB

gegeben ist. Definiere eine Bijektion zwischen der Potenzmenge B (M) und
der Produktmenge B (A) x B (B). Wie verhalten sich diese beiden Mengen,
wenn A und B zwar eine Vereinigung von M ergeben, aber nicht disjunkt
sind, und umgekehrt?

Aufgabe 2.20. Sei GG eine Menge. Stifte eine Bijektion zwischen
B (G) und Abb (G, {0,1}).

Aufgabe 2.21. Seien M, N, L. Mengen. Stifte eine Bijektion zwischen
Abb (M x N,L) und Abb (M,Abb (N, L)).

Man mache sich diese Situation fiir M = N = [0,1] und L = R klar.

Aufgabe 2.22. Es seien L und M Mengen und es sei
F:L—M

eine Abbildung. Es sei
G: M — L

eine Abbildung, die F o G =idy; und G o F' = idy, erfiillt. Zeige, dass dann
G die Umkehrabbildung von F ist.

Aufgabe 2.23. Es seien L und M Mengen. Zeige, dass die Abbildung
7: Lx M — M x L, (z,y) — (y,x),

eine bijektive Abbildung zwischen den Produktmengen L x M und M x L
festlegt.

Aufgabe 2.24. Es sei
F:L—M

eine Abbildung. Zeige, dass das Urbildnehmen
P (M) — B (L), T — FH(T),
folgende Eigenschaften besitzt (fiir beliebige Teilmengen T, Ty, Ty C M):
(1) FFY(TyNTy) = FYTy) N F~Y(Ty),

(2) F-Y(Ty UTy) = F-(T)) U F~\(Ty),
(3) F-Y(M\T) =L\ F\(T).
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Aufgabe 2.25. Es sei
F:L—M

eine Abbildung. Zeige, dass das Bildnehmen
folgende Eigenschaften besitzt (fiir beliebige Teilmengen S, Sy, S, C L):
(1) F(S1NSy) C F(S1) NF(Sy),

(2) F(S1USs) = F(S1) UF(S,),
(3) F(L\S) 2 F(L)\ F(S).

Zeige durch Beispiele, dass die beiden Inklusionen in (1) und (3) echt sein
kénnen.

Aufgabe 2.26. Es seien L und M Mengen und es sei
F:L—M

eine Abbildung. Zeige, dass F' genau dann injektiv ist, wenn das Urbildneh-
men

P (M) — B (L), T — FH(T),
surjektiv ist.

Aufgabe 2.27. Es seien L und M Mengen und es sei
F:L—M

eine Abbildung. Zeige, dass F' genau dann surjektiv ist, wenn das Urbildneh-
men
P (M) — B (L), T — F7H(T),

injektiv ist.

Aufgabe 2.28. Betrachte die ganzen Zahlen Z mit der Differenz als Ver-
kniipfung, also die Abbildung
ZXxXZ—7Z, (a,b) — a —b.

Besitzt diese Verkniipfung ein neutrales Element? Ist diese Verkniipfung as-
soziativ, kommutativ, gibt es zu jedem Element ein inverses Element?

Aufgabe 2.29. Es sei M eine Menge mit einer Verkniipfung *. Zeige, dass
es maximal ein neutrales Element fiir die Verkniipfung gibt.

Aufgabe 2.30. Zeige, dass die Verkniipfung auf einer Geraden, die zwei
Punkten ihren Mittelpunkt zuordnet, kommutativ, aber nicht assoziativ ist.
Gibt es ein neutrales Element?
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Aufgabe 2.31. Zeige, dass das Potenzieren auf den positiven natiirlichen
Zahlen, also die Zuordnung
NxN-—N, (a,b) — a’,

weder kommutativ noch assoziativ ist. Besitzt diese Verkniipfung ein neutra-
les Element?

Aufgabe 2.32. Es sei M eine Menge mit einer Verkniipfung darauf, die wir
als Produkt schreiben.

(1) Wie viele sinnvollen Klammerungen gibt es fiir die Verkniipfung von
vier Elementen?

(2) Die Verkniipfung sei nun assoziativ. Zeige, dass das Produkt von vier
Elementen nicht von irgendeiner Klammerung abhéngt.

Aufgabe 2.33. Es sei G eine Menge und M = B (G) die zugehorige Po-
tenzmenge. Betrachte den Durchschnitt von Teilmengen von G als eine Ver-
kniipfung auf M. Ist diese Verkniipfung kommutativ, assoziativ, besitzt sie
ein neutrales Element?

2.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 2.34. (3 Punkte)

Bestimme die Hintereinanderschaltungen o und oy fiir die Abbildungen
v, R — R, die durch

o(z) = 2 + 32% — 20 + 5 und ¢(z) = 22° — 2% + 62 — 1

definiert sind.

Aufgabe 2.35. (3 Punkte)

Man beschreibe eine Bijektion zwischen N und Z.

Aufgabe 2.36. (3 Punkte)
Seien L, M, N Mengen und
f:L—Mundg: M — N
Abbildungen mit der Hintereinanderschaltung
gof: L— N, x+—— g(f(x)).
Zeige: Wenn g o f surjektiv ist, so ist auch g surjektiv.

Zeige durch ein Beispiel, dass die Umkehrung nicht gilt.
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Aufgabe 2.37. (3 Punkte)

Betrachte auf der Menge M = {1,2,3,4,5,6,7,8} die Abbildung
o: M — M, x — (),

die durch die Wertetabelle

z |1]12|3]4
o(z) (25614 |3]|7|7

ot
(@)
\]
oo

gegeben ist. Berechne ¢'%% also die 1003-te Hintereinanderschaltung (oder

Iteration) von ¢ mit sich selbst.

Aufgabe 2.38. (5 Punkte)
Es seien L und M Mengen. Wir betrachten die Abbildung
W: Abb (L, M) — Abb (B (M), B (L)), f — [,
bei der einer Abbildung das Urbildnehmen zugeordnet wird.
a) Zeige, dass U injektiv ist.
b) Es sei L # (). Zeige, dass ¥ nicht surjektiv ist.

Aufgabe 2.39. (2 Punkte)

Es sei M eine Menge mit einer assoziativen Verkniipfung darauf, die wir als
* schreiben. Zeige, dass

(axb)*(ckx(dxe)) = ax((bx(cxd))xe)
fiir beliebige a, b, c,d,e € M gilt.

3. VORLESUNG - KORPER

3.1. Korper.

Wir werden nun die Eigenschaften der reellen Zahlen besprechen. Grund-
legende Eigenschaften von mathematischen Strukturen werden als Aziome
bezeichnet. In der Mathematik werden sdmtliche Eigenschaften aus den Axio-
men logisch abgeleitet. Die Axiome fiir die reellen Zahlen gliedern sich in al-
gebraische Axiome, Anordnungsaxiome und das Vollstdndigkeitsaxiom. Die
algebraischen Axiome werden im Begriff des Korpers zusammengefasst. Un-
ter algebraischen Eigenschaften versteht man solche Eigenschaften, die sich
auf die Rechenoperationen, also die Addition, die Subtraktion, die Multi-
plikation und die Division, beziehen. Diese Operationen ordnen zwei reellen
Zahlen eine weitere reelle Zahl zu, es handelt sich also um Verkniipfungen.
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Definition 3.1. Eine Menge K heif3t ein Kdrper, wenn es zwei Verkniipfun-
gen (genannt Addition und Multiplikation)

+: A XK —Kund -: K x K — K

und zwei verschiedene Elemente 0,1 € K gibt, die die folgenden Eigenschaf-
ten erfiillen.

(1) Axiome der Addition
(a) Assoziativgesetz: Fir alle a,b,¢ € K gilt: (a+b)+c = a+(b+c).
(b) Kommutativgesetz: Fiir alle a,b € K gilt a +b = b+ a.
(c) 0 ist das neutrale Element der Addition, d.h. fiir alle a € K ist
a+0 = a.
(d) Existenz des Negativen: Zu jedem a € K gibt es ein Element
be Kmita+b = 0.
(2) Axiome der Multiplikation
(a) Assoziativgesetz: Fiir alle a,b,c € K gilt: (a-b)-¢c = a-(b-c).
(b) Kommutativgesetz: Fiir alle a,b € K gilt a-b = b a.
(c) 1ist das neutrale Element der Multiplikation, d.h. fiir allea € K
ista-1 = a.
(d) Existenz des Inversen: Zu jedem a € K mit a # 0 gibt es ein
Element ¢ € K mita-c = 1.
(3) Distributivgesetz: Fiir alle a,b,¢c € K gilt a-(b+c¢) = (a-b)+ (a-c).

Dass all diese Axiome fiir die reellen Zahlen (und die rationalen Zahlen) mit
den natiirlichen Verkniipfungen gelten, ist aus der Schule bekannt. Das heifit
nicht, dass sie dort bewiesen wurden. Unter Verwendung des Gruppenbegriffs
kann man auch sagen, dass ein Korper eine Menge mit zwei Verkniipfungen +
und - und zwei fixierten Elementen 0 # 1 ist, derart, dass (K, +,0) und (K '\
{0},-,1) jeweils kommutative Gruppen” sind und dass das Distributivgesetz
gilt. Daher gelten fiir die Addition und die Multiplikation h&ufig strukturell
dghnliche Eigenschaften. Da wir in dieser Vorlesung die Gruppentheorie nicht
systematisch entwickeln werden, ist das nur eine Nebenbemerkung.

In einem Korper gilt die Klammerkonvention, dass die Multiplikation starker
bindet als die Addition. Man kann daher a - b + ¢ - d statt (a - b) + (c -
d) schreiben. Zur weiteren Notationsvereinfachung wird das Produktzeichen
haufig weggelassen. Die besonderen Elemente 0 und 1 in einem Koérper werden
als Nullelement und als Einselement bezeichnet. Nach der Definition miissen
sie verschieden sein.

Die wichtigsten Beispiele fiir einen Korper sind fiir uns die rationalen Zahlen,
die reellen Zahlen und die komplexen Zahlen, die wir spéater kennenlernen
werden. Wir nennen die Elemente eines beliebigen Kérper einfach Zahlen.

"Das beinhaltet hier insbesondere, dass die Multiplikation sich zu einer Verkniipfung
auf K \ {0} einschridnken lésst. Aus den Korperaxiomen folgt dies, siehe Lemma 3.4 (6).
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Lemma 3.2. In einem Korper K ist zu einem Element x € K das Element
y mit x +y = 0 eindeutig bestimmt. Bei x # 0 ist auch das Element z mit
rz = 1 eindeutig bestimmd.

Beweis. Sei x vorgegeben und seien y und ¢’ Elemente mit z+y = 0 = x+y/.
Dann gilt

y=y+0=y+@+y)=@w+a)+y = (@+y)+y =0+y =y

Insgesamt ist also y = 4. Fiir den zweiten Teil sei x mit x # 0 vorgegeben.
Es seien z und 2’ Elemente mit xz = 1 = x2’. Dann ist

z =21 = z(z2) = (20)2 = 12 = 2.

Also ist z = 2. O

Zu einem Element a € K nennt man das nach diesem Lemma eindeutig
bestimmte Element y mit a +y = 0 das Negative von a und bezeichnet es
mit —a. Es ist —(—a) = a, da wegen a + (—a) = 0 das Element a gleich
dem eindeutig bestimmten Negativen von —a ist.

Statt b+ (—a) schreibt man abkiirzend b — a und spricht von der Differenz.
Die Differenz ist also keine grundlegende Verkniipfung, sondern wird auf die
Addition mit dem Negativen zuriickgefiihrt.

Das zu a € K, a # 0, nach diesem Lemma eindeutig bestimmte Element z
mit az = 1 nennt man das Inverse von a und bezeichnet es mit a~!.

Fiir a,b € K, b # 0, schreibt man auch abkiirzend
a/b = % = ab'.

Die beiden linken Ausdriicke sind also eine Abkiirzung fiir den rechten Aus-
druck.

In einem jeden Korper findet sich eine jede natiirliche Zahl n wieder, und zwar
wird die natiirliche 0 als die 0 des Korpers interpretiert, die natiirliche 1 wird
als die 1 = 1x des Korpers interpretiert, die natiirliche 2 wird als 1x + 1x
interpretiert, u.s.w. Die natiirliche Zahl n wird also als n-fache Summe der 1
(also n Summanden) des Korpers mit sich selbst interpretiert. Es gibt Korper,
siehe etwa Beispiel 3.3 weiter unten, bei denen diese Zuordnung nicht injektiv
ist, bei denen also verschiedene natiirliche Zahlen gleich interpretiert werden.
Eine negative ganze Zahl —m (mit m € N, ) wird in einem Korper als die m-
fache Summe von —1x mit sich selbst interpretiert. Zu einem Korperelement
a € Kund n € N wird na als die n-fache Summe von a mit sich selbst
interpretiert, dabei gilt ngx -x a = na (wobei diese Gleichung dann zeigt,
dass der Index nicht nétig ist). Fiir negative Zahlen —m mit m € N, ist
(—m)a als die m-fache Summe von a mit sich selbst definiert.

Zu einem Korperelement ¢ € K und n € N wird a™ als das n-fache Produkt
von a mit sich selbst (also n Faktoren) definiert, und bei a # 0 wird o™ als
(a=1)™ interpretiert.
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Ein , kurioser” Korper wird im folgenden Beispiel beschrieben. Dieser Korper
mit zwei Elementen ist in der Informatik und der Kodierungstheorie wichtig,
wird fiir uns aber keine grofie Rolle spielen. Er zeigt, dass es nicht fiir jeden
Korper sinnvoll ist, seine Elemente auf der Zahlengeraden zu verorten.

Beispiel 3.3. Wir suchen nach einer Korperstruktur auf der Menge {0, 1}.
Wenn 0 das neutrale Element einer Addition und 1 das neutrale Element einer
Multiplikation sein soll, so ist dadurch schon alles festgelegt, da 14+ 1 = 0
sein muss, da 1 ein inverses Element beziiglich der Addition besitzen muss,
und da in jedem Korper nach Lemma 3.4 (1) 0-0 = 0 gelten muss. Die
Operationstafeln sehen also wie folgt aus.

und

0110]0
1101

Durch etwas aufwéndiges Nachrechnen stellt man fest, dass es sich in der Tat
um einen Korper handelt.

Die folgenden Eigenschaften sind fiir den Korper der reellen Zahlen vertraut,
wir beweisen sie aber allein aus den Axiomen eines Korpers. Sie gelten daher
fiir einen jeden Korper.

Lemma 3.4. Es sei K ein Korper und seien a,b,c,ay,...,a,,by,...,bs Ele-
mente aus K. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) a0 = 0 (Annullationsregel ).
(2)
(—a)b = —ab = a(-b)
(Vorzeichenregel ).
(3)
(—a)(=b) = ab.
(4)
a(b—c) = ab—ac
(5) Ausa-b = 0 folgt a = 0 oder b = 0 (Nichtnullteilereigenschaft ).

(6) (Oimy @)D ke k) = Doicicr 1<p<s @ibi (allgemeines Distributivge-
setz).

Beweis. (1) Esist a0 = a(0+0) = a0+ a0. Durch beidseitiges Abziehen
(also Addition mit dem Negativen von a0) von a0 ergibt sich die
Behauptung.



44

(2)
(—a)b+ab = (—a+a)b =00 =0
nach Teil (1). Daher ist (—a)b das (eindeutig bestimmte) Negative
von ab. Die zweite Gleichheit folgt analog.
(3) Nach (2) ist (—(—a))b = (—a)(—b) und wegen —(—a) = a
folgt die Behauptung.

(4) Dies folgt auch aus dem bisher Bewiesenen.

(5) Nehmen wir an, dass a und b beide von 0 verschieden sind. Dann gibt
es dazu inverse Elemente ¢! und ! und daher ist (ab)(b~'a™!) = 1.
Andererseits ist aber nach Voraussetzung ab = 0 und daher ist nach
der Annullationsregel

(ab)(b"'a"Y) = 0(btaY) = 0,

so dass sich der Widerspruch 0 = 1 ergibt.
(6) Dies folgt aus einer Doppelinduktion, siche Aufgabe 3.25.

3.2. Die rationalen Zahlen.

Wir geben eine Definition der rationalen Zahlen allein unter Bezug auf die
ganzen Zahlen.

Definition 3.5. Unter einer rationalen Zahl versteht man einen Ausdruck
der Form

a

b )
wobei a,b € Z und b # 0 sind, und wobei zwei Ausdriicke ¥ und § genau

dann als gleich betrachtet werden, wenn ad = be (in Z) gilt. Die Menge aller
rationalen Zahlen wird mit QQ bezeichnet.

Einen Ausdruck § nennt man Bruch, wobei a der Zdhler und b der Nen-
ner des Bruches heifit. Eine rationale Zahl wird durch verschiedene Briiche
beschrieben, beispielsweise ist % = % Man sagt auch, dass diese beiden
Briiche gleichwertig sind. Fiir die rationale Zahl { schreibt man einfach a.
In diesem Sinne sind ganze Zahlen insbesondere auch rationale Zahlen. Es
gelten die folgenden Identitdten (dabei seien ¢,d # 0, ansonsten seien alle
a,b,c,d € Z beliebig).

(1)

1
— = -1,
—1
(2) .
- =0,
C
(3) )
S =1
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(4)
_ad
od’
Die Addition und die Multiplikation auf rationalen Zahlen wird folgender-
maflen festgelegt.

(1)

a
C

a b B ab
c d = o
(2)

a b ad + be

c * d’
Man addiert also zwei rationale Zahlen, indem man die Nenner gleichnamig
macht. Diese Operationen sind wohldefiniert und wie in Z assoziativ, kom-
mutativ und es gilt das Distributivgesetz. Diese Eigenschaften kann man
auf die entsprechenden Eigenschaften der ganzen Zahlen zuriickfiihren, siehe
Aufgabe 3.1.

Die 0 = % hat wieder die Eigenschaft

a a

0+—- = —
YT

und die 1 = % hat wieder die Eigenschaft

a a
.- ==,
b b

Ferner gibt es wieder zu einer rationalen Zahl § die negative Zahl

a —a

b b
Sie besitzt die charakteristische FEigenschaft
a a —a+a
—6 + E = b = 0.

Zu einer rationalen Zahl ¢ mit a,b # 0 (also wenn Zahler und Nenner von 0

verschieden sind) ist auch der umgedrehte Bruch % eine rationale Zahl, und
es gilt

a ab )

b oa ab
Man nennt g die inverse rationale Zahl zu . Mit all diesen Festlegungen ist
Q ein Korper.

ISHIS Y

Man kann die rationalen Zahlen auf der Zahlengeraden platzieren (die ganzen
Zahlen seien dort schon platziert). Die rationale Zahl £ mit a,b € N findet
man so: Man unterteilt die Strecke von 0 nach a in b gleichlange Teilstrecken.
Die Zahl ¢ ist dann die rechte Grenze der (von links) ersten Teilstrecke.
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Insbesondere ist % die Lénge des Intervalls, dass b-fach nebeneinander gelegt
die Einheitsstrecke (oder das Einheitsintervall) ergibt.®
Als Punkte auf der Zahlengeraden lassen sich rationale Zahlen ihrer Grofie

nach vergleichen. Dabei gilt fiir § und § mit a,c € Z und b,d € N, die
Beziehung

a c

Z > =

b — d
genau dann, wenn in Z die Beziehung

ad > be

gilt. Um dies von der Zahlengerade her einzusehen, bringt man die beiden
rationalen Zahlen auf den Hauptnenner, d.h. man vergleicht ‘;—g und %. Die
Groferbeziehung hangt dann, wegen bd positiv, allein von den beiden Zéhlern
ab.

3.3. Die Binomialkoeffizienten.

Definition 3.6. Zu einer natiirlichen Zahl n nennt man die Zahl
nl:=nn-1)Mn-2)---3-2-1
die Fakultdt von n (sprich n Fakultét).

Bei einer n-elementigen Menge M gibt es n! bijektive Abbildungen von M
nach M. Gleichbedeutend damit ist, dass es n! Moglichkeiten gibt, n Objekte
auf n Plédtze zu verteilen.

Definition 3.7. Es seien k und n natiirliche Zahlen mit £ < n. Dann nennt

man
n\ n!
k) El(n — k)!

den Binomialkoeffizienten ,n iiber k.

Diesen Bruch kann man auch als
nn—1)mn-2)---(n—k+2)(n—Fk+1)
k(k—1)(k—2)---2-1
schreiben, da die Faktoren aus (n — k)! auch in n! vorkommen und daher
kiirzbar sind. In dieser Darstellung stehen im Zéhler und im Nenner gleich

viele Faktoren. Gelegentlich ist es sinnvoll, auch negative k oder £k > n
zuzulassen und in diesen Fiéllen die Binomialkoeffizienten gleich 0 zu setzen.

1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

8Die Frage, wie man diese Unterteilung elementar durchfiihrt, besprechen wir hier nicht.
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Das Dreieck der Binomialkoeffizienten war in Indien und in Persien schon um
1000 bekannt,

Von der Definition her ist es nicht sofort klar, dass es sich bei den Binomi-
alkoeffizienten um natiirliche Zahlen handelt. Dies folgt aus der folgenden
Beziehung.

Lemma 3.8. Die Binomialkoeffizienten erfiillen die rekursive Beziehung

n+1\ (n n n
k) \k k—1)
Beweis. Siehe Aufgabe 3.20. g

Der Binomialkoeffizient (Z) hat die folgende inhaltliche Bedeutung: Er gibt
fiir eine n-elementige Menge M die Anzahl sdmtlicher k-elementigen Teil-
mengen von M an, siche Aufgabe 3.22.

1
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in Europa heif}t es das Pascalsche
Dreieck (nach Blaise Pascal
XK (1623-1662)).

AR Ao o

in China heifit es Yanghui-Dreieck
(nach Yang Hui (um 1238-1298)),

Die folgende allgemeine binomische Formel bringt die Addition und die Mul-
tiplikation in einem Koérper miteinander in Beziehung.

Satz 3.9. Es seien a,b Elemente in einem Korper. Ferner sein eine natiirli-

che Zahl. Dann gilt
(a+0b)" = Z (Z) atbmr

k=0

Beweis. Wir fiihren Induktion nach n. Fiir n = 0 steht einerseits (a+b)? = 1
und andererseits a’0® = 1. Sei die Aussage bereits fiir n bewiesen. Dann ist

(a+b)"" = (a+b)(a+Db)"
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- 4 (Z <Z akbn—k> iy ( (k) akbn—k>
k=0 k=0
_ Z <Z) aF gk 4 Z (Z) akpr—h+l
k=0 k=0
n+1 n+1
_ Z n aFprhtl 4 Z n akpr—h+1
k—1 k
k=1 k=0
n+1
_ n n kin+l—k n+1
= (1) (7))
k=1
n+1
— Z (n + 1> akbn-l—l—k + bn+1
k
k=1
n+1
_ (” + 1> akpnti—k
i .
k=0
O
7
a . b @ =7
al a2 [a ' (]
7
b a b (a;gr);;bwabz +b’
a b

3. ARBEITSBLATT

3.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 3.1. Zeige, und zwar allein unter Bezug auf Rechengesetze in Z,
dass die durch

(1)

(2)
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definierte Addition und Multiplikation auf den rationalen Zahlen wohldefi-
niert ist, und dass die Assoziativitat, die Kommutativitdt und das Distribu-
tivgesetz gelten.

Aufgabe 3.2. Es seien z,y, z, w Elemente in einem Korper, wobei z und w
nicht 0 seien. Beweise die folgenden Bruchrechenregeln.

(1)

x
- = x7
1
(2) ,
- = 2_17
z
(3)
1
T
—1
(4) .
=0,
z
®) Z
2o,
z
(6)
r _aw
z 2w’
(7)
Ty ay
2w 2w

x TW + Yz
LY mwtyz

z w ZW

Gilt die zu (8) analoge Formel, die entsteht, wenn man die Addition mit der
Multiplikation vertauscht, also
(r=2)-(y—w) = (z+w)(y+2) = (z+w)?
Zeige, dass die ,,beliebte Formel*
x y Tty

z w Z+w

nicht gilt.

Aufgabe 3.3. Zeige, dass in einem Korper das ,,umgekehrte Distributivge-
setz®, also

a+ (bc) = (a+0)- (a+c),
nicht gilt.



50

Aufgabe 3.4. Beschreibe und beweise Regeln fiir die Addition und die Mul-
tiplikation von geraden und ungeraden ganzen Zahlen. Man definiere auf der
zweielementigen Menge

{G, U}

eine ,, Addition“ und eine , Multiplikation“, die diese Regeln ,,représentieren®.

Aufgabe 3.5. Zeige, dass die einelementige Menge {0} alle Korperaxiome
erfiillt mit der einzigen Ausnahme, dass 0 = 1 ist.

Aufgabe 3.6. Es sei K ein Korper. Zeige, dass man jeder natiirlichen Zahl
n € N ein Korperelement ng zuordnen kann, so dass Ox das Nullelement in
K und 1k das Einselement in K ist und so dass

(n+1)g = ng + 1g
gilt. Zeige, dass diese Zuordnung die Eigenschaften
(n+m)g =ng +mg und (nm)gx = ng - mg
besitzt.

Erweitere diese Zuordnung auf die ganzen Zahlen Z und zeige, dass die an-
gefiihrten strukturellen Eigenschaften ebenfalls gelten.

Aufgabe 3.7. Besitzen Sie eine geometrische Intuition zur Addition von
zwei gegebenen Zahlen auf der reellen Zahlengeraden?

Besitzen Sie eine geometrische Intuition zur Multiplikation von zwei gegebe-
nen Zahlen auf der reellen Zahlengeraden?

Aufgabe 3.8. Skizziere den Graphen der reellen Addition
+: RxR—R, (z,y) — =+,
und den Graphen der reellen Multiplikation
< RxR—R, (z,y) — z-y.

Aufgabe 3.9. Es sei K ein Korper mit 2 # 0. Zeige, dass fiir f,g € K die
Beziehung

(F+9° = (f—9)?)

RN

fg =
gilt.
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Aufgabe 3.10.*

Zwei Personen, A und B, liegen unter einer Palme, A besitzt 2 Fladenbrote
und B besitzt 3 Fladenbrote. Eine dritte Person C' kommt hinzu, die kein
Fladenbrot besitzt, aber 5 Taler. Die drei Personen werden sich einig, fiir

die 5 Taler die Fladenbrote untereinander gleichméflig aufzuteilen. Wie viele
Taler gibt C' an A und an B?

Aufgabe 3.11.*

Die Partei ,,Zukunft fiir alle hat zwei Ziele.

(1) Millionére entschiadigungslos enteignen.
(2) Ein bedingungsloses monatliches Grundeinkommen von 1200 Euro fiir
jeden Erwachsenen.

Hans hat mit Geld nichts am Hut, er ist jetzt gerade 18 geworden und lebt al-
lein auf einem kleinen Bauernhof als Selbstversorger, ohne Einnahmen, ohne
Ausgaben, und das soll in seinem Leben auch so bleiben. Vorausgesetzt, das
Parteiprogramm wird Gesetz, wie alt muss Hans (in Jahren und Monaten)
werden, bis er enteignet wird?

Aufgabe 3.12. Man gebe die Antworten als Bruch (bezogen auf das an-
gegebene Vergleichsmafl): Um wie viel ist eine Dreiviertelstunde ldnger als
eine halbe Stunde, und um wie viel ist eine halbe Stunde kiirzer als eine
Dreiviertelstunde?

Aufgabe 3.13. Man erlautere die Uhrzeitangaben ,halb fiinf*, | viertel
fiinf*, |, drei viertel fiinf“. Was wiirde ,,ein sechstel fiinf“ und ,,drei siebtel
fiinf* bedeuten?

Aufgabe 3.14. Es sei K ein Korper und seien a,b # 0 Elemente aus K.
Beweise die folgenden Potenzgesetze fiir natiirliche Exponenten m,n € N.

(1)
(2)
(3)
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Aufgabe 3.15.*

Es sei K ein Korper und seien a, b # 0 Elemente aus K. Beweise die folgenden
Potenzgesetze fiir ganzzahlige Exponenten m,n € Z. Dabei darf man die
entsprechenden Gesetze fiir Exponenten aus N sowie die Tatsachen, dass das
Inverse des Inversen wieder das Ausgangselement ist und dass das Inverse
von uF gleich (u=!)" ist, verwenden.

(@-b)" = a"-b"

Aufgabe 3.16. Die Folge a,, n € N, sei rekursiv durch

n—1
alzlundan:ZkakﬁjrnEQ
k=1
definiert. Zeige, dass fiir n > 2
an, = =n!
2

gilt.
Aufgabe 3.17. Beweise durch Induktion die folgende Formel.

n 22(i—1) AN\
Y= (5)

i=1

Aufgabe 3.18.*

Heinz-Peter schaut am Morgen in den Spiegel und entdeckt fiinf Pickel auf
seiner Stirn. Diese miissen alle ausgedriickt werden, wobei zwei Pickel so
nah beieinander liegen, dass sie unmittelbar hintereinander behandelt werden
miissen. Wie viele Reihenfolgen gibt es, die Pickel auszudriicken?

Aufgabe 3.19.*

Vor einem Fuf3ballspiel begriifit jeder der elf Spieler einer Mannschaft jeden
Spieler der anderen Mannschaft, jeder Spieler begriifit die vier Unparteiischen
und diese begriiflen sich alle untereinander. Wie viele Begriifungen finden
statt?
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Aufgabe 3.20.*

Zeige, dass die Binomialkoeffizienten die rekursive Beziehung

(”?;1) B @* (kﬁl)

erfiillen.
Aufgabe 3.21. Zeige, dass die Binomialkoeffizienten natiirliche Zahlen sind.

Aufgabe 3.22.*

Es sei M eine n-elementige Menge. Zeige, dass die Anzahl der k-elementigen
Teilmengen von M gleich dem Binomialkoeffizienten

(1)

ist.

Aufgabe 3.23. Beweise die Formel

3.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 3.24. (2 Punkte)
Zeige fiir einen Korper K die folgenden Eigenschaften.
(1) Fiir jedes a € K ist die Abbildung

a: K — K, x— x+a,
bijektiv.
(2) Fiir jedes b € K, b # 0, ist die Abbildung

wy: K — K, v — bz,

bijektiv.

Aufgabe 3.25. (6 Punkte)

Beweise das allgemeine Distributivgesetz fiir einen Korper.
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Aufgabe 3.26. (4 Punkte)
Wir versehen die Menge K = {0, 1,2} mit den beiden Operationen

F[of1]2]
01012
11112]0
21201
und
- [oft]2]
00100
110112
210121

Zeige durch moglichst wenige Rechnungen, dass mit diesen Verkniipfungen
K zu einem Korper wird.

Aufgabe 3.27. (3 Punkte)

Zeige, dass die ,,Rechenregel
a c a—+c

5Td T brd
bei a,c € Ny (und b,d,b+ d € Z \ {0}) niemals gilt. Man gebe ein Beispiel
mit a,b,c,d, b+ d # 0, wo diese Regel gilt.

Aufgabe 3.28. (4 Punkte)
Wir betrachten die Menge
K =0QxQ = {(a,b)]a,beQ}
mit den beiden ausgezeichneten Elementen
0=(0,0) und 1 = (1,0),
der Addition
(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+d)
und der Multiplikation

(a,b) - (c,d) := (ac — bd,ad + bc).

Zeige, dass K mit diesen Operationen ein Korper ist.

Aufgabe 3.29. (3 Punkte)

Beweise die Formel .
n
on-l — k .
= 30()
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4. VORLESUNG - ANORDNUNG

Wenn ich weiter geblickt
habe, so deshalb, weil ich auf
den Schultern von Riesen
stehe

Isaac Newton

4.1. Angeordnete Korper.

Zwei reelle Zahlen kann man ihrer Grofie nach vergleichen, d.h. die eine ist
grofer als die andere oder es handelt sich um die gleiche Zahl. Auf der Zah-
lengeraden bedeutet dies, dass die eine Zahl rechts von der anderen liegt.
Die wesentlichen Eigenschaften der Gréflerbeziechung werden im Begriff des
angeordneten Korpers zusammengefasst. Um dieses Konzept formulieren zu
koénnen, fithren wir kurz die grundlegenden Begriffe Relation und Ordnungs-
relation ein.

Definition 4.1. Es seien X und Y Mengen. Eine Relation zwischen X und
Y ist eine Teilmenge R C X X Y.

D.h. bei einer Relation stehen gewisse Paare (z,y) in der gegebenen Relation,
und die anderen Paare eben nicht. Man schreibt dafir (z,y) € R oder
R(z,y) oder zRy. Im Moment sind wir an Ordnungsrelationen interessiert,
die folgendermaflen definiert werden.

Definition 4.2. Eine Relation < auf einer Menge I heifit Ordnungsrelation
oder Ordnung, wenn folgende drei Bedingungen erfiillt sind.

(1) Esist i < i fir alled € 1.
(2) Ausi < jund j < k folgt stets i < k.
(3) Ausi < jund j < i folgt i = j.

Definition 4.3. Eine Ordnungsrelation < auf einer Menge [ heif}t lineare
Ordnung (oder totale Ordnung), wenn zu je zwei Elementen z,y € I die
Beziehung x < y oder y < z gilt.

Wenn auf einer Menge M eine totale Ordnung vorliegt, so bezeichnet man
fiir zwei Elemente z,y € M das kleinere der beiden mit min (z,y) und das
groflere mit max (z,y). Man spricht vom Minimum und vom Mazimum.

Definition 4.4. Ein Korper K heifit angeordnet, wenn es eine totale Ord-
nung > auf K gibt, die die beiden Eigenschaften

(1) Aus a > b folgt a + ¢ > b+ c (fiir beliebige a,b,c € K),
(2) Ausa > O und b > 0 folgt ab > 0 (fiir beliebige a,b € K),

erfiillt.
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Statt a > b schreibt man auch b < . Die Schreibweise ¢ > b bedeutet
a > b und a # b. Eine wichtige Beziehung in einem angeordneten Korper
ist, dass a > b dquivalent zu a — b > 0 ist. Diese Aquivalenz ergibt sich
durch beidseitiges Addieren von —b bzw. b aus dem ersten Axiom. In einem
angeordneten Korper nennt man ein Element a € K positiv, wenn a > 0 ist,
und negativ,” wenn a < 0 ist. Die 0 ist demnach weder positiv noch negativ,
und jedes Element ist entweder positiv oder negativ oder 0. Die Elemente
a mit a > 0 nennt man dann einfach nichtnegativ und die Elemente a mit
a < 0 nichtpositiv. Fiir die entsprechenden Mengen schreibt man

K+, K,, Kzo - K_?_, Kgo = KB

oder Ahnliches. Die wichtigsten Beispiele fiir angeordnete Kérper sind der
Korper der rationalen Zahlen Q und der Korper der reellen Zahlen R.

Lemma 4.5. In einem angeordneten Korper gelten die folgenden Eigenschaf-
ten.

1)1 >0
(2) Esista > 0 genau dann, wenn —a < 0 ist.
(3) Esista > b genau dann, wenn a —b > 0 ist.
(4) Esist a > b genau dann, wenn —a < —b ist.
(5) Ausa > b undc > d folgt a+c > b+d.
(6) Ausa > b und c > 0 folgt ac > be.
(7) Ausa > b und c < 0 folgt ac < be.
(8) Ausa > b > 0undc > d > 0 folgt ac > bd.
(9) Ausa > 0 und b < 0 folgt ab < 0.
(10) Ausa < 0 undb < 0 folgt ab > 0.

Beweis. Siehe Aufgabe 4.9. O

Lemma 4.6. In einem angeordneten Korper gelten die folgenden Eigenschaf-
ten.

(1) Aus x > 0 folgt auch z=' > 0.

(2) Aus x < 0 folgt auch x=! < 0.

(3) Fiirx > 0 ist x > 1 genau dann, wenn v < 1 ist.

(4) Ausz >y > 0 folgt 271 < y~L.

(5) Fiir positive Elemente x,y ist x > y dquivalent zu == 1

Beweis. Siehe Aufgabe 4.11, Aufgabe 4., Aufgabe 4.12, Aufgabe 4.13 und
Aufgabe 4.15. |

9Man beachte, dass hier negativ in einem neuen Sinn auftritt. In jedem Korper K gibt
zu jedem Element x € K das negative Element —x, also das Inverse von x beziiglich der
Addition. Das Element —x ist aber nicht in einem absoluten Sinn negativ, sondern nur in
Bezug auf x. Dagegen gibt es in einem angeordneten Korper wirklich negative und positive
Elemente.
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Definition 4.7. Es sei K ein angeordneter Korper. Zu a,b € K, a < b,
nennt man

ela,b] = {r € K |z >aund z <b} das abgeschlossene Intervall.
ela,b|={xr € K|z >aund z < b} das offene Intervall.

ela,b) ={x € K|z > aund x < b} das linksseitig offene Intervall.
ola,bf={x € K|z >aund x < b} das rechtsseitig offene Intervall.

Fiir das offene Intervall wird hiufig auch (a,b) geschrieben. Die Zahlen a
und b heilen die Grenzen des Intervalls, genauer spricht man von oberer
und unterer Grenze. Die Bezeichnung linksseitig und rechtsseitig bei den bei-
den letzten Intervallen (die man auch als halboffen bezeichnet) rithren von
der iiblichen Représentierung der reellen Zahlen als Zahlengerade her, bei
der rechts die positiven Zahlen stehen. Zutreffender (also weniger konven-
tionsverhaftet) wére es von ,groerseitig offen” und ,kleinerseitig offen® zu
sprechen. Manchmal werden auch Schreibweisen wie (a, c0) verwendet. Dies
bedeutet nicht, dass es in K ein Element oo gibt, sondern ist lediglich eine
kurze Schreibweise fir {z € K | x > a}.

Bemerkung 4.8. Ein dquivalenter Zugang zum Begriff des angeordneten
Korpers funktioniert so: Man hat einen Kérper K, bei dem eine Teilmenge
P C K (die ,positive Halfte“) ausgezeichnet ist mit den folgenden Eigen-
schaften

(1) Entweder x € P oder —x € P oder z = 0.
(2) Aus z,y € Pfolgt x +y € P.
(3) Aus z,y € Pfolgt x-y € P.

In einem angeordneten Korper erfiillen die positiven Elemente diese Bedin-
gungen. Man kann aber umgekehrt aus einem Korper mit einer solchen po-
sitiven Teilmenge einen angeordneten Korper machen, indem man

xr>ydurchx =yoderz —ye P
definiert, siche Aufgabe 4.37.

4.2. Der Betrag.

y =|x|
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Definition 4.9. In einem angeordneten Korper K ist der Betrag eines Ele-
mentes x € K folgendermaflen definiert.

2] z, fallsx >0,
€T _=
—x, falls x < 0.

Der Betrag ist also nie negativ (da aus z < 0 die Beziehung —x > 0 folgt,
vergleiche Aufgabe 4.7) und hat nur bei x = 0 den Wert 0, sonst ist er immer
positiv. Die Gesamtabbildung

K — K,z — ||,

nennt man auch Betragsfunktion. Der Funktionsgraph setzt sich aus zwei
Halbgeraden zusammen; eine solche Funktion nennt man auch stickweise
linear.

Lemma 4.10. Es sei K ein angeordneter Korper. Dann erfiillt die Betrags-
funktion

K — K, x—> 2|,

folgende Figenschaften (dabei seien x,y beliebige Elemente in K ).

(1) Es st |x| > 0.

(2) Esist |x| = 0 genau dann, wenn x = 0 ist.

(3) Esist |x| = |y| genau dann, wenn x = y oder x = —y ist.

(4) Esist |y — x| = |z —y|.

(5) Bs ist |zy| = |z|[y|.

(6) Fiirz # 0 st |a71 = |z|".

(7) Esist |x +y| < |z| + |y| (Dreiecksungleichung fiir den Betrag).
(8) Bs ist |+ 4] > |z — |yl.

Beweis. Siehe Aufgabe 4.31. O

Die Zahl |z — y| nennt man auch den Abstand der beiden Zahlen x und y.
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4.3. Bernoulli’sche Ungleichung.

Satz 4.11. Es sei K ein angeordneter Korper und n eine natirliche Zahl.
Dann gilt fir jedes x € K mit x > —1 die Abschdtzung

(I+2)" > 1+ nx.

Beweis. Wir fithren Induktion {iber n. Bei n = 0 steht beidseitig 1, so dass
die Aussage gilt. Sei nun die Aussage fiir n bereits bewiesen. Dann ist

(1+z)™ = (1+2)"(1+2)
(I+nx)(1+x)
1+ (n+ 1)z +na®
1+ (n+1)x,

AV I AVAI

da Quadrate (und positive Vielfache davon) in einem angeordneten Korper
nichtnegativ sind. O

4.4. Archimedisch angeordnete Korper.

Wenn man sich wie iiblich die reellen Zahlen als Zahlengerade vorstellt, so
ist das ndchste Axiom selbstverstandlich. Es gibt aber auch sehr interessante
angeordnete Korper, in denen dieses Axiom nicht gilt; es gilt auch nicht im
Rahmen der sogenannten Nichtstandardanalysis.
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Archimedes (ca. 287 -212 v. C.)

Definition 4.12. Es sei K ein angeordneter Korper. Dann heifit K archi-
medisch angeordnet, wenn das folgende Archimedische Axiom gilt, d.h. wenn
es zu jedem x € K eine natiirliche Zahl n mit

n>ux

gibt.

Diese Eigenschaft ist fiir negative Elemente stets erfiillt, fiir positive Ele-
mente handelt es sich aber um eine echte neue Bedingung, die nicht jeder
angeordnete Korper erfiillt. Die rationalen Zahlen und die reellen Zahlen bil-
den jeweils einen archimedisch angeordneten Koérper, ein nicht-archimedisch
angeordneter Korper wird in Aufgabe 11.33 besprochen. Einen archimedisch
angeordneten Korper kann man sich als eine Zahlengerade vorstellen, auf
denen auch die ganzen Zahlen liegen. Mit Zahlengerade wird noch nichts
genaues iiber , Liicken® oder ,, Kontinuitét®“ behauptet.
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Die folgende wichtige Aussage sollte man so lesen: Egal wie grofl y ist und
egal wie klein ein positives x ist, man kann stets mit hinreichend vielen z die
Zahl y iibertreffen. Egal wie kurz eine Strecke ist, wenn man sie hinreichend
oft hintereinander legt, iibertrifft man damit jede beliebig lange Strecke. Mit
Sandkornern beliebig kleiner Grofle kann man eine beliebig grofie Sanddiine
aufbauen.

Lemma 4.13. Es sei K ein archimedisch angeordneter Kdorper. Dann gibt
eszux,y € K mit x > 0 stets einn € N mit nx > y.

Beweis. Wir betrachten y/x. Aufgrund des Archimedes-Axioms gibt es ein n
mit n > y/x. Da x positiv ist, gilt nach Lemma 4.5 (6) auch nx > y. O

Lemma 4.14. Es sei K ein archimedisch angeordneter Kéorper. Es sei x >
0. Dann g¢ibt es eine natirliche Zahln € N mit % < z.

Beweis. Es ist 7! eine nach Lemma 4.6 (1) positive Zahl und daher gibt es
eine natiirliche Zahl n € N mit n > z=' > 0. Dies ist nach Lemma 4.6 (4)
dquivalent zu

g

Im folgenden Lemma verwenden wir, dass man zunéchst die ganzen Zahlen
Z in einem angeordneten Korper K wiederfindet und dass man dann auch
die rationalen Zahlen Q in K wiederfindet. Die rationale Zahl n/m ist als
das Element ng - (mg)~! zu interpretieren, sieche auch Aufgabe 4.19.

Lemma 4.15. Es sei K ein archimedisch angeordneter Kdorper. Dann gibt
es zwischen je zwei Elementen © < y auch eine rationale Zahl n/k (mit
n€Z, keN;) mit

n

r< — <.
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Beweis. Wegen y > x ist y —x > 0 und daher gibt es nach Lemma 4.14 ein
k € N mit % < y — x. Nach Lemma 4.13 gibt es auch ein n € N mit
1

E>5L‘

und ein n’ € Z_ mit

!/

n— <z

=

Daher gibt es auch ein n € Z derart, dass

n% > z und (n—l)%gx
ist. Damit ist einerseits n
r < %
und andererseits
n n—1
T T E +E<x+y—x:y
wie gewiinscht. O

In einem archimedisch angeordneten Korper bilden die ganzzahligen Inter-
valle [n,n + 1[, n € Z, eine disjunkte Uberdeckung, d.h. es ist

K = U[n,n+1[
nez

und [m,m+ 1[N[n,n+ 1[= 0 fiir m # n Deshalb ist die folgende Definition
sinnvoll.

| o
2 - o—O
1 = o—O —
0 L 4

1 = o—O —
2 = [ @) —|
3 -@—O —

| | | | | | |

Definition 4.16. Es sei K ein archimedisch angeordneter Korper. Die Gaufs-
klammer ist die Funktion

|]: K — K, x —> |z],
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die durch
|lz] =n, fallsz € [n,n+ 1 und n € Z,

definiert wird.

Da die Werte der Gaulklammer die ganzen Zahlen sind, kann man die Gauf}-
klammer auch als eine Abbildung K — Z auffassen.

Lemma 4.17. Es sei K ein archimedisch angeordneter Korper und b > 1.
Dann gibt es zu jedem S € K eine natirliche Zahl n € N mit

" > S.
Beweis. Wir schreiben b = 1 4+ u mit u > 0. Aufgrund von Lemma 4.13 gibt

es eine natiirliche Zahl n mit nu > S — 1. Damit gilt unter Verwendung der
Bernoulli-Ungleichung die Abschétzung

"= 14uw)" >14+nu>1+5-1=25.

4. ARBEITSBLATT

4.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 4.1. Thre Fuballmannschaft hat das vorletzte Spiel mit 5 : 1 und
das letzte Spiel mit 10 : 5 gewonnen. Welchen Sieg finden Sie iiberzeugender?

Aufgabe 4.2. Man gebe fiinf rationale Zahlen an, die (echt) zwischen g und
T liegen.
8

Aufgabe 4.3. Zeige, dass Q mit der durch § > § (bei b,d € N,), falls
ad > cbin Z gilt, definierten Beziehung ein angeordneter Korper ist (dabei
diirfen nur Eigenschaften der Ordnung auf Z verwendet werden).

Aufgabe 4.4.*
Bestimme, welche der beiden rationalen Zahlen p und ¢ grofler ist.

573 —2007
= un = .
1234 1T Tyz09

p
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Aufgabe 4.5.*

Eine Bahncard 25, mit der man ein Jahr lang 25 Prozent des Normalpreises
einspart, kostet 62 Euro und eine Bahncard 50, mit der man ein Jahr lang 50
Prozent des Normalpreises einspart, kostet 255 Euro. Fiir welchen Jahresge-
samtnormalpreis ist keine Bahncard, die Bahncard 25 oder die Bahncard 50
die giinstigste Option?

Aufgabe 4.6.*

Zwei Fahrradfahrer, A und B, fahren auf ihren Fahrridern eine Strafle ent-
lang. Fahrer A macht pro Minute 40 Pedalumdrehungen, hat eine Uberset-
zung von Pedal zu Hinterrad von 1 zu 6 und Reifen mit einem Radius von 39
Zentimetern. Fahrer B braucht fiir eine Pedaldrehung 2 Sekunden, hat eine
Ubersetzung von 1 zu 7 und Reifen mit einem Radius von 45 Zentimetern.

Wer fahrt schneller?

Aufgabe 4.7. Es sei K ein angeordneter Korper und x € K. Zeige, dass
x > 0 genau dann gilt, wenn —x < 0 ist.

(Bemerkung: Diese Aussage kann man so verstehen, dass das Negative ei-
nes positiven Elementes negativ ist. Allerdings tritt dabei negativ in zwei
verschiedenen Bedeutungen auf!)

Aufgabe 4.8. Es sei K ein angeordneter Korper. Zeige, dass fiir jedes x € K
die Beziehung 2% = zz > 0 gilt.

Aufgabe 4.9. Zeige, dass in einem angeordneten Korper die folgenden FEi-
genschaften gelten.

1)1 > 0.

(2) Esist a > 0 genau dann, wenn —a < 0 ist.
(3) Es ist a > b genau dann, wenn a — b > 0 ist.
(4) Es ist a > b genau dann, wenn —a < —b ist.
(5) Ausa > bund ¢ > dfolgt a+¢c > b+d.

(6) Aus a > bund ¢ > 0 folgt ac > be.

(7) Aus a > bund ¢ < 0 folgt ac < be.

(8) Ausa > b > Ound ¢ > d > 0 folgt ac > bd.
(9) Ausa > Ound b < 0 folgt ab < 0.

(10) Ausa < Ound b < 0 folgt ab > 0.

Aufgabe 4.10. Es sei K ein angeordneter Koérper und =z > y. Zeige, dass
dann —z < —y ist.
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Aufgabe 4.11.*

Es sei K ein angeordneter Korper und x > 0. Zeige, dass auch das inverse
Element 2! positiv ist.

Man folgere daraus, dass die positiven Elemente in einem angeordneten
Korper beziiglich der Multiplikation eine Gruppe bilden.

Aufgabe 4.12. Es sei K ein angeordneter Koérper und =z > 1. Zeige, dass
fiir das inverse Element =1 < 1 gilt.

Aufgabe 4.13. Es sei K ein angeordneter Kérper und z > y > 0. Zeige,
dass fiir die inversen Elemente 271 < y~1 gilt.

Aufgabe 4.14.*

Es sei K ein angeordneter Korper und z,y > 0. Zeige, dass x > y genau
dann gilt, wenn 22 > y? gilt.

Aufgabe 4.15. Es sei K ein angeordneter Korper und seien x,y positive

Elemente. Zeige, dass x > y zu 5 > 1 dquivalent ist.

Aufgabe 4.16.*

Es sei K ein angeordneter Korper und seien a > b > 0 Elemente aus K.
Zeige
1 1

>
a—b atb =

Qo

Aufgabe 4.17.*

Es sei K ein angeordneter Koérper und b € K, b > 1. Zeige, dass es dann
Elemente ¢,d > 1 mit b = cd gibt.

Aufgabe 4.18.*

Auf dem kiirzlich entdeckten Planeten Trigeno lebt eine rechenbegabte Spe-
zies. Sie verwenden wie wir die rationalen Zahlen mit ,,unserer* Addition und
Multiplikation. Sie verwenden ferner eine Art ,,Ordnung“ auf den rationalen
Zahlen, die sie mit > bezeichnen. Diese trigenometrische Ordnung stimmt
mit unserer Ordnung iiberein, wenn beide Zahlen # 0 sind. Dagegen gilt bei
ihnen

0>z
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fiir jede rationale Zahl x. Die renommierte Ethnomathematikerin Dr. Eisen-
beis vermutet, dass dies damit in Zusammenhang steht, dass sie die 0 als
heilig verehren.

Zeige, dass > die folgenden Eigenschaften erfiillt.

(1) Fiir je zwei Elemente a,b € Q gilt entweder a > b oder a = b oder
b = a.

(2) Aus a >

(3) Ausa = Ound b > 0 folgt a +b

(4) Ausa = Ound b = 0 folgt ab >

bund b = ¢ folgt a > c (fiir beliebige a,b,c € Q).
>~ 0.
0.

Welche Eigenschaft eines angeordneten Korpers erfiillt (Q, >=) nicht?

Aufgabe 4.19. Zeige, dass der in Aufgabe 3.28 konstruierte Kérper K nicht
angeordnet werden kann.

Aufgabe 4.20. Zeige, dass mit der einzigen Ausnahme n = 3 die Beziehung
2TL Z n2

gilt.

Aufgabe 4.21.*

Beweise durch Induktion, dass fiir

die Abschétzung

gilt.

Aufgabe 4.22. Zeige, dass fiir n > 4 die Beziehung
2" < nl

gilt.
Aufgabe 4.23. Zeige die Abschitzung
()= G)
n n
Aufgabe 4.24. Zeige die Abschitzung

2n" < (n+41)"
fir n € N4
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Aufgabe 4.25. Zeige die Abschitzung

ol < (n+1)
- 2

Aufgabe 4.26. Es sei K ein angeordneter Kérper und es seien x < y Ele-
mente in K. Zeige, dass fiir das arithmetische Mittel % die Beziehung

T+
$<Ty<y

fir n € N4.

gilt.

Aufgabe 4.27.*

Es sei K ein angeordneter Korper, es sei a < b und seien Zahlen
T1,T2,...,T, € [a,b] und nichtnegative Zahlen ¢y,t,...,t, € K> mit

gegeben. Zeige

Aufgabe 4.28. Bestimme die Intervalle in einem angeordneten Korper K,
die die Losungsmenge der folgenden Ungleichungen sind.

a)
|4z — 3| < |22 — 3.

b)

3r—1

x—2‘
<

Aufgabe 4.29. Es sei K ein angeordneter Korper. Es sei vorausgesetzt, dass
in K die (positiven) Elemente 8'/2 und 25'/% existieren. Welches ist grofer?

Aufgabe 4.30. Es sei K ein angeordneter Kérper. Man untersuche die Ver-
kniipfung

K x K — K, (z,y) — min (z,y),
auf Assoziativitiat, Kommutativitit, die Existenz von einem neutralen Ele-
ment und die Existenz von inversen Elementen.
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Aufgabe 4.31. Beweise die folgenden Eigenschaften fiir die Betragsfunktion
K — K,z — ||,

in einem angeordneten Korper (dabei seien x,y beliebige Elemente in K).

(1) Esist |z| > 0.

(2) Es ist |z| = 0 genau dann, wenn z = 0 ist.

(3) Esist |z| = |y| genau dann, wenn = = y oder x = —y ist.

(4) Esist |y —z| = |z —y].

(5) Es ist |zy| = [=[]y|.

(6) Fiir z # 0ist |z = |=|~".

(7) Esist |z +y| < |z|+ |y| (Dreiecksungleichung fiir den Betrag).
(8) B ist 2+l > o] — [yl.

Aufgabe 4.32. Unter welchen Bedingungen gilt fiir reelle Zahlen
ai,as, . ..,a, die Gleichheit

n
D
i=1

n
=D _lail?
i=1

Aufgabe 4.33.*

Im Wald lebt ein Riese, der 8 Meter und 37 cm grof3 ist, sowie eine Kolonie von
Zwergen, die eine Schulterhthe von 3 cm haben und mit dem Kopf insgesamt
4 cm grof} sind. Hals und Kopf des Riesen sind 1,23 Meter hoch. Auf der
Schulter des Riesen steht ein Zwerg. Wie viele Zwerge miissen aufeinander
(auf den Schultern) stehen, damit der oberste Zwerg mit dem Zwerg auf dem
Riesen zumindest gleichauf ist?

Aufgabe 4.34. Ein kleines Sandkorn hat ein Gewicht von % Gramm. Wie
viele Sandkérner muss man nehmen, um eine Sanddiine aufzubauen, die 5906
und eine halbe Tonne wiegt?

Aufgabe 4.35. Es sei K ein archimedisch angeordneter Korper. Zeige, dass
die halboffenen Intervalle

mn+l={zeK|z>nundz<n+1}, neZ,
eine disjunkte Uberdeckung von K bilden.
Es sei K ein angeordneter Korper und b € K, ein positives Element. Dann
nennt man die Abbildung
7 — K, n——10b",

die (ganzzahlige) Ezponentialfunktion zur Basis b.
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Der Definitionsbereich der Exponentialfunktion wird spéter wesentlich er-
weitert, siehe insbesondere Lemma 14.8 und Lemma 14.11. Eine wesentliche
Verschérfung von Lemma 4.17 ist die Aussage, dass sich eine jede Exponen-
tialfunktion im Wachstumsverhalten gegen jede Potenzfunktion durchsetzt.
D.h. dass zu jedem b > 1 in einem archimedisch angeordneten Kérper und
jedem k£ € N fiir n hinreichend grof die Abschitzung b" > n* gilt.

Aufgabe 4.36.*
Beweise den Satz iiber die Wachstumsdominanz der (ganzzahligen) Expo-

nentialfunktion gegeniiber Potenzfunktionen.

4.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 4.37. (2 Punkte)

Es sei K ein Korper, bei dem eine Teilmenge P C K ausgezeichnet sei, die
den folgenden Bedingungen geniigt.

(1) Fiir x € K ist entweder x € P oder —z € P oder x = 0.
(2) Aus z,y € P folgt v +y € P.
(3) Aus z,y € P folgt v -y € P.

Zeige, dass durch die Festlegung
r > y genau dann, wenn x =y oder x —y € P

ein angeordneter Kérper entsteht.

Aufgabe 4.38. (4 (1+3) Punkte)

Es sei K ein angeordneter Korper. Betrachte die in Aufgabe 3.6 konstruierte
Zuordnung Z — K.

a) Zeige, dass diese Zuordnung injektiv ist.

b) Zeige, dass man diese Zuordnung zu einer Zuordnung Q C K fortsetzen
kann, und zwar derart, dass die Verkniipfungen in Q mit den Verkniipfun-
gen in K iibereinstimmen und die Ordnung auf Q mit der Ordnung auf K
iibereinstimmt.

Aufgabe 4.39. (8 (2+4+1+1) Punkte)
Betrachte die Menge

Kz{p+m/5|p7q€@},

wobei v/5 zunichst lediglich ein Symbol ist.
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a) Definiere eine Addition und eine Multiplikation auf dieser Menge derart,
dass \/52 = 5 ist und dass K zu einem Korper wird.

b) Definiere eine Ordnung derart, dass K zu einem angeordneten Korper
wird und dass v/5 positiv wird.

c) Fasse die Elemente von K als Punkte im Q? auf. Skizziere eine Trennlinie
im Q2, die die positiven von den negativen Elementen in K trennt.

d) Ist das Element 23 — 114/5 positiv oder negativ?

Aufgabe 4.40. (3 Punkte)

Bestimme die kleinste reelle Zahl, fiir die die Bernoullische Ungleichung zum
Exponenten n = 3 gilt.

Aufgabe 4.41. (3 Punkte)

Es sei K ein angeordneter Korper und seien x4, ..., z, € K Elemente. Zeige,

dass dann
n n
i=1 i=1

gilt.

5. VORLESUNG - FOLGEN

5.1. Approximation.

Ein grundlegender Gedanke der Mathematik ist der der Approximation, der
in unterschiedlichen Kontexten auftritt und sowohl fiir die Mathematik als
Hilfswissenschaft fiir die empirischen Wissenschaften als auch fiir den Aufbau
der Mathematik selbst, insbesondere der Analysis, entscheidend ist.

Das erste Beispiel dazu ist das Messen, beispielsweise der Lénge einer Strecke
oder der Dauer eines Zeitabschnittes. Abhéngig vom Kontext und der Ziel-
setzung gibt es sehr unterschiedliche Vorstellungen davon, was eine genaue
Messung ist, und die gewiinschte Genauigkeit hat eine Auswirkung auf das
zu wihlende Messinstrument.

Das Ergebnis einer Messung wird, bezogen auf eine physikalische Einheit,
durch einen Dezimalbruch angegeben, also eine abbrechende ,, Kommazahl*,
und die Anzahl der Nachkommaziffern gibt Aufschluss iiber die behauptete
Genauigkeit. Zur Angabe von Messergebnissen braucht man also weder irra-
tionale Zahlen noch rationale Zahlen, deren periodische Ziffernentwicklung
nicht abbricht.

Betrachten wir die Meteorologie. Aus Messungen an verschiedenen Messsta-
tionen wird versucht, das Wetter der folgenden Tage mit mathematischen
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Modellen (und Computersimulation) zu berechnen. Hier wird man, um bes-
sere Prognosen machen zu kénnen, im Allgemeinen mehr Messstationen brau-
chen (wobei man irgendwann aufgrund von anderen Fehlerquellen mit zusétz-
lichen Messstationen die Prognosen nicht mehr optimieren kann).

Kommen wir zu innermathematischen Approximationen. Eine Strecke kann
man zumindest ideell in n gleichlange Teile unterteilen und man kann sich fiir
die Lange der Teilstiicke interessieren, oder man kann sich fiir die Lénge der
Diagonalen in einem Einheitsquadrat interessieren. Die Lénge dieser Strecken
konnte man prinzipiell auch messen, doch bietet die Mathematik bessere
Beschreibungen dieser Liangen an, indem sie beliebige rationale Zahlen und
irrationale Zahlen (wie hier /2) zur Verfiigung stellt. Die Bestimmung einer
guten Approximation erfolgt dann innermathematisch. Betrachten wir den
Bruch ¢ = % Eine Approximation dieser Zahl mit einer Genauigkeit von
neun Nachkommastellen ist durch

0,428571428 < g < 0,428571429

gegeben. Die beiden Dezimalbriiche links und rechts sind also Approximatio-
nen (Abschétzungen) des wahren Bruches £ mit einem Fehler, der kleiner als
# ist. Dies ist eine typische Taschenrechnergenauigkeit, je nach Zielsetzung
mochte man eine deutliche grofiere Genauigkeit (einen kleineren Fehler) ha-
ben. Die Rechnung in diesem Beispiel beruht auf dem Divisionsalgorithmus,
den man beliebig weit durchfiihren kann, um beliebige Fehlergenauigkeiten
zu erreichen (dass man wegen der auftretenden Periodizitat irgendwann nur
noch die weiteren Ziffern ablesen und nicht mehr rechnen muss, ist ein zusétz-
licher Aspekt). Die Angabe einer Dezimalbruchapproximation einer gegebe-
nen Zahl nennt man auch eine Rundung.

Sowohl in der empirischen als auch in der innermathematischen Situation gilt
das folgende Approximationsprinzip.

Approzimationsprinzip: Es gibt keine allgemeingiiltige Giite fiir eine Appro-
ximation. Ein gutes Approximationsverfahren ist keine einzelne Approxima-
tion, sondern eine Methode, mit der man zu jeder gewiinschten Giite (Fehler,
Toleranz, Genauigkeit, Abweichung) bei entsprechendem Aufwand eine Ap-
proximation finden kann, die diese vorgegebene Giite erreicht.

Mit diesem Prinzip im Hinterkopf werden viele Begriffe wie konvergente Folge
und Stetigkeit, deren prizise Formulierungen ziemlich kompliziert aussehen,
verstandlich.

Approximationen treten auch in dem Sinne auf, dass man empirische Funktio-
nen, von denen ein endliches Datensampling bekannt ist, durch mathematisch
moglichst einfache Funktionen beschreiben méchte. Ein Beispiel dazu ist der
Interpolationssatz. Spéater werden wir die Taylorformel kennenlernen, die ei-
ne Funktion in einer kleinen Umgebung eines einzelnen Punktes besonders



72

gut durch ein Polynom approximiert. Auch hier gilt wieder das Appproxima-
tionsprinzip in der Form, dass man, um die Funktion zunehmend besser zu
approximieren, den Grad der Polynome zunehmend hoher wiahlen muss.

Wie gut eine Approximation ist, zeigt sich oft erst dann, wenn man mit
den Approximationen rechnen soll. Man mochte beispielsweise wissen, wel-
che Abschitzung man fiir den Flidcheninhalt eines Rechtecks hat, wenn man
Abschétzungen fiir seine Seitenldngen hat. Und zwar fragt man sich, wel-
chen Fehler man fiir die Seitenldngen erlauben darf, damit der Fehler des
Flacheninhalts noch innerhalb einer gewiinschten Toleranz bleibt.

Wir werden uns nun als Beispiel mit Quadratwurzeln beschéftigen und wie
man diese approximieren kann, und zwar, wie man sie als den Limes einer
Folge erhalten kann.

5.2. Folgen in einem angeordneten Korper.

Definition 5.1. Es sei M eine Menge. Eine Abbildung
N— M, nv+— z,,

nennt man auch eine Folge in M.

Eine Folge wird zumeist als (zy),cy, oder einfach nur kurz als (z,), ge-
schrieben. Im Folgenden beschrinken wir uns auf Folgen, deren Werte in
einem angeordneten Korper liegen, speziell in R (reelle Folgen), im zweiten
Teil werden wir auch mit Folgen in metrischen Rdumen arbeiten. Manch-
mal sind Folgen nicht fiir alle natiirlichen Zahlen definiert, sondern nur fiir
alle natiirlichen Zahlen > N. Alle Begriffe und Aussagen lassen sich dann
sinngeméf auch auf diese Situation iibertragen.

Wir beginnen mit zwei motivierenden Beispielen.

Beispiel 5.2. Eine reelle Zahl z aus [0, 1] wird im Zehnersystem durch eine
unendliche Dezimalbruchentwicklung der Form

r = 0,21202324 . ..

wiedergegeben. Dabei sind die z,, n € N, Ziffern aus {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
und 2z, bezeichnet die n-te Nachkommaziffer. Wenn man eine solche unendli-
che Ziffernentwicklung nur bis zur n-ten Stelle liest und die weiteren Stellen
vernachléssigt, so erhélt man die rationalen Zahlen
210" 4 210" 2 + -+ 2,110 + 2,
Ty = 0,2129...2, = )
10m

die eine zunehmend bessere Approximation von x darstellen. Der Fehler der
n-ten Approximation x,, also der Abstand x — x,,, ist hochstens 1/10™. Man
kann also den Fehler beliebig klein machen, indem man die rationalen Ap-
proximationen x,, fiir hinreichend grofie n betrachtet.
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Beispiel 5.3. Wir wollen die Quadratwurzel einer natiirlichen Zahl , berech-
nen“, sagen wir von 5. Eine solche Zahl x mit der Eigenschaft 2?2 = 5 gibt es
nicht innerhalb der rationalen Zahlen, wie aus der eindeutigen Primfaktor-
zerlegung folgt. Wenn = € R ein solches Element ist, so hat auch —z diese
Eigenschaft. Mehr als zwei Losungen kann es aber nach Aufgabe 5.4 nicht
geben, so dass wir nur nach der positiven Losung suchen miissen.

Obwohl es innerhalb der rationalen Zahlen keine Losung fiir die Gleichung
x? = 5 gibt, so gibt es doch beliebig gute Approximationen innerhalb der
rationalen Zahlen dafiir. Beliebig gut heifit dabei, dass der Fehler (oder die
Abweichung) unter jede positive Schranke gedriickt werden kann. Das klas-
sische Verfahren, um eine Quadratwurzel beliebig gut anzunédhern, ist das
Heron-Verfahren, das man auch babylonisches Wurzelziehen nennt. Dies ist
ein iteratives Verfahren, d.h., die nichste Approximation wird aus den vor-
ausgehenden Approximationen berechnet. Beginnen wir mit a := zy = 3
als erster Ndherung. Wegen 22 = 3> = 9 > 5 ist xp zu groB, d.h. es ist
zo > /5. Aus a® > 5 (mit a positiv) folgt zunschst 5/a*> < 1 und daraus
(5/a)? < 5,d.h. 5/a < /5. Man hat also die Abschitzungen

5
S<Vs<a

a

wobei links eine rationale Zahl steht, wenn rechts eine rationale Zahl steht.
Eine solche Abschéitzung vermittelt offenbar eine quantitative Vorstellung
dariiber, wo v/5 liegt. Die Differenz a — 5/a ist ein Maf fiir die Giite der
Approximation.

Beim Startwert 3 ergibt sich, dass die Quadratwurzel von 5 zwischen 5/3 und
3 liegt. Man nimmt nun das arithmetische Mittel der beiden Intervallgrenzen,
also

Wegen (%)2 = % > 5 ist dieser Wert wieder zu gro und daher liegt v/5

9
im Intervall [5 - %, g] Von diesen Intervallgrenzen nimmt man erneut das

arithmetische Mittel und setzt

e
2 21

Wi

Ty =

als néchste Approximation. So fortfahrend erhélt man eine immer besser
werdende rationale Approximation von v/5.
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Heron von Alexandria (1. Jahrhundert n.C.)
Allgemein ergibt sich das folgende Heron-Verfahren.

Verfahren 5.4. Es sei ¢ € K ein positives Element in einem angeordneten
Korper. Die Heron-Folge zum positiven Startwert xq ist rekursiv durch

Tn+ =
Tpil = T"
definiert.
Man berechnet also sukzessive das arithmetische Mittel aus z,, und <. Das

Produkt dieser beiden Zahlen ist ¢, somit ist die eine Zahl groﬁer und die
andere Zahl kleiner als y/c. Die Idee des Verfahrens liegt darin, in der Mitte
dieser beiden Zahlen eine bessere Approximation zu finden. Die Folgenglie-
der der Heron-Folge sind offenbar stets positiv. Typischerweise startet man
mit einer natiirlichen Zahl als Anfangswert, die in der GroBenordnung der
Quadratwurzel von c liegt.

Die Idee, die dem Heron-Verfahren zugrunde liegt, kann man auch so ver-
stehen: Man mochte ein Quadrat mit dem Flacheninhalt ¢, also mit der Sei-
tenldnge /c konstruieren. Man gibt sich eine approximierende Seitenlinge
x vor und betrachtet das Rechteck, dessen eine Seitenldnge x und dessen
Flacheninhalt c ist. Dann muss die zweite Seitenldnge gleich £ sein. Wenn x
zu grof} ist, muss < zu klein sein. Fiir das néchste approximierende Recht-
eck nimmt man als eine Seitenléinge das arithmetische Mittel aus den beiden

Seitenldngen des vorhergehenden Rechtecks.

Lemma 5.5. Fs sei K ein angeordneter Kérper und ¢ € K. Fs sei xg
ein positiver Startwert und (x,,), .y die zugehirige Heron-Folge. Dann gelten
folgende Aussagen.
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(1) Firn > 1 st

und

(2) Die Heron-Folge ist ab dem ersten Glied fallend.

(3) Es ist
= 2] € [ ]
-Tn+17 nt+l] = xn’ n
firn > 1.
(4) Fiir die Intervalllingen
by = x, — <
Tn
qilt die Beziehung
1
lpy1 = 2

und bei ¢ > 1 gilt insbesondere

1
gn—l—l S Zfi

Beweis. (1) Es gilt
2

C
2 _ xn_l + Tn—1
o = (—5 ) —c

22 42+ £

iy

— n—1 —c
4 2
$72171 - 20 + xg_l
— 1 2
LTn—-1 — xnc_l
N 2
> 0.
Somit ist
2 > e

2
Wegen x,, - = = c folgt nach Lemma 4.5 (8), dass <ﬁ> < c ist.
(2) Aufgrund von (1) ist

— <c<x
Tn

und aufgrund des strengen Wachstums des Quadrierens im positiven
Teil ist
<z

— n-

Cc
Tn
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Nach Aufgabe 4.26 liegt das arithmetische Mittel stets zwischen den
beiden Zahlen, also ist

C
- S wn—i—l S o
n

(3) Dies folgt aus (1) und (2).
(4) Nach der Rechnung in Teil (1) ist

2
c T —c 1 c
Tpt1 — = = Ty —— | .

Tn+1 Tn+1 411

Beic > 1 ist
1 1

<Ll
Az, — 4dc 4

4

Das eben beschriebene Verfahren liefert also zu jeder natiirlichen Zahl n ein
Element in K, das eine durch eine gewisse algebraische Eigenschaft charakte-
risierte Zahl beliebig gut approximiert. Bei vielen technischen Anwendungen
geniigt es, gewisse Zahlen nur hinreichend genau zu kennen, wobei aller-
dings die bendtigte Giite der Approximation von der technischen Zielsetzung
abhéngt. Es gibt im Allgemeinen keine Giite, die fiir jede vorstellbare An-
wendung ausreicht, so dass es wichtig ist zu wissen, wie man eine gute Ap-
proximation durch eine bessere Approximation ersetzen kann und wie viele
Schritte man machen muss, um eine gewiinschte Approximation zu erreichen.
Dies fiihrt zum Konvergenzbegriff, der zentral fiir die gesamte Analysis ist.

Definition 5.6. Es sei (z,,),,cy eine Folge in einem angeordneten Kérper und
es sei x € K. Man sagt, dass die Folge gegen x konvergiert, wenn folgende
Eigenschaft erfiillt ist.

Zu jedem € € K, € > 0, gibt es ein ng € N derart, dass fiir alle n > ng die
Beziehung

|z, — x| < €
gilt. In diesem Fall heiflit x der Grenzwert oder der Limes der Folge. Dafiir
schreibt man auch

lim z, = =z.
n—oo

Wenn die Folge einen Grenzwert besitzt, so sagt man auch, dass sie konver-
giert (ohne Bezug auf einen Grenzwert.), andernfalls, dass sie divergiert.

Man sollte sich dabei die vorgegebenen e als kleine, aber positive Zahlen
vorstellen, die jeweils eine gewiinschte Zielgenauigkeit (oder einen erlaubten
Fehler) ausdriicken. Die natiirliche Zahl ng ist dann die Aufwandszahl, die
beschreibt, wie weit man gehen muss, um die gewiinschte Zielgenauigkeit zu
erreichen, und zwar so zu erreichen, dass alle ab ny folgenden Glieder in-
nerhalb dieser Zielgenauigkeit bleiben. Konvergenz bedeutet demnach, dass
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man jede gewiinschte Genauigkeit bei hinreichend groflem Aufwand auch er-
reichen kann. Je kleiner die Zielgenauigkeit, also je besser die Approximation
sein soll, desto hoher ist im Allgemeinen der Aufwand.

Zu einem ¢ > 0 und x € K nennt man das Intervall |z — €,z + €[ auch die
e-Umgebung von x. Eine Folge, die gegen 0 konvergiert, heifit Nullfolge.

Beispiel 5.7. Eine konstante Folge x, = c ist stets konvergent mit dem
Grenzwert c. Dies folgt direkt daraus, dass man fiir jedes ¢ > 0 als Auf-
wandszahl ny = 0 nehmen kann. Es ist ja

|z, —¢c| = lc—¢c| =10l =0 < ¢
fiir alle n.

Es sei nun K ein archimedisch angeordneter Kérper. Dann ist die Folge

Ty = —
n

konvergent mit dem Grenzwert 0. Sei dazu ein beliebiges € € K, ¢ > 0,
vorgegeben. Aufgrund des Archimedes Axioms (siehe Lemma 4.14) gibt es

ein ng mit
1
— < e
o

Damit gilt fiir alle n > ng die Abschéatzung

1

U

Tp = S Se-

S|

0.9

0.8

0.7

0.6
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0.4

0.3

02

01

............
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Lemma 5.8. Es sei K ein angeordneter Korper und sei (), eine Folge
m K. Dann besitzt x,, maximal einen Grenzwert.
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Beweis. Nehmen wir an, dass es zwei verschiedene Grenzwerte x,y, © # vy,
gibt. Dann ist d := |z —y| > 0. Wir betrachten ¢ := d/3 > 0. Wegen der
Konvergenz gegen x gibt es ein ng mit

|z, — x| < € fur alle n > ng
und wegen der Konvergenz gegen y gibt es ein nj mit
|z, — y| < e fiir alle n > ny.

Beide Bedingungen gelten dann gleichermafien fiir n > max{ng,ny}. Sei
n mindestens so grofl wie dieses Maximum. Dann ergibt sich aufgrund der
Dreiecksungleichung der Widerspruch

d=|r—yl <l|zv—z,+ |z, —y| < e+e=2d/3.

5.3. Beschrianktheit.

Definition 5.9. Es sei K ein angeordneter Kérper und M C K eine Teil-
menge.

(1) Ein Element S € K heiit eine obere Schranke fiir M, wenn x < S
fiir alle x € M gilt.

(2) Ein Element s € K heifit eine untere Schranke fir M, wenn z > s
fiir alle x € M gilt.

(3) M heiBt nach oben beschrinkt, wenn eine obere Schranke fiir M exi-
stiert.

(4) M heiBt nach unten beschrdinkt, wenn eine untere Schranke fiir M
existiert.

(5) M heifit beschrdnkt, wenn M sowohl nach oben als auch nach unten
beschrankt ist.

(6) Ein Element 7' € M heit das Mazimum von M, wenn T' > z fur
alle v € M gilt.

(7) Ein Element ¢t € M heifit das Minimum von M, wenn t < x fiir alle
x € M gilt.

(8) Eine obere Schranke 7" von M heifit das Supremum von M, wenn
T < S fiir alle oberen Schranken S von M gilt.

(9) Eine untere Schranke ¢ von M heifit das Infimum von M, wenn t > s
fiir alle unteren Schranken s von M gilt.

Obere und untere Schranken muss es nicht geben. Wenn S eine obere Schran-
ke ist, so ist auch jede gréflere Zahl eine obere Schranke. Fiir das offene
Intervall ]0, 1[ ist 1 das Supremum, aber nicht das Maximum, da 1 nicht da-
zu gehort. Entsprechend ist 0 das Infimum, aber nicht das Minimum. Beim
abgeschlossenen Intervall [0, 1] sind die beiden Grenzen Maximum und Mi-
nimum.
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All diese Begriffe werden auch fiir Folgen angewendet, und zwar fiir die Bild-
menge {z,, | n € N}. Fiir die Folge 1/n, n € N, ist 1 das Maximum und das
Supremum, 0 ist das Infimum, aber nicht das Minimum.

Lemma 5.10. Es ser K ein angeordneter Kéorper. Wenn eine Folge in K
konvergent ist, so ist sie auch beschrdnkt.

Beweis. Es sei (wn)neN die konvergente Folge mit dem Limes x € K und es
sei ein € > 0 gewéhlt. Aufgrund der Konvergenz gibt es ein ny derart, dass
|z, — x| < e firallen > ng.

Dann ist insbesondere
lz,] < x|+ |z — 25| < |2| + € fur alle n > ng .
Unterhalb von ng gibt es nur endlich viele Zahlen, so dass das Maximum
B := max{|z,|, |z| + €}
n<ng
wohldefiniert ist. Daher ist B eine obere Schranke und —B eine untere
Schranke fiir {z, | n € N}. O
Es ist einfach, beschrinkte, aber nicht konvergente Folgen anzugeben.

Beispiel 5.11. Es sei K ein angeordneter Korper. Dann ist die alternierende
Folge

z, = (=1)"
beschriankt, aber nicht konvergent. Die Beschrénktheit ist klar, da ja nur
die beiden Werte 1 und —1 vorkommen. Konvergenz liegt aber nicht vor.
Nehmen wir an, dass x > 0 der Grenzwert sei. Dann gilt fiir positives ¢ < 1
und jedes ungerade n die Beziehung

|z, —x| = 1+2 > 1 > €
so dass es Folgenwerte aulerhalb dieser e-Umgebung gibt. Analog kann man

einen negativ angenommen Grenzwert zum Widerspruch fiihren.

Wenn man im obigen Beispiel z,, = (—1)" nur die geraden Indizes betrachtet,
so ist x9,, = 1 konstant. Entsprechend ist fiir ungerade Indizes

Toms1 = —1

konstant. Teilfolgen im Sinne der folgenden Definition kénnen also andere
Eigenschaften als die Folge selbst besitzen.

Definition 5.12. Es sei (), eine Folge in einer Menge M. Zu jeder streng
wachsenden Abbildung N — N, ¢ — n;, heifit die Folge

eine Teilfolge der Folge.
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Definition 5.13. Es sei (z,),y cine Folge in einem angeordneten Kérper
K. Ein Element x € K heifit Haufungspunkt der Folge, wenn es fiir jedes
e > 0 unendlich viele Folgenglieder z,, mit |z,, — x| < € gibt.

Ein Punkt x € K ist genau dann Haufungspunkt einer Folge, wenn es eine
Teilfolge gibt, die gegen x konvergiert, sieche Aufgabe 5.38.

Definition 5.14. Eine Folge (z,,),,oy in einem angeordneten Korper K heifit
bestimmt divergent gegen oo, wenn es zu jedem s € K ein N € N mit

T, > s fur allen > N

gibt. Sie heif3t bestimmt divergent gegen —oo, wenn es zu jedem s € K ein
N € N mit
T, < sfirallen>N

gibt.
5. ARBEITSBLATT

5.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 5.1.%*

Fiir die Zahl 10000007 soll eine rationale Approximation gefunden werden,
die vom wahren Wert um hochstens ﬁ-stel abweicht. Wie gut muss eine
Approximation fiir 7 sein, dass man daraus eine solche gewiinschte Approxi-

mation erhalten kann?

Die beiden folgenden Aufgaben sollen dazu anregen, iiber die Giite von De-
zimalbruchentwicklungen zu diskutieren.

Aufgabe 5.2. Stimmen die beiden reellen Zahlen

V1
T 363 und In 640320

iberein?

Aufgabe 5.3. Stimmen die beiden reellen Zahlen

V5 +1/22 + 2¢/5 und \/11+2@+\/16—2@+2\/55—10@

iiberein?

Aufgabe 5.4. Es sei K ein angeordneter Korper und a € K. Zeige, dass
die Gleichung 22 = a hochstens zwei Losungen in K besitzt.
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Aufgabe 5.5. Zeige, dass es in Q kein Element z mit 22 = 2 gibt.
Aufgabe 5.6. Was hat die Din-Norm fiir Papier mit Wurzeln zu tun?

Aufgabe 5.7. Berechne von Hand die Approximationen xi,xs,x3, x4 im
Heron-Verfahren fiir die Quadratwurzel von 5 zum Startwert xo = 2.

Aufgabe 5.8. Berechne von Hand die Approximationen x, s, x3, x4 im
Heron-Verfahren fiir die Quadratwurzel von 5 zum Startwert xg = 3.

Aufgabe 5.9.*

Fiihre die ersten drei Schritte des babylonischen Wurzelziehens zu b = 7 mit
dem Startwert zp = 3 durch (es sollen also die Approximationen xy, xo, x3 fiir
V7 berechnet werden; diese Zahlen miissen als gekiirzte Briiche angegeben
werden).

Aufgabe 5.10. Was passiert beim babylonischen Wurzelziehen, wenn man
mit einem negativen Startwert xy die Quadratwurzel von ¢ € R, berechnen
mochte?

Aufgabe 5.11. Was passiert beim babylonischen Wurzelziehen, wenn man
die Quadratwurzel einer negativen Zahl ¢ € R_ (mit einem positiven Start-
wert ) berechnen mochte?

Aufgabe 5.12. Es sei K ein angeordneter Korper. Zeige, dass K genau dann

archimedisch angeordnet ist, wenn die Folge der Stammbriiche %, n > 1,

gegen 0 konvergiert.

Aufgabe 5.13. Es sei £ € N,. Zeige, dass die Folge (nlk)nEN in einem
archimedisch angeordneten Korper gegen 0 konvergiert.

Aufgabe 5.14. Bestimme fiir die Folge
2
" 3n+5

Tn

und
1 1 1 1

10”100’ 1000 10000° """’
ab welchem (minimalen) n die Abschitzung

T, < €

gilt.
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Aufgabe 5.15.*

Die Folge (z),,cy sei durch

1, falls n eine Primzahl ist ,
Ty =
0 sonst,

definiert.

(1) Bestimme 2117 und xjo7.
(2) Konvergiert die Folge in Q7

Aufgabe 5.16. Es sei (2,),,cy eine Folge in einem angeordneten Kérper K.
Zeige, dass die Folge genau dann gegen x € K konvergiert, wenn die durch

Yn = Tn — X

gegebene Folge eine Nullfolge ist.

Aufgabe 5.17. Es seien (2,),.y und (y,),cy Folgen in einem angeordne-
ten Korper K, die beide gegen ¢ € K konvergieren mogen. Zeige, dass die
Differenzfolge x,, — v, eine Nullfolge ist.

Aufgabe 5.18. Jemand sagt zur Folge x, := g-. ,Der Zihler und der
Nenner gehen hier beide gegen unendlich. Doch der Nenner geht deutlich
schneller gegen unendlich, deshalb konvergiert die Folge gegen 0“. Beurteile
diese Argumentation.

Aufgabe 5.19. Betrachte die folgenden (Pseudo)-Definitionen.

Es sei (25,),,cy eine Folge in einem angeordneten Korper und es sei z € K.

(1) Man sagt, dass die Folge gegen z hypervergiert, wenn folgende Eigen-
schaft erfiillt ist.
Zu jedem € € K, € > 0, und alle n € N gilt die Beziehung
|z, — x| < e

(2) Man sagt, dass die Folge gegen = supervergiert, wenn folgende Figen-
schaft erfiillt ist.
Zu jedem € € K, ¢ > 0, gibt es ein ng € N derart, dass fiir alle
n > ng die Beziehung
|z, — x| < €

gilt.
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(3) Man sagt, dass die Folge gegen x megavergiert, wenn folgende Eigen-
schaft erfiillt ist.
Es gibt ein ng € N derart, dass fiir alle n > ng und jedes € € K,
e > 0, die Beziehung

|z, — x| < €

gilt.
(4) Man sagt, dass die Folge gegen = pseudovergiert, wenn folgende Ei-
genschaft erfiillt ist.
Zujedem e € K, e > 0, gibt es ein n € N derart, dass die Beziehung

|z, — x| < €

gilt.
(5) Man sagt, dass die Folge gegen = semivergiert, wenn folgende Eigen-
schaft erfiillt ist.
Zu jedem € € K, € > 0, und jedem ny € N gibt es ein n € N,
n > ng, derart, dass die Beziehung

|z, — x| < €

gilt.
(6) Man sagt, dass die Folge gegen x protovergiert, wenn folgende Eigen-
schaft erfiillt ist.
Es gibt ein € € K, € > 0, derart, dass fiir alle n € N die Beziehung

|z, — x| < €

gilt.
(7) Man sagt, dass die Folge gegen x quasivergiert, wenn folgende Eigen-
schaft erfiillt ist.
Es gibt ein € € K, € > 0, und ein ny € N derart, dass fiir alle
n > ng die Beziehung

|z, — x| < €

gilt.
(8) Man sagt, dass die Folge gegen z deuterovergiert, wenn folgende Ei-
genschaft erfiillt ist.
Zu jedem € € K, € > 0, gibt es ein ng € N derart, dass fiir alle
n > ng die Beziehung

T, —T < €
gilt.

Vergleiche diese Definitionen mit der Definition von Konvergenz. Worin be-
steht der Unterschied? Welche Bedeutung haben die einzelnen Definitionen?
Welche Definitionen sind zueinander dquivalent, zwischen welchen besteht
eine Implikation (Beweis oder Gegenbeispiel)? Fiir welche Definitionen ist
das x eindeutig bestimmt?
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Aufgabe 5.20. Es sei (z,),y €ine gegen x konvergente Folge in einem
angeordneten Korper. Zeige, dass jede Teilfolge ebenfalls gegen x konvergiert.

Aufgabe 5.21. Man gebe ein Beispiel fiir eine Folge, die nicht konvergiert,
aber eine konvergente Teilfolge enthélt.

Aufgabe 5.22. Man untersuche die folgenden Teilmengen M C Q auf die
Begriffe obere Schranke, untere Schranke, Supremum, Infimum, Maximum
und Minimum.

%|n S N+}7

et Yot

{reQ|a? <2},
{z € Q| 2% <4},
{z* |z € Z}.

Aufgabe 5.23. Es sei K ein angeordneter Korper und M C K eine Teil-
menge, die ein Supremum 7T’ besitze. Zeige, dass T' genau dann das Maximum
von M ist, wenn T € M ist.

Aufgabe 5.24.*

Hans will sich ein Friihstiicksei kochen. Im Moment, als er das Ei in das
kochende Wasser eintaucht, zeigt seine Uhr 7 : 21 (die Uhr lauft genau und
hat keine Sekundenangabe). Als er das néchste Mal auf die Uhr schaut, zeigt
sie 7 : 26 an. Bestimme das Infimum, Minimum, Supremum, Maximum der
Zeit, die das Ei zwischen den beiden Momenten im Wasser ist.

In den beiden folgenden Aufgaben geht es um die Folge der Fibonacci-Zahlen.
Die Folge der Fibonacci-Zahlen f, ist rekursiv definiert durch

f1 = 1,f2 =1 und fn+2 = fn+1 -+ fn .

Aufgabe 5.25.*

Beweise durch Induktion die Simpson-Formel oder Simpson-Identitét fiir die
Fibonacci-Zahlen f,. Sie besagt (fiir n > 2)

Jni1fno1 — fﬁ = (_1)n-
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Aufgabe 5.26. Beweise durch Induktion die Binet-Formel fiir die Fibonacci-
Zahlen. Diese besagt, dass

gilt (n > 1).

Aufgabe 5.27. Es sei K ein angeordneter Kérper und sei (z,,),, eine Folge

in K mit z, > 0 fiir alle n € N. Zeige, dass die Folge genau dann bestimmt

divergent gegen +oo ist, wenn <xi> gegen ( konvergiert.

"/ neN

Aufgabe 5.28. Es sei K ein archimedisch angeordneter Kérper und x € K
mit |z| < 1. Zeige, dass die Folge

gegen 0 konvergiert.

Aufgabe 5.29. Es sei K ein angeordneter Kérper. Man gebe ein Beispiel
einer Folge (z,,),,cy, fiir die es sowohl eine bestimmt gegen +oo als auch eine
bestimmt gegen —oo divergente Teilfolge gibt.

Aufgabe 5.30. Es sei K ein angeordneter Korper. Zeige, dass eine bestimmt
gegen +oo divergente Folge in K nach unten beschrankt ist.

Man gebe ein Beispiel einer Folge (), .y, die nach unten, aber nicht nach
oben beschrankt ist, und die nicht bestimmt divergent gegen 400 ist.

Aufgabe 5.31. Bestimme alle Haufungspunkte der Folge (a,)nen, welche

durch
1 1
n=D"11—-=|—-=
=1 (1-1) -

gegeben ist.



86

5.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 5.32. (3 Punkte)

Berechne von Hand die Approximationen z1, xo, x3, 24 im Heron-Verfahren
fiir die Quadratwurzel von 7 zum Startwert zy = 2.

Aufgabe 5.33. (3 Punkte)

Bestimme fiir die Folge

2n+1
Ty =
3n—4
und
111
107 100" 1000’
ab welchem (minimalen) n die Abschitzung
2
T, —=| <€
3
gilt.

Aufgabe 5.34. (2 Punkte)
Es sei K ein angeordneter Korper und sei (z,,),,oy €ine konvergente Folge in
K mit Grenzwert x. Zeige, dass dann auch die Folge

(I%n])nen

konvergiert, und zwar gegen |x|.

Aufgabe 5.35. (6 Punkte)
Es sei K ein archimedisch angeordneter Korper und es sei (z,,),,cy eine kon-
vergente Folge in K mit Grenzwert . Zeige, dass dann auch die durch
L To+ X1+ -+ X,
n+1

definierte Folge gegen x konvergiert.

Tipp: Man reduziere zuerst auf x = 0.

Aufgabe 5.36. (3 Punkte)

Es sei K ein archimedisch angeordneter Korper. Zeige, dass die Folge
n
<2_n>n€N

Tipp: Finde eine geeignete Abschétzung fiir 2" mit Hilfe des Binomischen
Lehrsatzes.

gegen 0 konvergiert.
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Aufgabe 5.37. (3 Punkte)

Man gebe Beispiele fiir konvergente Folgen (), .y und (y,),cy in einem
angeordneten Korper K mit x, # 0, n € N, und mit lim,,_,, x,, = 0 derart,

wn neN

(1) gegen 0 konvergiert,
(2) gegen 1 konvergiert,
(3) divergiert.

Aufgabe 5.38. (3 Punkte)

Es sei (2y),cy eine reclle Folge und x € R. Zeige, dass = genau dann ein
Héaufungspunkt der Folge ist, wenn es eine gegen = konvergente Teilfolge
gibt.

6. VORLESUNG - CAUCHY-FOLGEN
6.1. Rechenregeln fiir Folgen.

Lemma 6.1. Es sei K ein angeordneter Korper und es seien (Ty,), oy und
(Yn)pen konvergente Folgen in K. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Die Folge (zn, 4 Yn),en 15t konvergent und es gilt

lim (z, +y,) = <lim :I:n> + <lim yn>

n—o00 n—o00 n—00

(2) Die Folge (zy, - Yn),ey 5t konvergent und es gilt

lim (x, - y,) = (lim xn> . (lim yn>
n—oo n—oo

n—oo

(3) Firc € K gilt

lim cx,, = c(lim xn>
n—oo n—oo
(4) Es sei lim, oo, = x # 0 und x,, # 0 fir alle n € N. Dann ist
( L > ebenfalls konvergent mit
neN

In

(5) Es seilim, ooz, = x # 0 und z,, # 0 fiir alle n € N. Dann ist
(y—> ebenfalls konvergent mit
neN

Tn

. Yn limy, 00 Yn
hm _—=

n—00 I, x
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Beweis. (2). Sei ¢ > 0 vorgegeben. Die konvergente Folge (1), oy ist nach
Lemma 5.10 insbesondere beschrénkt und daher existiert ein D > 0 mit
|z,| < D firallen € N.Seix = lim, oz, und y := lim,,_, y,,. Wir setzen
C' = max{D, |y|}. Aufgrund der Konvergenz gibt es natiirliche Zahlen N,
und Ny mit

]xn—a:\g%ﬁirnzj\fl und \yn—y|§%ﬁirn2]\fg.

Diese Abschitzungen gelten dann auch fiir alle n > N := max{Ny, No}.
Fiir diese Zahlen gilt daher

S |$nyn - mny| + |xny - 1L'y|
= |xn|€|yn - y|€+ |y| |$n - :E|
< OC—=+C—
= T30 " Yac

(4). Da der Limes der Folge (x,,),,cy nicht 0 ist, gilt fiir n > N, die Bedingung

|T,| > % und damit

1 2
2|~ fa|
Sei € > 0 vorgegeben. Wegen der Konvergenz von (), gibt es ein Ny mit
2
€|z
|z, — x| <

fir alle n > Ns.

Dann gilt fiir alle n > N := max{Ny, No} die Abschétzung
1 1

T, T

1 | | < 2 elz?
T, —z] < —- = e
T T kP2

Ty — X

Beispiel 6.2. Wir betrachten die durch

—5n3 +6n* —n + 8

1In34+Tn?2+4+3n—1

definierte Folge und wollen wissen, ob und gegebenenfalls wogegen sie kon-
vergiert. Man kann Lemma 6.1 nicht unmittelbar anwenden, da weder der
Zéhler noch der Nenner konvergiert. Allerdings kann man den folgenden Trick
anwenden, man schreibt

Ty =

—5n% +6n? —n+8
1In3 + 7%+ 3n —1
(—5n® + 6n? —n +8)
(11n3 +7Tn%2+3n —1)
TR
n+I+5 -5

Ty =

1
pos:
1
pos:
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In dieser Form sind die Z#hler- und die Nennerfolge konvergent, und zwar
gegen —5 bzw. 11, und daher konvergiert die Folge gegen —%.

Lemma 6.3. Es sei K ein angeordneter Korper und es seien (Ty,), oy und
(Un)pen konvergente Folgen mit x, > y, fiir allen € N. Dann ist

lim x, > lim y,.
n—oo n—0o0

Beweis. Siehe Aufgabe 6.7. O

Daraus folgt insbesondere, dass bei einer konvergenten Folge, fiir die x,, > a
fiir jedes Folgenglied gilt, auch der Limes > a sein muss (die entsprechende
Aussage fiir > statt > gilt nicht, wie die Folge der Stammbriiche zeigt).
Ebenso folgt, dass zu einer Folge (), .y € [a,b], die konvergiert, auch der
Grenzwert zu dem abgeschlossenen Intervall geh6ren muss.

Die folgende Aussage nennt man das Quetschkriterium.

Lemma 6.4. Es sei K ein angeordneter Kérper wund es seien
(%0) nens Wn)nen und (2,),cn drei Folgen in K. Es gelte

Tn < yp < 2, flir allen € N

und (), ey und (2n),cy konvergieren beide gegen den gleichen Grenzwert a.
Dann konvergiert auch (yn), oy gegen diesen Grenzwert a.

Beweis. Siehe Aufgabe 6.8. O

Definition 6.5. Es sei K ein angeordneter Kérper und sei (z,,),.y €ine
Folge in K. Dann heifit die Folge wachsend, wenn x,,.1 > =z, ist fiir alle
n € N, und streng wachsend, wenn z,,, > x, ist fiir alle n € N. Die Folge
heilt fallend, wenn z,,,; < x, ist fiir alle n € N und streng fallend, wenn
Tpi1 < @, ist fir alle n € N.

Als gemeinsamen Begriff fiir wachsende oder fallende Folgen verwendet man
die Bezeichnung monotone Folgen.

Man stelle sich nun eine wachsende Folge vor, die aber dennoch (nach oben)
beschréankt ist. Muss eine solche Folge konvergieren? Das hangt vom angeord-
neten Korper ab! Innerhalb der rationalen Zahlen sind beispielsweise die mit
dem Heronverfahren konstruierten Folgen fallend (wenn man mit einem zu
grofilen Startwert anfangt) und auch beschrénkt (durch jede rationale Zahl,
deren Quadrat kleiner als a ist), sie besitzen aber im Allgemeinen keinen
Limes in Q. Die reellen Zahlen R, denen wir uns jetzt zuwenden, sind gera-
de dadurch ausgezeichnet, dass darin jede wachsende (fallende), nach oben
(unten) beschréankte Folge einen Grenzwert besitzt.
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6.2. Cauchy-Folgen.

Ein Problem des Konvergenzbegriffes ist, dass zur Formulierung der Grenz-
wert verwendet wird, den man unter Umsténden noch gar nicht kennt. Wenn
man beispielsweise die durch das babylonische Wurzelziehen konstruierte Fol-
ge (un), oy (Sagen wir zur Berechnung von v/5) mit einem rationalen Start-
wert betrachtet, so ist dies eine Folge aus rationalen Zahlen. Wenn wir diese
Folge in einem beliebigen angeordneten Koérper betrachten, in dem v/5 exi-
stiert, so ist die Folge konvergent. Innerhalb der rationalen Zahlen ist sie
aber definitiv nicht konvergent. Es ist wiinschenswert, allein innerhalb der
rationalen Zahlen den Sachverhalt formulieren zu kénnen, dass die Folgen-
glieder beliebig nahe zusammenriicken, auch wenn man nicht sagen kann,
dass die Folgenglieder einem Grenzwert beliebig nahe zustreben. Dazu dient
der Begriff der Cauchy-Folge.

Augustin Louis Cauchy (1789-1857)

Definition 6.6. Es sei K ein angeordneter Korper. Eine Folge (), in K
heifit Cauchy-Folge, wenn folgende Bedingung erfiillt ist.

Zu jedem € € K, € > 0, gibt es ein ng € N derart, dass fiir alle n,m > ny
die Abschétzung

|ty — x| < €

gilt.

Lemma 6.7. Es sei K ein angeordneter Korper. Dann ist eine Folge (), o
genau dann eine Cauchy-Folge, wenn folgende Bedingung gilt: Zu jedem € >
0 gibt es ein ng € N derart, dass fir alle m > nqg die Abschdtzung

|xm —:En0| < e

qgilt.
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Beweis. Eine Cauchy-Folge erfiillt auch die angegebene Bedingung, da man
ja mg = n setzen kann. Fiir die Umkehrung sei ¢ > 0 vorgegeben. Die
Bedingung der Aussage gilt insbesondere fiir €/2, d.h. es gibt ein ny derart,
dass fiir jedes m > ng die Abschéitzung

|xm - mno| < :

2
gilt. Damit gilt aufgrund der Dreiecksungleichung fiir beliebige m,n > nyg
die Abschétzung

€ €

‘xm - xn‘ < ‘-fm _xno‘ + ‘xno - xn’ S + = €,

(]
(\]

so dass eine Cauchy-Folge vorliegt. U

Lemma 6.8. Es sei K ein angeordneter Korper. Dann ist jede konvergente
Folge eine Cauchy-Folge.

Beweis. Sei (xy,),,cy die konvergente Folge mit Grenzwert x. Sei e > 0 gege-
ben. Wir wenden die Konvergenzeigenschaft auf €/2 an. Daher gibt es ein ny
mit
|z, — x| < €/2 fiir alle n > ng .
Fiir beliebige n,m > ng gilt dann aufgrund der Dreiecksungleichung
Ty — x| < |zp —z|+ |2 —20] < €/24€¢/2 = €.
Also liegt eine Cauchy-Folge vor. O

Lemma 6.9. Es sei K ein archimedisch angeordneter Korper. Es sei (Tr,),cn
eine wachsende, nach oben beschrinkte Folge. Dann ist (x,,),,cy €ine Cauchy-
Folge.

Beweis. Esseib € K eine obere Schranke, also x,, < b fiir alle Folgenglieder
T, Wir nehmen an, dass (2,),,cy keine Cauchy-Folge ist, und verwenden die
Charakterisierung aus Lemma 6.7. Somit gibt es ein € > 0 derart, dass es fiir
jedes ng ein m > ng mit x,, — x,, > € gibt (wir konnen die Betragstriche
wegen der Monotonie weglassen). Wir konnen daher induktiv eine wachsende
Folge von natiirlichen Zahlen definieren durch ny = 0,

ny > ng so, dass T,, — T, > €,

ng > Ny S0, dass T, — T, > €,

etc. Andererseits gibt es aufgrund des Archimedesaxioms ein £ € N mit
ke > b — z9. Die Summe der ersten k Differenzen der Teilfolge z,,, j € N,
ergibt

Lpy, — Lo
('Tnk - mnk—l) + (x”kﬂ - xnk—Q) +oeeet (xnz - xnl) + (l‘m - xno)
ke

VIVl

b—ZL‘().
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Dies impliziert ,,, > bim Widerspruch zur Voraussetzung, dass b eine obere
Schranke der Folge ist. O

6.3. Der Korper der reellen Zahlen.

In Bezug auf die reellen Zahlen hért man héufig Existenzaussagen: dort gibt
es V5, in R besitzt jede positive Zahl eine Quadratwurzel, eine dritte Wurzel,
dort haben Polynome mit negativen und positiven Werten auch Nullstellen,
dort gibt es die Zahlen e und 7, in R beschreibt jede Dezimalbruchfolge eine
Zahl, ... Diese Existenzandeutungen werden im axiomatischen Aufbau der
reellen Zahlen ein fiir alle Mal durch das Vollstdndigkeitsaxiom fundiert.

Definition 6.10. Ein angeordneter Korper K heifit vollstindig oder wvoll-
stindig angeordnet, wenn jede Cauchy-Folge in K konvergiert (also in K
einen Grenzwert besitzt).

Definition 6.11. Einen archimedisch angeordneten vollsténdigen Korper
nennt man Korper der reellen Zahlen. Er wird mit R bezeichnet.

Die reellen Zahlen sind also ein vollstédndig und archimedisch angeordneter
Korper. Diese Eigenschaften legen die reellen Zahlen eindeutig fest, d.h. wenn
es zwei Modelle R; und Ry gibt, die beide fiir sich genommen vollstindig und
archimedisch angeordnete Korper sind, so kann man eine (eindeutig bestimm-
te) bijektive Abbildung von R; nach Ry angeben, die alle mathematischen
Strukturen erhélt (sowas nennt man einen Isomorphismus). Man kann auch
sagen, dass die reellen Zahlen den grofiten archimedisch angeordneten Koérper
bilden (Q ist der kleinste).

Die Existenz der reellen Zahlen ist nicht trivial. Vom naiven Standpunkt her
kann man die Vorstellung einer liickenfreien , kontinuierlichen Zahlengerade®
zugrunde legen, und dies als Existenznachweis akzeptieren. In einer stren-
geren mengentheoretischen Begriindung der Existenz geht man von QQ aus
und konstruiert die reellen Zahlen als die Menge der Dedekindschen Schnitte
oder die Menge der Cauchy-Folgen in Q mit einer geeigneten Identifizierung.
Darauf werden wir hier verzichten.

Statt von einem vollstéindig und archimedisch angeordneten Koérper werden
wir von nun an von den reellen Zahlen R sprechen. Als Beweismittel sind
aber lediglich die genannten Axiome erlaubt.

6. ARBEITSBLATT

6.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 6.1.%*

Es sei K ein angeordneter Korper, es sei (2,),cy €ine Nullfolge in K und
(Un)nen €ine beschrénkte Folge in K. Zeige, dass dann auch die Produktfolge
(ZnYn)nen eine Nullfolge ist.
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In den folgenden Aufgaben werden die Aussagen (1), (3) und (5) von Lemma
6.1 bewiesen.

Aufgabe 6.2.*
Es sei K ein angeordneter Kérper und es seien (), und (yn),cy kon-
vergente Folgen in K. Zeige, dass die Summenfolge (2, + yn),cy ebenfalls
konvergent mit

i e +) = (Jim o) + (B a)

n—oo

ist.

Aufgabe 6.3. Es sei K ein angeordneter Korper und es sei (x,),.y €ine
konvergente Folge in K. Sei c € K. Zeige, dass die Folge (c- x,),,oy ebenfalls
konvergent mit

lim (¢-z,) = c- (lim xn)

n—oo n—oo

ist.

Aufgabe 6.4. Es sei K ein angeordneter Korper und es seien (), und
(Un)pen konvergente Folgen in K. Es sei lim,, o0 7, = x # 0 und z,, # 0 fiir

n

alle n € N. Zeige, dass (i’—”) ebenfalls konvergent ist mit
neN

lim &— = ——>—,

n—00 T, T

Aufgabe 6.5. Es sei K ein angeordneter Korper und es seien (), und
(Un)pen Folgen in K, wobei (z,,), o gegen x konvergiere. Die Differenzenfolge
T, — Yn sei eine Nullfolge. Zeige, dass (yy),,cy ebenfalls gegen x konvergiert.

Fiir die folgende Aufgabe brauchen wir den Begriff der Polynomfunktion.

Es sei K ein Korper und seien ag, aq,...,aq € K. Eine Funktion
P: K — K, x— P(x),

mit
d
P(z) = Zaixi = ap+a v+ +aga’
i=0
heifit Polynomfunktion.
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Aufgabe 6.6. Es sei K ein angeordneter Korper und es sei P(z) = Z?:o a; !
eine Polynomfunktion. Es sei (z,,),, eine konvergente Folge in K mit Grenz-
wert x. Zeige durch Induktion iiber d, dass dann auch die durch

Yn = P(xn)

definierte Folge konvergiert, und zwar gegen P(z).

Aufgabe 6.7.*
Entscheide, ob die Folge
3n® —n?—7
Ty = ——————
2n3 +n + 8
in Q konvergiert und bestimme gegebenenfalls den Grenzwert.

Aufgabe 6.8. Bestimme den Grenzwert der durch
™? —3n? +2n—11
13n3 —5n + 4

T, =
definierten Folge.

Fiir die folgende Aufgabe kénnen Sie bekannte Eigenschaften der Sinusfunk-
tion verwenden.

Aufgabe 6.9.*

Bestimme den Grenzwert der Folge
sinn

,n€N+.

Aufgabe 6.10.*

Es sei K ein angeordneter Kérper und es seien (), und (yn),cy zwel
konvergente Folgen mit x,, > y, fiir alle n € N. Zeige, dass dann lim,, ,, 2, >

lim,, oo ¥, gilt.

Aufgabe 6.11.*

Es sei K ein angeordneter Korper und es seien (25,),,cr, (Un)pen Und (2n),en
drei Folgen in K. Es gelte z,, < y, < z, fiir allen € N und (z,), . und
(2n) e kKonvergieren beide gegen den gleichen Grenzwert a. Zeige, dass dann
auch (y,),cy gegen diesen Grenzwert a konvergiert.

Aufgabe 6.12. Man gebe ein Beispiel fiir eine Cauchy-Folge in Q, die (in
Q) nicht konvergiert.
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Aufgabe 6.13.*

Es sei K ein angeordneter Korper. Zeige, dass eine Cauchy-Folge (z,,),, oy in
K beschrankt ist.

Aufgabe 6.14.*

Es sei K ein angeordneter Korper. Es sei (), .y eine Cauchy-Folge in K,
die eine konvergente Teilfolge enthalte. Zeige, dass die Folge konvergiert.

Aufgabe 6.15.*
Es sei (2,,),,cy eine reelle Folge. Es gelte

1
|xn - xnfl‘ S -
n

fiir alle n € N, Folgt daraus, dass (z,),y eine Cauchy-Folge ist?

Aufgabe 6.16. Es sei (z,),y eine Cauchy-Folge in einem angeordneten
Kérper und es sei (yy),,cy eine Nullfolge in K. Zeige, dass die Summenfolge
Zn = Tn+ Yn

ebenfalls eine Cauchy-Folge ist.

Aufgabe 6.17. Es sei (z,,),y eine Cauchy-Folge in einem angeordneten

Korper. Zeige, dass es eine Teilfolge x,,, i € N, derart gibt, dass folgende

Eigenschaft erfiillt ist: Zu jedem k € N gilt fiir alle ¢, j > k die Abschétzung
1

‘I"i _x”j‘ S o

~ k

Aufgabe 6.18. Es sei a € R eine nichtnegative reelle Zahl und zy € R;.
Zeige, dass die rekursiv definierte Folge mit

Ty +ajzy,
Tnt1 = 5

gegen +/a konvergiert.

Aufgabe 6.19.*
Untersuche die Folge

T, = Vn-vn+1—n

auf Konvergenz.



96

Aufgabe 6.20. Es sei K ein angeordneter Korper. Zeige, dass fiir die Folge
der Stammbriiche die folgenden Eigenschaften dquivalent sind.

(1) Die Folge - ist eine Nullfolge.
(2) Die Folge - ist eine Cauchy-Folge.
(3) Der Korper K ist archimedisch angeordnet.

S |=3 =

Aufgabe 6.21. Es sei K ein angeordneter Kérper und sei T C K eine
Telmenge, die das Supremum = € K besitze. Zeige, dass es eine Folge (z,,)
in T gibt, die gegen x konvergiert.

neN

Aufgabe 6.22. Es sei K ein angeordneter Kérper und (z,,),.y €ine wach-
sende Folge in K. Zeige, dass die Folge genau dann konvergiert, wenn die
Menge {z,, | n € N} ein Supremum besitzt.

Die néchste Aufgabe verwendet die folgende Definition.

Es sei K ein angeordneter Korper. Eine Teilmenge 7" C K heifit ein Abschnitt,
wenn fiir alle a,b € T'mit a < b und jedes x € K mit a <z < bauchxz €T
ist.

Aufgabe 6.23. Es sei K ein angeordneter Korper. Zeige, dass jedes Intervall
(einschliefllich der unbeschréinkten Intervalle) in K ein Abschnitt ist.

Man gebe ein Beispiel fiir einen Abschnitt in Q, der kein Intervall ist.

Zeige, dass in R jeder Abschnitt ein Intervall ist.

Aufgabe 6.24. Es sei K ein archimedisch angeordneter vollstdndiger Kor-
per. Zeige, dass x € K genau dann nichtnegativ ist, wenn x eine Quadrat-
wurzel besitzt.

Die folgende Aufgabe setzt Kenntnisse in linearer Algebra voraus.

Aufgabe 6.25.*
Es sei K ein angeordneter Korper und sei
V=K%

der Vektorraum aller Folgen in K (mit komponentenweiser Addition und
Skalarmultiplikation).

a) Zeige (ohne Sétze tiber konvergente Folgen zu verwenden), dass die Menge
der Nullfolgen, also

U= {(xn)n€N+ | (Zn)nen, konvergiert gegen 0}

ein K-Untervektorraum von V ist.
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b) Sind die beiden Folgen
(1/n>neN+ und (1/n2)nEN+

linear unabhéngig in V7

6.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 6.26. (3 Punkte)

Berechne den Grenzwert der Folge

om+1\° om+1\? om + 1
s () (M) w2 (M)
n mn n

fiir n — oo.

Aufgabe 6.27. (5 Punkte)
Es sei K ein archimedisch angeordneter Korper und seien P(z) = Z?:o a; !

und Q(z) = Y7, bz’ Polynome mit ag4, b, # 0. Man bestimme in Abhéngig-
keit von d und e, ob die durch

P(n)

T Q)

(fiir » hinreichend grofl) definierte Folge konvergiert oder nicht, und bestim-
me gegebenenfalls den Grenzwert.

Aufgabe 6.28. (4 Punkte)

Es sei K ein archimedisch angeordneter Korper und sei P(z) = S0 a;a°
ein Polynom mit d > 1 und ay # 0 . Zeige, dass dann die durch

definierte Folge bestimmt gegen 400 divergiert, falls ag > 0 ist, und bestimmt
gegen —oo divergiert, falls ag < 0 ist.
Man folgere, dass die Folgenglieder

1

Yn
fiir n hinreichend grof3 definiert sind und gegen 0 konvergieren.
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Aufgabe 6.29. (3 Punkte)

Es seien (2n),cny> (Un)pey Und (2n),,cn Folgen in einem angeordneten Kérper
K derart, dass

fiir alle n € N gilt. Es seien (z,,),cy und (2,),,cy Cauchy-Folgen und es sei
die Differenzfolge 2, — x,, eine Nullfolge. Zeige, dass dann auch (y,),,.y €ine
Cauchy-Folge ist.

Aufgabe 6.30. (3 Punkte)

Es sei (2,),cy eine Cauchy-Folge in einem angeordneten Korper K, die so-
wohl unendlich viele positive als auch unendlich viele negative Folgenglieder
besitzt. Zeige, dass es sich um eine Nullfolge handelt.

7. VORLESUNG - VOLLSTANDIGKEIT

7.1. Weitere Eigenschaften der reellen Zahlen.

Korollar 7.1. Eine beschrdnkte und monotone Folge in R konvergiert.

Beweis. Nach Voraussetzung ist die Folge wachsend und nach oben be-
schriankt oder fallend und nach unten beschréinkt. Nach Lemma 6.9 liegt eine
Cauchy-Folge vor, und diese konvergiert in R. U

Diese Aussage ist auch die Grundlage dafiir, dass die Dezimalentwicklung
stets eine (eindeutige) reelle Zahl definiert. Eine (unendliche) Dezimalent-
wicklung

a,a_1a_o20a_3...

mit a € N (wir beschrinken uns auf nichtnegative Zahlen) und a, €
{0,...,9} fiir alle n € N ist ndmlich zu verstehen als die Folge der rationalen
Zahlen

‘ . 1 1 1)’

To = a, T1 .—a—i—a,yﬁ, To:=a-+a_q- 1—O—|—a,2- (E) , etc.
Diese ist offenbar monoton wachsend. Wir werden in der iiberndchsten Vorle-
sung (siehe insbesondere Aufgabe 9.29) sehen, dass sie nach oben beschréinkt
ist (beispielsweise durch a + 1), so dass dadurch in der Tat eine reelle Zahl
definiert wird.

Eine weitere Moglichkeit, reelle Zahlen zu beschreiben, wird durch Intervall-
schachtelungen gegeben.
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Definition 7.2. Es sei K ein angeordneter Korper. Eine Folge von abge-
schlossenen Intervallen

I, = [an, by, n € N,
in K heifit eine Intervallschachtelung, wenn I,,.; C I, fiir alle n € N ist
und wenn die Folge der Intervalllingen, also

(bn - an)neN )

gegen 0 konvergiert.

Die Intervalllingen miissen also insbesondere eine fallende Nullfolge bilden.
Es wird nicht eine bestimmte Geschwindigkeit dieser Konvergenz verlangt.
Die Intervallhalbierung ist eine spezielle Intervallschachtelung, bei der man
zusitzlich verlangt, dass das folgende Intervall jeweils die untere oder die
obere Hilfte des Vorgéngerintervalls ist. Zu einer Dezimalbruchfolge

Qn,
Ty = —
107
gehort die Intervallschachtelung
an, an,+1
10 10

Hier ist x, der untere Rand des Intervalls I,, und es gilt x,.; € I, (und
wobei zusitzlich ausgeschlossen ist, dass x,,1 der rechte Rand von I, ist).

Die Intervalllingen sind hier #.

Satz 7.3. Es sei I,,, n € N, eine Intervallschachtelung in R. Dann besteht
der Durchschnitt ﬂ
I,

neN
aus genau einem Punkt x € R. Eine reelle Intervallschachtelung bestimmit
also genau eine reelle Zahl.

Beweis. Siehe Aufgabe 7.3. g

Genauer gilt, dass bei einer Intervallschachtelung sowohl die Folge der unte-
ren Intervallgrenzen als auch die Folge der oberen Intervallgrenzen gegen ein
und dieselbe Zahl konvergieren. Ebenso konvergiert jede Folge (z,,),,o mit
x, € I, gegen diesen Grenzwert, sieche Aufgabe 7.4.

Die Vollstéandigkeit der reellen Zahlen sichert auch die Existenz einer eindeu-
tig bestimmten Quadratwurzel fiir eine nichtnegative reelle Zahl.
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Satz 7.4. Zu jeder nichtnegativen reellen Zahl ¢ € Rsq gibt es eine eindeu-
tige nichtnegative reelle Zahl x mit x> = c. Diese Zahl x heifit die Quadrat-
wurzel von ¢ und wird mit \/c bezeichnet.

Beweis. Nach Aufgabe 5.4 kann es maximal zwei Zahlen geben, deren Qua-
drat gleich c ist, und diese Zahlen sind wegen

(—2)* = (=1)%* = a®

negativ zueinander. Es kann also maximal nur eine nichtnegative Quadrat-
wurzel geben. Die Existenz wird durch das babylonische Wurzelziehen ge-
sichert, das eine Intervallschachtelung beschreibt. Nach Satz 7.3 legt eine
Intervallschachtelung eine eindeutig bestimmte reelle Zahl fest. Nennen wir
diese Zahl z. Wir miissen zeigen, dass diese Zahl in der Tat eine Quadrat-
wurzel von c ist, dass also 22 = cist. Bei ¢ = 0 ist dies klar, wir nehmen also
¢ > 0 an. Die Intervallgrenzen sind rekursiv (bei einem Startwert zo > 0)
durch
Tn + o

2
-~ bestimmt und die Folge x, konvergiert gegen x. Dies gilt auch
fiir die ,,verschobene® Folge z,.1. Nach den Rechengesetzen fiir konvergente
Folgen gilt somit

Tp+1 =

C

und
X

s + 2
2
Dies ergibt
r = =
x
und somit z? = c. O

Bei einer wachsenden, nach oben beschrénkten Folge (), .y kann man den
Grenzwert auch als das Supremum der Menge {z, | n € N} auffassen. In-
sofern ist die folgende Aussage eine weitreichende Verallgemeinerung von
Korollar 7.1.

Satz 7.5. Jede nichtleere nach oben beschrdnkte Teilmenge der reellen Zahlen
besitzt ein Supremum in R.

Beweis. Es sei M C R eine nichtleere, nach oben beschrankte Teilmenge. Es
sei g € M und yy eine obere Schranke fiir M, d.h. es ist x < yo fiir alle
& € M. Wir konstruieren zwei Folgen (), cy und (yn), oy, Wobei x, € M
wachsend, (yn),,cy fallend ist und jedes y, eine obere Schranke von M ist (so
dass insbesondere z,, <y, fiir alle n ist), und so, dass (xy),,.y eine Cauchy-
Folge ist. Dabei gehen wir induktiv vor, d.h. die beiden Folgen seien bis n
bereits definiert und erfiillen die gewiinschten Figenschaften. Wir setzen

Ty, falls 22382 g N M =0,
i ein beliebiger Punkt aus [*23¥% y,] N M sonst .
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und

{—%;yn, falls [Z2ken g1 M =0,
Yn+1 =
UYn SONSt .

Dieses Punktepaar erfiillt die gewiinschten Eigenschaften, und es ist

1 n
Yn — Tp < <§> (Yo — x0) ,

da in beiden Féillen der Abstand zumindest halbiert wird. Da die Folge
(75),en Wachsend und nach oben beschrénkt ist, konvergiert sie nach Ko-
rollar 7.1 gegen einen Grenzwert, sagen wir x. Ebenso ist die fallende Folge
(Yn)peny nach unten beschréankt und konvergiert gegen denselben Grenzwert
x. Wir behaupten, dass dieses x das Supremum von M ist. Wir zeigen zu-
erst, dass x eine obere Schranke von M ist. Sei dazu z > z fiir ein z € M
angenommen. Da die Folge (y,,),,cy gegen x konvergiert, gibt es insbesondere
ein n mit
r < yp < Z

im Widerspruch dazu, dass jedes y, eine obere Schranke von M ist. Fiir die
Supremumseigenschaft miissen wir zeigen, dass x kleinergleich jeder oberen
Schranke von M ist. Sei dazu u eine obere Schranke von M und nehmen wir

an, dass © > w ist. Da (2,), .y gegen = konvergiert, gibt es wieder ein n mit
u<z, <<

im Widerspruch dazu, dass u eine obere Schranke ist. Also liegt wirklich das
Supremum vor. O

Mit diesem Satz kann man einfach die Existenz von beliebigen Wurzeln nach-
weisen.

Beispiel 7.6. Es sei a € R>gund £ € N. Es sei
M = {z € Ry | 2" <a}.

Diese Menge ist wegen 0 € M nicht leer und nach oben beschrénkt (bei
a < 1 ist 1 eine obere Schranke, sonst ist a eine obere Schranke). Es sei
s = sup (M), das es nach Satz 7.5 geben muss. Dann ist s* = a, d.h. s
ist eine k-te Wurzel von a, da sowohl die Annahme s¥ < a als auch die
Annahme s* > a, zu einem Widerspruch fiihrt, siche Aufgabe 7.19.

7.2. Der Satz von Bolzano-Weierstra$.
Die folgende Aussage heifit Satz von Bolzano-Weierstraf.

Satz 7.7. Es sei (y),cy €ine beschrinkte Folge von reellen Zahlen. Dann
besitzt die Folge eine konvergente Teilfolge.

Beweis. Die Folge (xy),,cy sei durch

ap < x, < by
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beschréankt. Wir definieren zuerst induktiv eine Intervallhalbierung derart,
dass in den Intervallen unendlich viele Folgenglieder liegen. Das Startintervall
ist Iy := [ao, bo]. Sei das k-te Intervall I bereits konstruiert. Wir betrachten
die beiden Hélften

ay + b
2

ay + by
2

| und [

[a'kv ) bk‘] .

In mindestens einer der Hélften liegen unendlich viele Folgenglieder, und wir
wéhlen als Intervall I, eine Halfte mit unendlich vielen Gliedern. Da sich
bei diesem Verfahren die Intervalllingen mit jedem Schritt halbieren, liegt
eine Intervallschachtelung vor. Als Teilfolge wihlen wir nun ein beliebiges
Element

Ty, € I
mit ng > np_1. Dies ist moglich, da es in diesen Intervallen unendlich viele

Folgenglieder gibt. Diese Teilfolge konvergiert nach Aufgabe 7.4 gegen die
durch die Intervallschachtelung bestimmte Zahl x. O

Karl Weierstrafl (1815-1897)

Eine dquivalente Formulierung ist, dass jede beschrinkte Folge in R einen
Héaufungspunkt besitzt.

7.3. Die eulersche Zahl e.
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Wir besprechen eine Beschreibung der sogenannten eulerschen Zahl e.

Lemma 7.8. Die Intervalle I,, = [a,,b,], n > 1, mit den Grenzen

1 n 1 n+1
an:(l—i——) undbn:<1+—)
n n

definieren eine Intervallschachtelung.

Beweis. Wegen 1 + % > 1 ist klar, dass

1
a, < an(1+—) = b,
n

ist, so dass also wirklich Intervalle vorliegen. Um zu zeigen, dass die Intervalle
ineinander liegen, zeigen wir, dass die unteren Grenzen wachsend und die
oberen Grenzen fallend sind. Wir betrachten zuerst (a,),,oy. Aufgrund der
Bernoulli-Ungleichung gilt

1\" 1 1

Dies schreiben wir als

n—1 < n?—1 n_ n+1 n-—1 n_ n+1\"/n—-1\"
n n2 a n n N n n ’

Daraus ergibt sich durch beidseitige Multiplikation mit (ﬁ)n (essein > 2.)
die Abschétzung

n—1 n
o () ()
n—1 n

Fiir die oberen Intervallgrenzen b,, ergibt die Bernoullische Ungleichung die

Abschéatzung

1 " 1

<1+2 >>1+ >4
n*—1

Daraus folgt

1 n? \" n n \" n \" n \"
1_.|__§ — . = .
n n?—1 n—1 n+1 n—1 n+1
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Durch beidseitige Multiplikation mit (”T“)n ergibt sich

n+1 n
b — (n-l—l) < < n > b
n n—1

Wir betrachten schliefllich die Intervalllingen. Diese sind

1 1 b
bn_an:an<1+—>—an:an—§—l
n n n

und konvergieren somit gegen 0. Also liegt insgesamt eine Intervallschachte-
lung vor. U

Leonhard Euler (1707-1783)

Durch diese Intervallschachtelung ist aufgrund von Satz 7.3 eindeutig eine
reelle Zahl bestimmt.

Definition 7.9. Die reelle Zahl

heifit Eulersche Zahl.

Ihr numerischer Wert ist
e = 2,718281828459. . ..

Wir werden bei der Behandlung der Exponentialfunktion auf die eulersche
Zahl zuriickkommen und eine andere Beschreibung dafiir kennenlernen.
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7. ARBEITSBLATT

7.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 7.1. Es sei I,, = [ay, b,] eine Intervallschachtelung fiir z und J,, =
[¢n, d,y] eine Intervallschachtelung fiir y. Beschreibe eine Intervallschachtelung
fiir  + y.

Aufgabe 7.2.*

Wir beschreiben eine Konstruktion von ineinander enthaltenen Intervallen,
und gehen vom Einheitsintervall [0, 1] aus. Das Intervall wird in zehn gleich-
lange Teilintervalle zerlegt und davon nehmen wir das achte Teilintervall.
Das entstehende Intervall teilen wir ebenfalls in zehn gleichlange Teilinter-
valle und nehmen davon wieder das achte Teilintervall. Dieser Teilungsprozess
wird unendlich oft durchgefiihrt, wobei eine Folge von Intervallen I,,, n € N,
entsteht (Ip ist das Einheitsintervall, das als Startintervall dient).

(1) Bestimme die Intervallgrenzen des Intervalls, das im zweiten Schritt
konstruiert wird.

(2) Erstelle eine Formel, die die untere und die obere Intervallgrenze des
Intervalls I,,, n € N, ausdriickt.

(3) Es gibt genau eine rationale Zahl ¢, die in jedem Intervall /,, enthalten
ist. Bestimme c als Bruch.

Aufgabe 7.3.*

Es sei I,,, n € N, eine Intervallschachtelung in R. Zeige, dass der Durchschnitt
e
neN

aus genau einem Punkt x € R besteht.

Aufgabe 7.4. Es sei I,, n € N, eine Intervallschachtelung in R und sei
(75,),,en €ine reelle Folge mit x,, € I,, fiir alle n € N. Zeige, dass diese Folge
gegen die durch die Intervallschachtelung bestimmte Zahl konvergiert.

Aufgabe 7.5. Es sei K ein archimedisch angeordneter Korper mit der Ei-
genschaft, dass jede Intervallschachtelung in K einen Punkt enthélt. Zeige,
dass K vollstandig ist.
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Vor der néchsten Aufgabe erinnern wir an die beiden folgenden Definitionen.

Zu zwei reellen Zahlen x und y heifit
T+y
2

das arithmetische Mittel.
Zu zwei nichtnegativen reellen Zahlen x und y heifit

N

das geometrische Mittel.

Aufgabe 7.6.*

Es seien x und y zwei nichtnegative reelle Zahlen. Zeige, dass das arithme-
tische Mittel der beiden Zahlen mindestens so grof wie ihr geometrisches
Mittel ist.

Aufgabe 7.7. Es seien b > a > 0 positive reelle Zahlen. Wir definieren

rekursiv zwei Folgen (2,,),,cy und (yn),,cy durch zo = a, yo = b und durch

ZTni1 = geometrisches Mittel von x,, und vy, ,

Ynt1 = arithmetisches Mittel von z,, und vy, .
Zeige, dass [z, y,] eine Intervallschachtelung ist.

Aufgabe 7.8. Zeige, dass das Quadrieren
RZO — RZ()? T — ZE2,

eine wachsende Funktion ist. Man folgere daraus, dass auch die Quadratwur-
zel

Rzo — Rzo, u+— \/E,
eine wachsende Funktion ist.

Aufgabe 7.9. Zeige, dass fiir nichtnegative reelle Zahlen s und ¢ die Bezie-

hung
Vst = sVt

besteht.

Aufgabe 7.10.*

Begriinde geometrisch, dass die Wurzeln \/n, n € N, als Linge von , natiirli-
chen® Strecken vorkommen.

Tipp: Satz des Pythagoras.
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Aufgabe 7.11. Zeige, dass man zu jeder gegebenen Streckenlinge a (also
jedem a € Rsg) die Quadratwurzel y/a mit Zirkel und Lineal konstruieren
kann.

Tipp: Satz des Pythagoras und Bild rechts.

Aufgabe 7.12.*

Formuliere und beweise die Ldsungsformel fiir eine quadratische Gleichung
ar’ +br+c =0
mit a,b,c € R, a # 0.

Aufgabe 7.13.*
Es sei x eine reelle Zahl, von welcher der Beginn der kanonischen Dezimal-
bruchentwicklung gleich
0,3333333333 ...
(die weiteren Ziffern sind nicht bekannt). Was kann man iiber die Dezimal-

bruchentwicklung von 3z sagen? In welchem (moglichst kleinen) Intervall
liegt 3z7

Aufgabe 7.14. Die beiden reellen Zahlen x und y seien durch ihre Dezimal-
bruchentwicklung

r=0,212023. ..
und
Yy = 0,U1U2U3 R

gegeben. Man gebe unter Bezug auf diese Ziffernentwicklungen eine Folge
mit rationalen Gliedern an, die gegen xy konvergiert.
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Aufgabe 7.15. Untersuche die durch

1
xn—%

gegebene Folge (n > 1) auf Konvergenz.

Aufgabe 7.16. Bestimme den Grenzwert der durch

2+ 5y/n+ 7
Ty =
—5n+3y/n —4

definierten reellen Folge.

Aufgabe 7.17. Es sei x,, € R eine konvergente Folge mit dem Grenzwert
x. Zeige, dass die Folge /7, gegen /x konvergiert.

Aufgabe 7.18. Sei @ € R>p und £ € N,. Zeige, dass zu einem beliebigen
Startwert o € R, durch

(k - 1)xn + #
Tpy1 = L =

eine Folge definiert wird, die gegen /a konvergiert.

Aufgabe 7.19. Es sei a € Rog, k € N, M = {z € Ry | 2F < a} und s =
sup (M). Zeige s* = a.

Aufgabe 7.20.*

Es seien a,b positive reelle Zahlen und m,n € N. Zeige mit geeigneten
Potenzgesetzen die folgenden Aussagen.

(1) Es ist

Vi = .
(2) Es ist

Vb = ¥/a V.
(3) Es ist

-1

- ()
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Aufgabe 7.21.*
Es sei b > 1 eine reelle Zahl. Wir betrachten die reelle Folge

T, = bn = Vb

(1) Zeige, dass die Folge monoton fallend ist.
(2) Zeige, dass samtliche Folgenglieder > 1 sind.
(3) Zeige, dass die Folge gegen 1 konvergiert ist.

Aufgabe 7.22. Es sei £k € N,. Untersuche die Folge

auf Konvergenz.

Aufgabe 7.23. Es seien A und B beschriankte Teilmengen von R. Ferner sei
A+B:={a+blacA,be Bfund A—B:={a—blac A be B}.

) Zeige, dass sup(A + B) = sup(A) + sup(B).

) Wie lautet die entsprechende Formel fiir sup(A — B)?
) Zeige, dass sup(A U B) = max{sup(A),sup(B)}.

) Was lésst sich iiber sup(A N B) sagen?
)

(1
(2
(3
(4
(5) Wie lautet die Entsprechung zu 3. fiir unendlich viele Mengen?

Aufgabe 7.24.*

Es sei
f(x):xz—i-x—;
Zu jedem Startwert xy € R betrachten wir die reelle Folge
Tn = ["(0)

es gilt also die rekursive Beziehung x,.1 = f(z,). Zeige, dass die Folge fiir
xo € [—2, 1] einen Haufungspunkt besitzt.

Aufgabe 7.25. Es sei K ein angeordneter Korper, der nicht archimedisch
angeordnet sei. Zeige, dass fiir K die Aussage das Satzes von Bolzano-
Weierstrafl nicht gilt.
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Aufgabe 7.26. Zeige die folgenden Abschétzungen.

a)
n 1 1
<
(k) nk — kU

1+1 "< "1
n _kzok!'

Aufgabe 7.27. Berechne mit einem Computer die ersten hundert Nachkom-
mastellen im Zehnersystem von

) \"
e = lim <1+—> .
n—o0 n

Fiir welches n wird diese Genauigkeit erreicht?

7.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 7.28. (7 (1+3+3) Punkte)

Wir beschreiben eine Konstruktion von ineinander enthaltenen Intervallen,
und gehen vom Einheitsintervall [0, 1] aus. Das Intervall wird in sieben gleich-
lange Teilintervalle zerlegt und davon nehmen wir das sechste Teilintervall.
Das entstehende Intervall teilen wir ebenfalls in sieben gleichlange Teilinter-
valle und nehmen davon wieder das sechste Teilintervall. Dieser Teilungspro-
zess wird unendlich oft durchgefiihrt, wobei eine Folge von Intervallen I,,,
n € N, entsteht ([ ist das Einheitsintervall, das als Startintervall dient).

(1) Bestimme die Intervallgrenzen des Intervalls, das im ersten Schritt
konstruiert wird.

(2) Erstelle eine Formel, die die untere und die obere Intervallgrenze des
Intervalls I,,, n € N, ausdriickt.

(3) Es gibt genau eine rationale Zahl ¢, die in jedem Intervall /,, enthalten
ist. Bestimme c als Bruch.

Der dritte Teil erfordert Grundtatsachen iiber den Divisionsalgorithmus.

Aufgabe 7.29. (3 Punkte)
Entscheide, ob die Folge
an=vVn+1—+/n

konvergiert, und bestimme gegebenenfalls den Grenzwert.
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Aufgabe 7.30. (5 Punkte)

Untersuche die durch

n

n

b YT
n:

gegebene Folge auf Konvergenz.

Aufgabe 7.31. (4 Punkte)
Es sei (fn),ey die Folge der Fibonacci-Zahlen und

o
" fn—l

Zeige, dass diese Folge in R konvergiert und dass der Grenzwert x die Bedin-
gung

r=14a2""

erfiillt. Berechne daraus z.

Tipp: Zeige zuerst mit Hilfe der Simpson-Formel, dass man mit diesen Brii-
chen eine Intervallschachtelung basteln kann.

Aufgabe 7.32. (5 Punkte)

Es sei K ein angeordneter Korper mit der Figenschaft, dass in ihm jede
nichtleere, nach oben beschrinkte Teilmenge ein Supremum besitzt. Zeige,
dass K vollsténdig ist.

Aufgabe 7.33. (6 Punkte)

Zeige, dass jede Folge in R eine monotone Teilfolge besitzt.

8. VORLESUNG - KOMPLEXE ZAHLEN

8.1. Die komplexen Zahlen.

In dieser Vorlesung fithren wir aufbauend auf die reellen Zahlen die komple-
xen Zahlen ein. Damit haben wir alle fiir die Anfdngervorlesungen relevanten
Zahlbereiche zur Verfiigung. Die Konstruktion der reellen Zahlen aus den
rationalen Zahlen ist einigermaflen kompliziert, obwohl die reellen Zahlen
scheinbar vertraut sind. Dagegen ist die Einfiihrung der komplexen Zahlen
einfach, obwohl sie zunéchst nicht vertraut aussehen.

Definition 8.1. Die Menge
RQ
mit 0 := (0,0) und 1 := (1,0), mit der komponentenweisen Addition und der
durch
(a,b) - (¢,d) := (ac — bd,ad + bc)
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definierten Multiplikation nennt man Korper der komplexen Zahlen. Er wird
mit
C

bezeichnet.

Die Addition ist also einfach die vektorielle Addition im R?, wihrend die
Multiplikation eine neuartige Verkniipfung ist, die zwar numerisch einfach
durchfithrbar ist, an die man sich aber dennoch gew6éhnen muss. Wir wer-
den in Korollar 21.8 noch eine geometrische Interpretation fiir die komplexe
Multiplikation kennenlernen.

Lemma 8.2. Die komplexen Zahlen bilden einen Korper.
Beweis. Siehe Aufgabe 8.4. O

Wir 16sen uns von der Paarschreibweise und schreiben
a+bi:= (a,b).

Insbesondere ist i = (0, 1), diese Zahl heifit imagindre Einheit. Diese Zahl
hat die wichtige Eigenschaft

)

i© = —1.
Aus dieser Eigenschaft ergeben sich sdmtliche algebraischen Eigenschaften
der komplexen Zahlen durch die Korpergesetze. So kann man sich auch die
obige Multiplikationsregel merken, es ist ja

(a+bi)(c+di) = actaditbictbidi = act+bdi’+(ad+bc)i = ac—bd+(ad+be)i.

Wir fassen eine reelle Zahl a als die komplexe Zahl a + 0i = (a,0) auf. In
diesem Sinne ist R C C. Es ist gleichgiiltig, ob man zwei reelle Zahlen als
reelle Zahlen oder als komplexe Zahlen addiert oder multipliziert.

Definition 8.3. Zu einer komplexen Zahl

z = a+bi
heifit

Re (2) = a
der Realteil von z und

Im (2) =0

heifit der Imagindrteil von z.

Man sollte sich allerdings die Menge der komplexen Zahlen nicht als etwas
vorstellen, was weniger real als andere Zahlensysteme ist. Die Konstruktion
der komplexen Zahlen aus den reellen Zahlen ist bei Weitem einfacher als
die Konstruktion der reellen Zahlen aus den rationalen Zahlen. Allerdings
war es historisch ein langer Prozess, bis die komplexen Zahlen als Zahlen
anerkannt wurden; das Irreale daran ist, dass sie einen Korper bilden, der
nicht angeordnet werden kann, und dass es sich daher scheinbar um keine
Groflen handelt, mit denen man sinnvollerweise etwas messen kann.
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Man kann sich die komplexen Zahlen als die Punkte in einer Ebene vorstellen;
fiir die additive Struktur gilt ja einfach C = R2. In diesem Zusammenhang
spricht man von der Gaussschen Zahlenebene. Die horizontale Achse nennt
man dann die reelle Achse und die vertikale Achse die imagindre Achse.

Lemma 8.4. Real- und Imagindrteil von komplexen Zahlen erfiillen folgende
Figenschaften (fir z und w aus C).

(1) Esist z = Re (2) + Im (2)i.

(2) Esist Re (z+w) = Re (2) + Re (w).
(3) Esist Im (z +w) = Im (2) + Im (w).
(4) Firr € R st

Re (rz) =rRe (2) und Im (rz) =rIm (z).

(5) Esist z = Re (z) genau dann, wenn z € R ist, und dies ist genau
dann der Fall, wenn Im (z) = 0 ist.

Beweis. Siehe Aufgabe 8.10. g
Definition 8.5. Die Abbildung
C—C,z=a+bi+——Z:=a—bi,

heifit komplexe Konjugation.

Zu z heifit Z die konjugiert-komplexe Zahl von z. Geometrisch betrachtet ist
die komplexe Konjugation zu z € C einfach die Achsenspiegelung an der
reellen Achse.

Lemma 8.6. Fliir die komplexe Konjugation gelten die folgenden Rechenre-
geln (fiir beliebige z,w € C).

1) Bsistz+w = Z+ .
2) Esist —z = —Z.
3) Esistz-w = Z-w.
4) Firz # 0ist 1/2 = 1/7.
5) Esistz = z.

6) Esist Z = z genau dann, wenn z € R ist.

(
(
(
(
(
(
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Beweis. Siehe Aufgabe 8.26. 0

Das Quadrat d? einer reellen Zahl ist stets nichtnegativ, und die Summe von
zwei nichtnegativen reellen Zahlen ist wieder nichtnegativ. Zu einer nicht-
negativen reellen Zahl ¢ gibt es eine eindeutige nichtnegative Quadratwurzel
V¢, sieche Aufgabe 6.15. Daher liefert folgende Definition eine wohldefinierte
nichtnegative reelle Zahl.

Definition 8.7. Zu einer komplexen Zahl
z = a—+bi
ist der Betrag durch

2] = Va2 + 12

definiert.

Der Betrag einer komplexen Zahl z ist aufgrund des Satzes des Pythagoras
der Abstand von z zum Nullpunkt 0 = (0, 0). Insgesamt ist der Betrag eine
Abbildung

C—>R207 2 |Z|

Die Menge aller komplexen Zahlen mit einem bestimmten Betrag bilden einen
Kreis mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt und mit dem Betrag als Radius.
Insbesondere bilden alle komplexen Zahlen mit dem Betrag 1 den komplexen
FEinheitskreis. Die Zahlen auf dem komplexen Einheitskreis stehen durch die
eulersche Formel in Beziehung zur komplexen Exponentialfunktion und zu
den trigonometrischen Funktionen, siehe Satz 15.10 und Satz 21.5. Es sei hier
erwihnt, dass das Produkt von zwei komplexen Zahlen auf dem Einheitskreis
sich ergibt, indem man die zugehorigen Winkel, gemessen von der positiven
reellen Achse aus gegen den Uhrzeigersinn, addiert.

Im‘. ;

163 = o
e"=cos p+ising
i

Lemma 8.8. Fiir eine komplexe Zahl z gelten die folgenden Beziehungen.

(1) Es st |z| = vz Z.
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IS

(2) Esist Re (z) = 2=
(3) Esist Im (z2) = %=,

(4) EsistZ = Re (z) —ilm (z).
(5) Fiir z # 0 ist z7' = ﬁ

|

Beweis. Siehe Aufgabe 8.12. U

Lemma 8.9. Fir den Betrag von komplexen Zahlen gelten folgende Eigen-
schaften.

(1) Fir reelles z stimmen reeller und komplexer Betrag tiberein.
(2) Esist |z| = 0 genau dann, wenn z = 0 ist.

(3) Esist |z| = |Z|.

(4) Es ist |zw| = |z| - |w]|.

(5) Fir z # 0ist |1/z] = 1/|z|.

(6) Esist |Re (2)],[Im (2)] < |2|.

(7) Esist |z +w| < |2| + |w].

Beweis. Wir zeigen die Dreiecksungleichung, fiir die anderen Aussagen siehe
Aufgabe 8.13. Zunéchst gilt nach (6) fiir jede komplexe Zahl u die Abschét-
zung Re (u) < |u|. Daher ist

Re (zw) < |z| |w],

und somit ist

|2+ w| (z +w)(z + W)

2Z+ 2w+ wz +ww
1z]* + 2Re (2w) + |w|*
|2* + 2 2] Jw| + w|®
(I2] + [w])?.

Durch Wurzelziehen ergibt sich die gewiinschte Abschéitzung. U

Al

Mit dem Betrag kann man auch die offenen und die abgeschlossenen Kreis-
scheiben zu einem Mittelpunkt P € C und einem Radius b € R definieren.
Man nennt

B(P,b) = {z€C||z—P| <b}
die abgeschlossene Kreisscheibe und
UPb) ={z€C||z—P|<b}

die offene Kreisscheibe.

8.2. Folgen von komplexen Zahlen.

Mit Hilfe des Betrages kann man fiir zwei komplexe Zahlen z1, 2, € C den
Abstand durch

d(z1,22) == |21 — 29|



116

erkliaren. Dieser ist eine nichtnegative reelle Zahl. Mit diesem Abstandsbegriff
ldasst sich der Konvergenzbegriff fiir Folgen reeller Zahlen unmittelbar auf
Folgen komplexer Zahlen verallgemeinern. Eine Folge komplexer Zahlen z,
setzt sich aus zwei reellen Folgen zusammen: Jedes z, kann man als

Zn = Tp + 1Y,

schreiben, wobei eben x,, der Realteil und ¥, der Imaginérteil von z, ist.
Dabei gilt die Beziehung, dass die komplexe Folge z, genau dann konver-
giert, wenn die beiden reellen Folgen z, und y, in R konvergieren. Fiir den
Grenzwert gilt dabei

lim z, = lim x, +1i lim vy,,
n—oo n—oo n—oo

siehe Aufgabe 8.14.

Mit dieser Beziehung kann man viele GesetzméBigkeiten fiir komplexe Fol-
gen direkt aus der entsprechenden reellen Situation erhalten. Wir erwiahnen
explizit die folgenden Rechenregeln.

Satz 8.10. Es seien (Tn),cy und (Yn),en konvergente Folgen in C. Dann
gelten folgende Aussagen.

(1) Die Folge (zn, 4 Yn),en 15t konvergent und es gilt

lim (z, + yn) = (lim x,) + (lim y,).

n—0o0 n—oo n—o0

(2) Die Folge (2, - Yn),en 95t konvergent und es gilt

lim (z, - y,) = (lim z,) - (lim y,).

n—oo n—oo n—oo
(3) Fiir c € C gilt

lim cx,, = ¢(lim x,).
n—oo n— oo

(4) Es sei lim, oo, = x # 0 und x,, # 0 fiir alle n € N. Dann ist

<L> ebenfalls konvergent mit
neN

Tn

(5) Es seilim, oo, = x # 0 und x, # 0 fiir alle n € N. Dann ist
(y—”> ebenfalls konvergent mit
neN

In

lim — = ——~,

n—00 T, x

Beweis. Siehe Aufgabe 8.15. O
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8.3. Quadratwurzeln von komplexen Zahlen.

Die imaginire Einheit i hat die wichtige Eigenschaft i? = —1. Das Negative
von i besitzt die gleiche Eigenschaft, ndmlich

(-i)? = (=142 = —1.
Damit gibt es zu jeder negativen reellen Zahl —c¢ (mit ¢ positiv) in C die
beiden Quadratwurzeln /ci und —y/ci. Im folgenden Beispiel zeigen wir,

dass nicht nur jede reelle Zahl in C eine Quadratwurzel besitzt, sondern
iiberhaupt jede komplexe Zahl.

Beispiel 8.11. Es sei z = a+bi eine komplexe Zahl. Dann hat die komplexe
Zahl

1
u=—|ov|z|+a-+1i z—a)
(VT a+iv
mit dem Vorzeichen

1, falls b >0,
—1falls b <0,

die Eigenschaft

UQZZ.

Insbesondere besitzt also z zwei Quadratwurzeln, ndmlich v und —u, die bei
z = 0 zusammenfallen.

Wir zeigen dies fiir den Fall
b > 0.

Dann ist

2

%( |z!+a+im)>2

(12l + = (121 = a) + 20/ (T + ) (2] — )
(2a+2i |z|2—a2)

- (2a+21\/b_2)

1
= 5(2@ + 2ib)
a + bi.

N =N =N =

Daraus ergibt sich, dass innerhalb von C jede quadratische Gleichung
az’ +bz+c=0

mit a,b,c € C, a # 0, mindestens eine komplexe Losung besitzt, siehe Auf-
gabe 8.21.

Ein wichtiger Satz, der sogenannte Fundamentalsatz der Algebra besagt, dass
iiberhaupt jede polynomiale Gleichung

A2+ 12" P4t at Farz+ag = 0
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mit ag, at,...,a, € Cund mit n > 1 und a, # 0 mindestens eine Losung
in C besitzt. D.h., dass jedes nichtkonstante Polynom {iber den komplexen
Zahlen eine Nullstelle besitzt. Diesen Satz konnen wir zum jetzigen Zeitpunkt
noch nicht beweisen.

8. ARBEITSBLATT

8.1. Ubungsaufgaben.

Bei den Rechenaufgaben zu den komplexen Zahlen muss das Ergebnis immer
in der Form a + bi mit reellen Zahlen a,b angegeben werden, wobei diese so
einfach wie moglich sein sollen.

Aufgabe 8.1. Berechne die folgenden Ausdriicke innerhalb der komplexen
Zahlen.

(1) (5 + 41)(3 — 2i).

(2) (2 +3i)(2 — 4i) + 3(1 — i)
(3) (2i +3)2.

(4) 11011‘

(5) (=2 + 5i)~1

(6) -

Aufgabe 8.2.*
Bestitige die Gleichung
(=241 + (—2—1)* = (1+i)%

Aufgabe 8.3. Zeige, dass fiir reelle Zahlen die Addition und die Multiplika-
tion als reelle Zahlen und als komplexe Zahlen {ibereinstimmen.

Aufgabe 8.4.*

Zeige, dass die komplexen Zahlen einen Korper bilden.

Aufgabe 8.5. Zeige, dass P = R? mit der komponentenweisen Addition und
der komponentenweisen Multiplikation kein Korper ist.

Aufgabe 8.6. Skizziere die folgenden Teilmengen.
(1) {z€ C|Re () > —3},

(2) {z€C|Im (2) <2},
(3) { € C ||z <5}
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Aufgabe 8.7.*
a) Berechne
(4 —T7i)(5+ 3i).
b) Bestimme das inverse Element 27! zu z = 3 + 4i.
c¢) Welchen Abstand hat z~! aus Teil (b) zum Nullpunkt?

Aufgabe 8.8.*
Lose die lineare Gleichung

(2+5i)z = (3—Ti)
iiber C und berechne den Betrag der Lésung.

Aufgabe 8.9. Finde zu einer komplexen Zahl z = a + bi # 0 die inverse
komplexe Zahl mit Hilfe eines reellen linearen Gleichungssystems mit zwei
Variablen und zwei Gleichungen.

Aufgabe 8.10.*

Beweise die folgenden Aussagen zu Real- und Imaginérteil von komplexen
Zahlen.

(1) z=Re (z) + Im (2)i.
(2) Re (z +w) = Re (2) + Re (w).
(3) Im (2 4+ w) =1Im (2) +
(4) Fiir r € R ist
Re (rz) =rRe (z) und Im (rz) =rIm (2).

(5) z = Re (2) genau dann, wenn z € R ist, und dies ist genau dann der
Fall, wenn Im (z) = 0 ist.

Aufgabe 8.11.*

Berechne
(z +iy)".

Aufgabe 8.12.*

Zeige, dass innerhalb der komplexen Zahlen folgende Rechenregeln gelten.

(1) || )
) Re (2) = ==
) Im (2) = 52,
)
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(5) Fiir z # 0 ist 271 = =5

||

Aufgabe 8.13. Zeige die folgenden Regeln fiir den Betrag von komplexen
Zahlen.

; Es ist |z| = 0 genau dann, wenn z = 0 ist.
) |2l = [7].

) [zw] = |z |w].

) Fir z # 0 ist [1/z| =1/ ]z|.

) [Re (2)], [Im (2)[ < [2].

Aufgabe 8.14. Zeige, dass eine Folge komplexer Zahlen
genau dann konvergiert, wenn sowohl z, als auch y, konvergiert. Fiir den
Grenzwert gilt dabei

lim z, = lim z, +1i lim v,.
n—oo n—oo n—oo

Aufgabe 8.15. Es seien (), .y und (yn),,cy konvergente Folgen in C. Be-
weise die folgenden Aussagen.

(1) Die Folge (x,, + yn),,cy ist konvergent und es gilt
Al ) = (0, )+ (10, 00)-
(2) Die Folge (x, - Yn),,cy ist konvergent und es gilt

A5 ) = (10, ) - (0 ).

(3) Fiir c € C gilt

lim cz,, = ¢(lim z,).

(4) Es sei lim,, yooz, =  # 0 und z,, # 0 fiir alle n € N. Dann ist

(L> ebenfalls konvergent mit
neN

Tn

(5) Es sei lim, ,ooz, = z # 0 und z,, # 0 fiir alle n € N. Dann ist

<z—“> ebenfalls konvergent mit
"/ neN

. Yn im0y,
hm _——_

n—00 I, T
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Aufgabe 8.16.*

Es sei z € C eine komplexe Zahl mit |z| < 1. Zeige, dass die Folge (2")
gegen 0 konvergiert.

neN

Aufgabe 8.17. Es sei z € C eine komplexe Zahl mit |z| > 1. Zeige, dass

die Folge (2"),,cy divergiert.

Eine Folge (z,,),,cy von komplexen Zahlen heifit Cauchy-Folge, wenn folgende
Bedingung erfiillt ist.

Zu jedem reellen € > 0 gibt es ein ng € N derart, dass fiir alle n,m > ng die
Beziehung

Ty — x| <€
gilt.

Aufgabe 8.18. Zeige, dass die komplexen Zahlen vollstindig sind, dass also
in C jede Cauchy-Folge konvergiert.

Die folgende Aufgabe beschreibt eine komplexe Version von Satz 7.7.

Aufgabe 8.19. Es seien a < b und ¢ < d reelle Zahlen und sei
Q={2€C|la<Re(z) <b c<Im(z) <d}

das dadurch definierte Reckteck in C. Es sei z,, eine Folge in (). Zeige, dass
diese Folge eine konvergente Teilfolge besitzt.

Aufgabe 8.20. Bestitige die in Beispiel 8.11 angegebene Formel fiir die
Quadratwurzel einer komplexen Zahl z = a 4 bi im Fall b < 0.

Aufgabe 8.21. Seien a,b,c € C mit a # 0. Zeige, dass es fiir die Gleichung
az?+bz+c=0

mindestens eine komplexe Losung z gibt.

Aufgabe 8.22. Seien a,b,¢c € C mit a # 0. Man charakterisiere, wann es
fiir die Gleichung
az? +bz+c=0

genau eine Losung in C gibt und wann zwei Losungen.

Aufgabe 8.23. Man bestimme die beiden komplexen Losungen der Glei-
chung
2?45z —3=0.
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Der Begriff eines Haufungspunktes lasst sich unmittelbar auf komplexe Fol-
gen erweitern.

Aufgabe 8.24. Bestimme die Haufungspunkte der komplexen Folge (i"),, .-
Man gebe fiir jeden Haufungspunkt eine Teilfolge an, die gegen diesen Punkt
konvergiert.

8.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 8.25. (3 Punkte)
Berechne die komplexen Zahlen

(1+1)"
firn=1,2,3,4,5.

Aufgabe 8.26. (3 Punkte)

Zeige, dass fiir die komplexe Konjugation die folgenden Rechenregeln gelten.

(1) zFw=z+mw.

(2) =2 = —Z.

(3) z-w=z%-w.

(4) Fiir z #£01ist 1/2 =1/Z.

(5) z = z.

(6) Z = z genau dann, wenn z € R ist.

Aufgabe 8.27. (5 Punkte)

Berechne die Quadratwurzeln, die vierten Wurzeln und die achten Wurzeln
von 1i.

Aufgabe 8.28. (3 Punkte)
Man finde alle drei komplexen Zahlen z, die die Bedingung
2 =1

erfiillen.

Aufgabe 8.29. (5 Punkte)

Es seien n komplexe Zahlen zq, 25, ..., 2, in der Kreisscheibe B mit Mittel-
punkt (0,0) und Radius 1, also in B = {z € C| |z| < 1}, gegeben. Zeige,
dass es einen Punkt w € B mit der Eigenschaft

n
Z'Z’ —w| >n
i=1
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gibt.

9. VORLESUNG - REIHEN

9.1. Reihen.

Wir haben in der fiinften Vorlesung gesagt, dass man eine Dezimalentwick-
lung, also eine (unendliche) Ziffernfolge mit Ziffern zwischen 0 und 9 als eine
wachsende Folge von rationalen Zahlen auffassen kann. Dabei hat die n-te
Nachkommastelle z_,, die Bedeutung, dass z_,,-10™" zur vorhergehenden Ap-
proximation hinzu zu addieren ist. Die Ziffernfolge gibt also (mit der inversen
Zehnerpotenz) direkt die Differenz der Folgenglieder an, und die Folgenglie-
der ergeben sich durch Aufsummieren dieser Differenzen. Diese Sichtweise
fithrt zum Begriff der Reihe.

Definition 9.1. Sei (a;), oy eine Folge von komplexen Zahlen.

Unter der Rethe Y .- aj versteht man die Folge (s,,)

n
Sp = E Qg.
k=0

Falls die Folge (s,), oy konvergiert, so sagt man, dass die Reihe konvergiert.
In diesem Fall schreibt man fiir den Grenzwert ebenfalls

(o]
>
k=0

und nennt ihn die Summe der Reihe.

neN der Partialsummen

Alle Begriffe fiir Folgen iibertragen sich auf Reihen, indem man eine Reihe
22020 ay als Folge der Partialsummen s, = ZZ:O ay auffasst. Wie schon bei
Folgen kann es sein, dass die Summation nicht bei k& = 0, sondern bei einer
anderen Zahl beginnt.

Beispiel 9.2. Wir wollen die Reihe
i :
pet k(k+1)

berechnen, wozu wir zuerst eine Formel fiir die n-te Partialsumme angeben.
Es ist

- 1 " /1 1 1 n
on ;k(k+1) k;(k k+1> n+l n+1

Diese Folge konvergiert gegen 1, so dass die Reihe konvergiert und ihre Sum-
me gleich 1 ist.
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Beispiel 9.3. Die harmonische Reihe ist die Reihe
>4
k=1 k

Es geht also um die ,unendliche Summe* der Stammbriiche

il by
234 56 7 8

Diese Reihe divergiert: Fiir die 2" Zahlen k = 2" +1,...,2" ! ist

2n+1 1 2n+1 1 1 1
— n —
Z_Z Z 2n+1_22n+1_2'
k=241 k=241
Daher ist

2n+l 1 n 2i+1 1 1
E:1+Z Z E 21+(”+1)§-

k=1 i=0 \ k=2i+1

Damit ist die Folge der Partialsummen unbeschrinkt und kann nach Lemma
5.10 nicht konvergent sein.

Nikolaus von Oresme (1330-1382) bewies, dass die harmonische Reihe divergiert.
Lemma 9.4. FEs sei

>

k=0
eine Rethe von komplexen Zahlen. Dann ist die Reihe genau dann konvergent,

wenn das folgende Cauchy-Kriterium erfillt ist: Zu jedem € > 0 gibt es ein
ng derart, dass fir alle n > m = ngy die Abschdtzung

n
> o
k=m

< e
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qgilt.
Beweis. Siehe Aufgabe 9.6. g
Lemma 9.5. Es seien

i a und i by,
k=0 k=0

konvergente Reihen von komplexen Zahlen mit den Summen s und t. Dann
gelten folgende Aussagen.

(1) Die Rethe > 7 cx mit ¢, = a, + by, ist ebenfalls konvergent mit der
Summe s +t.

(2) Fir A € C ist auch die Reihe Y -, dy mit d,, = Aa, konvergent mit
der Summe \s.

Beweis. Siehe Aufgabe 9.7. O

Aus der Divergenz der harmonischen Reihe folgt, dass man einen beliebig weiten
Uberhang mit gleichformigen Bauklotzen bauen kann.

Lemma 9.6. Es se:
>
k=0
eine konvergente Reihe von komplexen Zahlen. Dann ist

lim a;, = 0.
k—o00
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Beweis. Dies folgt direkt aus Lemma 9.4. U

Es ist also eine notwendige Bedingung fiir die Konvergenz einer Reihe, dass
die Reihenglieder eine Nullfolge bilden. Diese Bedingung ist nicht hinrei-
chend, wie die harmonische Reihe zeigt.

Die folgende Aussage heifit Leibnizkriterium fiir alternierende Reihen.

Satz 9.7. Es sei (x1),cy eine fallende Nullfolge von nichinegativen reellen
Zahlen. Dann konvergiert die Reihe Y po o (—1)*xy.

Beweis. Wir setzen
n

k=0
Wir betrachten die Teilfolge mit geradem Index. Fiir jedes n gilt wegen
Tonto < T,y die Beziehung

S2(nt1) = Son — Topt1 + Tont2 < Sop,

d.h. diese Teilfolge ist fallend. Ebenso ist die Folge der ungeraden Teilsummen
wachsend. Es gelten die Abschétzungen

So 2 Sap = Soap—1 = Si1-

Daher sind die beiden Teilfolgen fallend und nach unten beschrankt bzw.
wachsend und nach oben beschréankt, und daher wegen Korollar 7.1 konver-
gent. Wegen sg, — S9,,_1 = @9, und lim,, .. x, = 0 stimmen die Grenzwerte
iiberein. ]

9.2. Absolute Konvergenz.
Definition 9.8. Eine Reihe .
>
k=0
von komplexen Zahlen heifit absolut konvergent, wenn die Reihe

00
P
k=0

konvergiert.

Satz 9.9. Eine absolut konvergente Reihe von komplexen Zahlen konver-
giert.

Beweis. Es sei € > 0 vorgegeben. Wir wenden das Cauchy-Kriterium an.
Aufgrund der absoluten Konvergenz gibt es ein ngy derart, dass fiir alle n >
m > ng die Abschéatzung

n
Dl
k=m

n
=D lal <
k=m



127

gilt. Daher ist

n

D o

k=m

< €

was die Konvergenz bedeutet. U

Beispiel 9.10. Eine konvergente Reihe muss nicht absolut konvergieren, d.h.
Satz 9.9 lisst sich nicht umkehren. Aufgrund des Leibnizkriteriums konver-
giert die alternierende harmonische Reihe

i DA Lol

— 2 3 4 5 7
und zwar ist ihr Grenzwert In2, was wir hier aber nicht beweisen. Die zu-
gehorige absolute Reihe ist aber die harmonische Reihe, die nach Beispiel 9.3

divergiert.

Die folgende Aussage heifit das Majorantenkriterium.

Satz 9.11. Es sei Y by eine konvergente Rethe von reellen Zahlen und
(ar)pen eine Folge komplezer Zahlen mit |ay| < by fiir alle k. Dann ist die
Reihe

>
k=0
absolut konvergent.
Beweis. Das folgt direkt aus dem Cauchy-Kriterium. O

Beispiel 9.12. Wir wollen bestimmen, ob die Reihe

i LR I
pet k2 4 9 16 25
konvergiert oder nicht. Dazu ziehen wir das Majorantenkriterium und Bei-

spiel 9.2 heran, wo wir die Konvergenz von y ;_, D gezeigt haben. Fiir
k > 2 ist

k+1

L1
2= k(k—1)

Daher konvergiert » ;7,2 und somit auch Y ;7 2. Uber den Wert der
Summe ist damit noch nichts gesagt. Mit deuthch aufwindigeren Methoden
kann man zeigen, dass diese Summe gleich - > ist.
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9.3. Die geometrische Reihe und das Quotientenkriterium.

Dieses Bild veranschaulicht das Verhalten der geometrischen Reihe zu z =
Die Grundseite des Quadrates sei 2, dann passt die geometrische Reihe dreimal
in dieses Quadrat rein. Der jeweilige Flacheninhalt der drei Reihen ist %.

=

Die Reihe Y2 2* heiBt geometrische Reihe zu z € C, es geht also um die
Summe
l+z2+22422+....

Die Konvergenz héngt wesentlich vom Betrag von z ab.

Satz 9.13. Fiir alle komplexen Zahlen z mit |z| < 1 konvergiert die Reihe
> ey 27 absolut und es gilt

1
ZZk T 1—z

k=0

Beweis. Fiir jedes z gilt die Beziehung

(z—1) (Z zk> ="t

k=0
und daher gilt fiir die Partialsummen die Beziehung (bei z # 1)

ZnJrl -1

n
k
s :Ez = —
" z—1
k=0

Fiir n — oo und |z| < 1 konvergiert dies wegen Aufgabe 8.16 und Satz 8.10

-1 _ 1
gegen — = 1. U

Die folgende Aussage heifit Quotientenkriterium.

Satz 9.14. Es sei

o0

>

k=0
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eine Rethe von komplexen Zahlen. Es gebe eine reelle Zahl ¢ mit 0 < q¢ < 1
und ein ko mit

Ak+1
ag
fir alle k > ko (Insbesondere sei ay, # 0 firk > ko). Dann konvergiert die
Rethe "7, ax absolut.

Beweis. Die Konvergenz'® @ndert sich nicht, wenn man endlich viele Glieder
dandert. Daher konnen wir £y = 0 annehmen. Ferner kénnen wir annehmen,

dass alle a; nichtnegative reelle Zahlen sind. Es ist
ar  Qg—1 41

. cee— - Qg Saoqk'
ag—1 QAg-2 Qg

Qp —

Somit folgt die Konvergenz aus dem Majorantenkriterium und der Konver-
genz der geometrischen Reihe. U

Beispiel 9.15. Unter den Kochschen Schneeflocken versteht man die Folge
K, der folgendermaflen rekursiv definierten ebenen Figuren: Die Ausgangsfi-
gur K ist ein gleichseitiges Dreieck. Die Figur K, ., entsteht aus K,,, indem
man in jeder Begrenzungskante von K, das mittlere Drittel durch die bei-
den Schenkel eines darauf aufgesetzten nach aulen gerichteten gleichméfigen
Dreiecks ersetzt.

Es sei A,, der Flicheninhalt und L, die Lange des Randes der n-ten Koch-
schen Schneeflocke. Wir wollen zeigen, dass die Folge A,, konvergiert und die
Folge L, bestimmt gegen oo divergiert.

/\

Die Anzahl der Kanten von K, ist 3 - 4™, da bei jedem Unterteilungsschritt
eine Kante durch vier Kanten ersetzt wird, deren Linge 1/3 der Lange der

10Wohl aber die Summe.
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Vorgéngerkante ist. Es sei r die Seitenléinge des gleichseitigen Ausgangsdrei-
ecks. Dann besteht K, aus 3-4" Kanten der Lange r (%)n und die Gesamtlange
der Kanten von K, ist gleich

\" 4\"
L,=3-4"rl-| =3rl=| .
() = ()
Wegen 2 > 1 divergiert dies gegen oo.

3

Beim Ubergang von K, nach K, ; kommt fiir jede Kante ein neues Drei-
eck mit gedrittelter Seitenldnge hinzu. Der Flacheninhalt eines gleichseiti-
gen Dreiecks mit Seitenlénge s ist %332 (Grundseite mal Hohe durch 2). Im
Schritt von K, nach K,,; kommen somit 3-4" Dreiecke mit dem Flédchenin-

halt \/Tg(%)Q(n-‘rl)TQ _ QTQ(l)TH-l

1 5 hinzu. Daher ist der Gesamtflicheninhalt

von K, gleich
V3, 1 1\° 1\° 1\"
Sl 1+3-412( = 48 | = RNEE R Lol
2 (Lesg ez (G) +as(G) +esa(G)
V3, 3/4\" 3/4\° 3/4\° 3 /4\"
= 2= 142 (2 B B T '
1 +4(9> +4<9) +4<9)+ +4(9)

Wenn wir hinten die erste 1 und den Faktor % ignorieren, was die Konvergen-

zeigenschaft nicht &ndert, so steht in der Klammer die Partialsumme einer

geometrischen Reihe zu %, welche konvergiert.

9. ARBEITSBLATT

9.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 9.1. Zeige > °° 73— = 1.

n=1 4n2—-1 2

Aufgabe 9.2.*

Es sei

(1) Finde das kleinste n mit

(2) Finde das kleinste n mit
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Aufgabe 9.3.*

Karl mochte mit seinem programmierbaren Taschenrechner den Wert der
Reihe fo:l% anndhernd berechnen. Die Anzeige des Rechners besitzt 8
Nachkommastellen. Der Rechner schafft pro Sekunde eine Addition (also ein
Reihenglied wird zur bisherigen Summe draufaddiert) der Reihe und zeigt
das neue Ergebnis direkt an. Karl hat richtig programmiert und denkt sich
folgende Strategie aus: ,, Wenn die Anzeige eine ganze Stunde lang immer das
gleiche anzeigt, so wird das wohl ziemlich nah am Ergebnis sein, so dass ich

das als eine gute Annidherung nehmen kann. Der Rechner soll dann aufhéren®.

(1) Was ist ungefihr das letzte Reihenglied, das aufaddiert wird?
(2) Was ist von der Strategie zu halten?

Aufgabe 9.4. Zeige, dass die beiden Reihen

divergieren.

Aufgabe 9.5.*
Zeige die Abschéitzung

Aufgabe 9.6.*

Beweise das Cauchy-Kriterium fiir Reihen komplexer Zahlen.

Aufgabe 9.7. Es seien

f: ap und i by,
k=0 k=0

konvergente Reihen von komplexen Zahlen mit den Summen s und ¢. Beweise
die folgenden Aussagen.

(1) Die Reihe Y 77 ¢; mit ¢ = ay, + by, ist ebenfalls konvergent mit der
Summe s + t.

(2) Fiir A € C ist auch die Reihe Y _;7 , di mit dy = Aay, konvergent mit
der Summe As.

Aufgabe 9.8. Man gebe ein Beispiel fiir eine reelle Reihe Y 72 ay, die (als
Folge von Partialsummen) beschrénkt ist, aber nicht konvergiert.
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Aufgabe 9.9. Zeige S°°° AT _ 45

n=0 5n 14

Aufgabe 9.10.*
Entscheide, ob die Reihe

o0

n!
nn
n=1
konvergiert.
Aufgabe 9.11.%*
Zeige, dass die Reihe
o Zn
nn
n=1

fiir jedes z € C absolut konvergiert.

Aufgabe 9.12. Essei R die Menge aller komplexen Reihen und F die Menge
aller komplexen Folgen. Zeige, dass die Zuordnungen

[e.9] n

R — F, Zak — (Tp )neny mit z, 1= Zak,
k=0 k=0
und
(o]
F — R, (Tp)nen —> Zak mit ag := xo und ay, 1= v, — x)_q fir k > 1,
k=0

zueinander invers sind und eine Bijektion zwischen R und F festlegen. Zei-
ge, dass sich dabei die Konvergenzbegriffe entsprechen und dass sich reelle
Reihen und reelle Folgen entsprechen. Zeige ferner, dass sich im reellen Fall
Reihen mit nichtnegativen Reihengliedern und wachsende Folgen entspre-
chen.

Aufgabe 9.13. Professor Knopfloch und Dr. Eisenbeis schauen gerne die
unendliche Fernsehserie ,,Zebras®, die in der botswanischen Kalahari spielt
und vom ewigen Kampf zwischen Lowen und Hyénen handelt. Dabei setzen
sie unterschiedliche Strategien ein: Professor Knopfloch vergisst alle vorher-
gehenden Folgen, damit die neue Folge spannend wird. Dr. Eisenbeis merkt
sich hingegen alle vorhergehenden Folgen genau und achtet bei jeder neuen
Folge darauf, was sich gedndert hat und was neu hinzukommt. Was ist Thre
Strategie? Was hat das mit Folgen und Reihen zu tun?
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Es sei Y -, ay eine reelle Reihe. Eine Umordnung dieser Reihe ist die Reihe
Y peobi mit by = a, (k) zu einer bijektiven Abbildung o: N — N.

Bei einer Umordnung einer Reihe kommen zwar genau die gleichen Summan-
den vor, es dndert sich aber die Folge der Partialsummen und damit eventuell
auch das Konvergenzverhalten.

Aufgabe 9.14. Zeige, dass bei einer Folge die Anderung von endlich vie-
len Folgengliedern weder die Konvergenz noch den Grenzwert &ndert, und
dass bei Reihen die Anderung von endlich vielen Reihengliedern zwar die
Konvergenz nicht dndert, wohl aber die Summe.

Aufgabe 9.15. In einer Studenten-WG bereitet Studi 1 Kaffee zu, und fiillt
die Menge z; Kaffee in den Kaffeefilter. Dies sieht entsetzt Studi 2 und sagt:
,» Willst Du, dass wir alle schon total wach werden?* und nimmt die Kaffee-
menge ro < x; wieder aus dem Filter heraus. Danach kommt Studi 3 und
sagt: ,,Bin ich hier in einer Weicheier-WG gelandet?* und kippt wieder eine
Kaffeemenge z3 < x5 dazu. So geht es unendlich weiter, wobei sich Kaffeeher-
ausnehmer und Kaffeenachfiiller abwechseln. Wie kann man charakterisieren,
ob die Kaffeemenge im Filter konvergiert?

Aufgabe 9.16. Nachdem der Kaffee am Vortag fiir die Befiirworter eines
starken Kaffees zu schwach geworden ist, entwickeln sie eine neue Strategie:
Sie wollen etwas frither aufstehen, so dass am Tagesanfang und zwischen je
zwei Kaffeereduzierern immer zwei Kaffeeauffiiller zum Zuge kommen. Dabei
bleibt die interne Reihenfolge der beiden Lager als auch die hinzuzufiigende
bzw. wegzunehmende Kaffeemenge einer Person unveréindert. Konnen sie mit
dieser Strategie den Kaffee stdrker machen, beispielsweise bei z,, = %?

Aufgabe 9.17.*

Es sei z eine komplexe Zahl, z # 1. Beweise fiir n € N durch Induktion die

Beziehung
21

n

E = -
z—1

k=0

Aufgabe 9.18. Zwei Personen, A und B, sitzen in der Kneipe. A will nach
Hause gehen, aber B will noch ein Bier trinken. ,Na gut, dann trinken wir
eben noch ein Bier, das ist aber das allerletzte” sagt A. Danach mochte B
immer noch Bier, aber da das vorhergehende Bier definitiv das letzte war,
einigen sie sich auf ein allerletztes halbes Bier. Danach trinken sie noch ein
allerletztes Viertelbier, danach noch ein allerletztes Achtelbier, u.s.w. Wie
viel ,allerletztes Bier” trinken sie insgesamt?
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Aufgabe 9.19. Sei k > 2. Zeige, dass die Reihe
=1

PR

n=1

konvergiert.

Aufgabe 9.20.*
Zeige, dass die Reihe

oo .
Z S n
n2
n=1

konvergiert.

Aufgabe 9.21.%*
Untersuche, ob die Reihe

f: 2n+5
n:14n3—3n+2

konvergiert oder divergiert.

Aufgabe 9.22. Untersuche die Reihe

oo

n:0n3—4n2+3n—5

auf Konvergenz.

Aufgabe 9.23. Untersuche die folgenden Reihen auf Konvergenz:

3
(1) X0t e

(2) Zzozl n2n_+\/\/,72_1)

(3) s (=D (V= vn —1).

Aufgabe 9.24. Zeige, dass es fiir jedes € > 0 eine Familie €¢,, n € N, von
positiven reellen Zahlen mit Y 7 €, < € gibt.

Aufgabe 9.25. Beweise das folgende Minorantenkriterium.

Es seien Y, ar und Y .-, bx zwei Reihen von nichtnegativen reellen Zahlen.
Die Reihe ZZOZO by sei divergent und es gelte a; > by, fiir alle £ € N. Dann ist
auch die Reihe ) 2 a; divergent.
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Aufgabe 9.26. Zeige, dass die Reihe

divergiert.

Aufgabe 9.27. Es sei ) ,°  a; eine konvergente Reihe mit ax € Rxg. Zeige,

dass die durch
Yo=Y a

k>n/2
definierte Folge eine Nullfolge ist.

Aufgabe 9.28. Es sei (z,)nen eine monoton fallende Nullfolge. Beweise den
folgenden Satz (Satz von Olivier): Wenn die Reihe Y7 x,, konvergiert, dann
ist (n - x,)nen eine Nullfolge.

Aufgabe 9.29. Es sei Y .- a; eine absolut konvergente komplexe Reihe.
Zeige, dass dann auch jede Umordnung der Reihe gegen den gleichen Grenz-
wert konvergiert.

Aufgabe 9.30.*

Es sei z € C, |z] < 1. Bestimme und beweise eine Formel fiir die Reihe

oo

> (=Rt

k=0

Die néchste Aufgabe befasst sich mit der g-adischen Entwicklung von reellen
Zahlen, vergleiche Aufgabe 9.29.

Aufgabe 9.31. Es sei g € N | g > 2. Es sei eine Ziffernfolge
z€{0,1,...,9—1}firi e Z,i <k,
(wobei k € N ist) gegeben und es sei

—0o0

i

r= E Zig
i=k

die durch diese Ziffernfolge definierte reelle Zahl. Zeige, dass die Ziffernfolge
genau dann ab einer gewissen Stelle periodisch ist, wenn r eine rationale Zahl
ist.
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9.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 9.32. (2 Punkte)

Es sei z € C, |z| < 1. Bestimme und beweise eine Formel fiir die Reihe

o0
g kR
k=0

Aufgabe 9.33. (3 Punkte)
Seien a,b € R,. Zeige, dass die Reihe

=1
kz:%ak:er

divergiert.

Aufgabe 9.34. (3 Punkte)

Es sei g € N | g > 2. Eine Ziffernfolge, die durch
z€{0,1,...,9g—1}furieZ,i <k,

(wobei k € N ist) gegeben ist, definiert eine reelle Reihe!'*

Z Zigi .

i=k

Zeige, dass eine solche Reihe gegen eine eindeutig bestimmte nichtnegative

reelle Zahl konvergiert.

Aufgabe 9.35. (4 Punkte)

In einen Kléirteich mit einem Fassungsvermégen von 2000 m® werden zu Be-
ginn eines jeden Tages 200m® Wasser eingelassen, das einen bestimmten
Schadstoff in einer Volumen-Konzentration von 10 % enthélt und vollstéindig
mit dem vorhandenen Wasser vermischt. Im Laufe eines Tages reduziert sich
durch biologische Reaktion die vorhandene Schadstoffmenge jeweils um 20 %.
Gegen Ende eines Tages werden dann 200 m?® Wasser aus dem Klérteich abge-
pumpt. Welche Schadstoftkonzentration (in Prozent) stellt sich auf Dauer bei
dem abgepumptem Wasser ein, wenn ganz am Anfang der Teich mit 1800 m?

klarem Wasser gefiillt war?

HHier 15uft also der Index in die umgekehrte Richtung.
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Aufgabe 9.36. (4 Punkte)
Zeige, dass die Reihe

[\

WE
e

i
o

konvergiert.

Aufgabe 9.37. (5 Punkte)

Die Situation im Schildkroten-Paradoxon von Zenon von Elea ist folgender-
maflen: Eine langsame Schildkrote (mit der Kriechgeschwindigkeit v > 0)
hat einen Vorsprung s > 0 gegeniiber dem schnelleren Achilles (mit der Ge-
schwindigkeit w > v und dem Startpunkt 0). Sie starten gleichzeitig. Achilles
kann die Schildkréte nicht einholen: Wenn er beim Ausgangspunkt der Schild-
krote so = s ankommt, so ist die Schildkréte nicht mehr dort, sondern ein
Stiick weiter, sagen wir an der Stelle s; > sq. Wenn Achilles an der Stelle s,
ankommt, so ist die Schildkrote wieder ein Stiick weiter, an der Stelle sy > sq,
U.S.W.

Berechne die Folgenglieder s,,, die zugehorigen Zeitpunkte ¢,,, sowie die je-
weiligen Grenzwerte. Vergleiche diese Grenzwerte mit den direkt berechneten
Uberholungsdaten.
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10. VORLESUNG - ABZAHLBARKEIT

10.1. Machtigkeiten.

Heinz Ngolo und Mustafa Miiller im Sandkasten.

Zwei Kinder, die noch nicht zédhlen konnen, sitzen im Sandkasten und wollen
wissen, wer von ihnen mehr Buddelsachen dabei hat. Sie 16sen das Problem,
indem beide gleichzeitig je eine Sache aus ihrem Besitz aus dem Sandkasten
hinauswerfen, und dies so lange wiederholen, bis ein Kind keine Sachen mehr
im Sandkasten hat. Wenn das andere Kind noch Sachen iibrig hat, so hat
dieses insgesamt mehr Buddelsachen, andernfalls haben sie gleichviel. Dies
ist die Grundidee fiir den Begriff der gleichméchtigen Menge.

Definition 10.1. Zwei Mengen L und M heiflen gleichmdchtig, wenn es eine
bijektive Abbildung

p: L—M
gibt.

Lemma 10.2. Es seien M und N zwei Mengen. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent.

(1) N ist leer oder es gibt eine surjektive Abbildung
p: M — N.

(2) Es gibt eine injektive Abbildung
b: N —s M.

Beweis. (1) = (2). Wenn N leer ist, so kann man die leere Abbildung () — M
nehmen. Sei also N # () und sei

p: M — N

surjektiv. Zu jedem y € N gibt es ein x € M mit p(x) = y. Wir wihlen
fiir jedes y ein solches x, aus und definieren 1 durch

Y N— M, yr—(y) = x,.
Wegen p(¥(y)) = y ist ¥ injektiv.
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(2) = (1). Sei nun eine injektive Abbildung
b N — M

gegeben. Diese induziert eine Bijektion zwischen N und dem Bild von v, sei
f: N — bildvy diese Abbildung. Wenn N leer ist, so sind wir fertig. Sei also
N # () und sei ¢ € N ein fixiertes Element. Wir definieren

p: M — N
durch
6='(x), falls z € bild1,
plr) =
¢ sonst .
Diese Abbildung ist wegen ¢(0(y)) = y surjektiv. O

10.2. Endliche Mengen.

Definition 10.3. Eine Menge M heifit endlich mit n Elementen, wenn es
eine Bijektion

{1,...,n} — M
gibt.

Die natiirliche Zahl n ist dabei nach Aufgabe 2.8 eindeutig bestimmt und
heiBt die Anzahl (oder die Kardinalitit) der Menge. Sie wird mit # (M)
oder mit |M| bezeichnet. Die bijektive Abbildung

{1,....n} — M

kann man eine Nummerierung der Menge M nennen. Eine Menge besitzt also
n Elemente, wenn man sie mit den natiirlichen Zahlen von 1 bis n durchnum-
merieren kann. Zwei endliche Mengen M und N, fiir die es eine Bijektion

M — N

gibt, besitzen die gleiche Anzahl. Dies beruht einfach darauf, dass diese Bi-
jektion verkniipft mit der bijektiven Nummerierung wieder eine Bijektion ist.
Eine Menge, die nicht endlich ist, fiir die es also keine Bijektion mit {1,...,n}
fiir kein n gibt, heifit unendlich.

Lemma 10.4. Es ser M eine endliche Menge mit m Elementen und N eine
endliche Menge mit n Elementen. Es setm > n. Dann gibt es keine injektive

Abbildung
M — N.

Beweis. Wir nehmen an, dass es eine injektive Abbildung
p: M — N
gibt. Es sei T = (M) C N das Bild von M unter der Abbildung . Dann

ergibt sich eine Bijektion
o M — T,
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da sich die Injektivitit iibertrdgt und da eine Abbildung immer surjektiv
auf ihr Bild ist. Daher haben M und T gleich viele Elemente. Nach Aufgabe
10.1 ist die Anzahl einer Teilmenge stets kleiner oder gleich der Anzahl der
Menge. Also ist m < n im Widerspruch zur Voraussetzung. ]

Die vorstehende Aussage heifit Schubfachprinzip (oder Taubenschlagprinzip).
Es besagt, dass wenn man m Tauben auf n Pliatze verteilt mit m > n, dass
dann in mindestens einem Platz mindestens zwei Tauben landen.

Lemma 10.5. Seien M und N endliche Mengen mit n Elementen. Dann
sind fir eine Abbildung

F: M — N
die Begriffe injektiv, surjektiv und bijektiv dquivalent.

Beweis. Siehe Aufgabe 10.3. O

10.3. Abzihlbare Mengen.

Durch den Machtigkeitsbegriff wird eine Hierarchie auch in die Welt der un-
endlichen Mengen gebracht. Die zu den natiirlichen Zahlen gleichméchtigen
Mengen sind die ,,kleinsten“ unendlichen Mengen. Dies sind die sogenannten
,abzahlbar unendlichen“ Mengen.

Definition 10.6. Eine Menge M heif3t abzdhlbar, wenn sie leer ist oder wenn
es eine surjektive Abbildung

p: N— M
gibt.
Nicht abzéhlbare Mengen nennt man im Allgemeinen berabzdhlbar. Auf-
grund von Lemma 10.2 ist die Abzéhlbarkeit von M gleichbedeutend damit,

dass es eine injektive Abbildung M — N gibt. Beim Nachweis der Abzéhl-
barkeit arbeitet man aber meistens mit der oben angegebenen Definition.
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Endliche Mengen sind natiirlich abzéahlbar. Die natiirlichen Zahlen sind ab-
zéhlbar unendlich.

Definition 10.7. Eine Menge M heifit abzdihlbar unendlich, wenn sie abzéhl-
bar, aber nicht endlich ist.

Lemma 10.8. Fine Menge M ist genau dann abzdhlbar unendlich, wenn es
eine Bijektion zwischen N und M gubt.

Bewesis. Es sei
p: N— M
eine surjektive Abbildung. Wir definieren induktiv eine streng wachsende
Abbildung
Yv: N— N
derart, dass ¢ o v bijektiv ist. Wir setzen ¥(0) = 0 und konstruieren

induktiv iiber die Eigenschaft, dass ¢(n + 1) die kleinste natiirliche Zahl k
ist, fiir die (k) nicht zu

{e((0)), 0(¥(1)), ..., p(¥(n))}

gehort. Eine solche Zahl gibt es immer, da andernfalls M endlich wire; also
gibt es auch eine kleinste solche Zahl. Nach Konstruktion ist ¢ (n+1) > (n),
d.h. v ist streng wachsend. Da jedes n € N die Eigenschaft

p((n+1)) ¢ {p@(0)), e(¥(1)), -, (d(n))}

erfiillt, ist die Gesamtabbildung ¢ o ¢ injektiv. Zum Nachweis der Surjek-
tivitdt sei m € M. Wegen der Surjektivitdt von ¢ ist die Faser (also die
Urbildmenge zu diesem Element) ¢~*(m) nicht leer und daher gibt es auch
ein kleinstes Element a € N mit ¢(a) = m. Da 1 streng wachsend ist,
gibt es nur endlich viele Zahlen ¢ € {0,1,...,n} mit ¥ (i) < a. Daher ist
P(n+1) = aund p((n+1)) = pla) = m. O

D.h. insbesondere, dass alle abzdhlbar unendlichen Mengen gleichméchtig
sind.

Lemma 10.9. Seien My und My abzihlbare Mengen. Dann ist auch die Pro-
duktmenge My x My abzihlbar. Insbesondere ist das Produkt N xN abzdahlbar.

Beweis. Wir beweisen zuerst den Zusatz. Die Abbildung
NxN-—N, (k) — 2820+ 1),

ist injektiv, da fiir jede positive natiirliche Zahl n die Zweierpotenz 2, die sie
teilt, und der ungerade komplementére Teiler eindeutig bestimmt sind (das
Bild der Abbildung ist N ). Daher ist die Produktmenge nach Lemma 10.2
abzahlbar. Fiir den allgemeinen Fall seien abzédhlbare Mengen M; und M,
gegeben. Wenn eine davon leer ist, so ist auch die Produktmenge leer und
somit abzahlbar. Seien also M; und Mj nicht leer und seien ¢ : N — M,
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und ¢o : N — My zwei surjektive Abbildungen. Dann ist auch die Produk-
tabbildung

©=p1 X p2: NXN— M; x M,
surjektiv. Nach der Voriiberlegung gibt es eine surjektive Abbildung
N — NxN,
so dass es insgesamt eine surjektive Abbildung N — M; x M, gibt. U

Lemma 10.10. FEs sei I eine abzdhlbare Indexmenge und zu jedem i € I
sei M; eine abzihlbare Menge. Dann ist auch die (disjunkte) Vereinigung'?

Uics M; abzihlbar.

Beweis. Wir kénnen annehmen, dass sédmtliche M; nicht leer sind. Es gibt
dann surjektive Abbildungen

Daraus konstruieren wir die Abbildung

p: I x N—>UM2‘, (i,n) — pi(n),

el

die offensichtlich surjektiv ist. Nach Lemma 10.9 ist die Produktmenge [ x N
abzéhlbar, also gilt das auch fiir das Bild unter ¢, und dieses ist die Vereini-
gung. U

Wir ziehen einige wichtige Konsequenzen iiber die Abz#hlbarkeit von Zah-
lenbereichen. Man beachte, dass die natiirlichen Inklusionen N C Z C Q
nicht bijektiv sind. Die Bijektionen, die es zwischen N einerseits und Z bzw.
Q andererseits aufgrund der folgenden Aussagen gibt, respektieren nicht die
Rechenoperationen.

Lemma 10.11. Die Menge der ganzen Zahlen ist abzdhlbar.

Beweis. Siehe Aufgabe 10.4. O

2Wenn die M, Teilmengen einer festen Obermenge sind, so ist die Vereinigung in dieser
Menge zu nehmen und im Allgemeinen nicht disjunkt. Wenn es sich um Mengen handelt,
die nichts miteinander zu tun haben, so ist mit Vereinigung die disjunkte Vereinigung
gemeint.
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lil 1/2-1/3 1/4-1/5 1/6=1/7

N
N
N

A 4
21 2/2 2/3 2/472/5 2/6 27

A
3/1 3/2 3/3 3/4 3/5 3/6 3/7 .

NN
NN
NN
NN
NN

41 4/2 4/3 4/4 4/5 4/6 47
5/1 5/2 5/3 5/4 5/5 5/6 5/7 :

NN
NN
NN

N

6/1 6/2 6/3 6/4 6/5 6/6 6/T |

N
N

Til 7/2 73 7/4 7S 76 1T
/!
8/1 8/2 8/3 8/4 8/5 8/6 8/7 !

Die Abzéhlbarkeit der positiven rationalen Zahlen.

Satz 10.12. Die Menge der rationalen Zahlen ist abzdihlbar.
Beweis. Siehe Aufgabe 10.5. U

10.4. Die Uberabzihlbarkeit der reellen Zahlen.

Satz 10.13. Die Menge der reellen Zahlen R ist nicht abzdihlbar.

Beweis. Nehmen wir an, die Menge der reellen Zahlen sei abzéhlbar, dann
ist insbesondere auch das Einheitsintervall [0, 1] abzahlbar. Sei also

¢3 N—l— — [Oa]-[

eine surjektive Abbildung. Wir betrachten die reellen Zahlen als Ziffernfolgen
im Dreiersystem: Jede reelle Zahl r € [0, 1] besitzt eine eindeutig bestimmte
Darstellung als Reihe

wobel die k-te Nachkommaziffer z;(r) € {0,1,2} ist und wobei nicht fast
alle (das bedeutet alle bis auf endlich viele) Ziffern gleich 2 sind (sonst hétte
man keine Eindeutigkeit). Wir definieren nun eine reelle Zahl durch s =

Zzozl bk37k mit

0, falls (¢¥(k))r = 1 oder 2,
1, falls (¢(k))r =0.

Wir behaupten, dass diese Zahl s nicht in der Aufzdhlung ) vorkommt. Fiir
jedes k € N ist ndmlich

(k) # s,
da v (k) sich nach Konstruktion von s an der k-ten Nachkommastelle unter-
scheidet. Also ist ¥ doch nicht surjektiv. O
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Kurt Godel bewies 1938, dass die Hinzunahme der Kontinuumshypothese zur
Zermelo-Fraenkelschen Mengenlehre einschliefilich Auswahlaxiom (ZFC) diese
nicht widerspriichlich macht. Man kann aber nicht beweisen, dass ZFC
widerspruchsfrei ist. Auch das hat Godel bewiesen.

Bemerkung 10.14. Ist jede iiberabzahlbare Menge T" C R gleichméchtig zu
R? Die Kontinuumshypothese behauptet, dass dies gilt. Diese Frage beriihrt
die mengentheoretischen Grundlagen der Mathematik; es hingt ndmlich von
der gewéhlten Mengenlehre ab, ob dies gilt oder nicht, man kann es sich also
aussuchen. Anders als beim Auswahlaxiom, ohne dessen Akzeptanz eine Viel-
zahl von mathematischen Schliissen nicht moglich wére und die Mathematik
ziemlich anders aussehen wiide, ist es fiir praktische Zwecke unerheblich,
wofiir man sich entscheidet.

Mit einem &hnlichen (Diagonal)-Argument wie im Beweis zu Satz 10.13 kann
man zeigen, dass die Potenzmenge einer Menge stets eine grofiere Méachtigkeit
als die Menge besitzt.

Satz 10.15. Es sei M eine Menge und B (M) ihre Potenzmenge. Dann
besitzt P (M) eine grofsere Mdchtigkeit als M.

Beweis. Wir nehmen an, dass es eine surjektive Abbildung
F: M — B (M), x+— F(x),
gibt, und miissen dies zu einem Widerspruch fithren. Dazu betrachten wir
T ={zeM]|zx¢F(x)}.

Da dies eine Teilmenge von M ist, muss es wegen der Surjektivitit einy € M
geben mit

Fly) =T.
Es gibt nun zwei Fille, namlich y € F(y) oder y ¢ F(y). Im ersten Fall ist also
y € T, und damit, nach der Definition von T', auch y ¢ F(y), Widerspruch.
Im zweiten Fall ist, wieder aufgrund der Definition von 7', y € T, und das
ist ebenfalls ein Widerspruch. U
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10. ARBEITSBLATT

10.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 10.1. Es sei M eine endliche Menge mit m Elementen und es sei
T C M eine Teilmenge. Zeige, dass T' ebenfalls eine endliche Menge ist, und
dass fiir ihre Anzahl £ die Abschéatzung

k<m
gilt. Zeige ferner, dass T' genau dann eine echte Teilmenge ist, wenn
k<m

ist.

Aufgabe 10.2. Es sei M eine endliche Menge mit m Elementen und es sei
M — N

eine surjektive Abbildung in eine weitere Menge N. Zeige, dass dann auch
N endlich ist, und dass fiir ihre Anzahl n die Abschétzung

n<<m

gilt.

Aufgabe 10.3.*

Seien M und N endliche Mengen mit n Elementen. Zeige, dass fiir eine
Abbildung
F: M — N

die Begriffe injektiv, surjektiv und bijektiv dquivalent sind.
Aufgabe 10.4. Zeige, dass die Menge der ganzen Zahlen abzahlbar ist.
Aufgabe 10.5. Zeige, dass die Menge der rationalen Zahlen abzéhlbar ist.

Aufgabe 10.6. Zeige, dass die Menge der irrationalen Zahlen iiberabzéahlbar
ist.

Aufgabe 10.7.*

Nehmen wir an, dass auf der Erde abzéahlbar unendlich viele Menschen leben
wiirden, und dass jeder Mensch genau einen Euro besitzt. Finde eine ,, Um-
verteilungsvorschrift“, die jeden Menschen zu einem Euro-Milliardér macht.
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Aufgabe 10.8. Der Barbier von Sevilla behauptet, dass er genau diejenigen
Biirger von Sevilla rasiert, die sich nicht selbst rasieren. Weise nach, dass er
liigt.

Aufgabe 10.9.*

Zeige, dass die Potenzmenge P (N) und die Menge der Abbildungen
Abb (N, (N))

gleichméchtig sind.

Aufgabe 10.10. Zeige, dass die Potenzmenge von N gleichméchtig zu R ist.

Aufgabe 10.11. Wir nennen eine reelle Zahl adressierbar, wenn es einen
endlichen Text (iiber einem fixierten endlichen Alphabet, das aus mathe-
matischen oder sonstigen Symbolen besteht) gibt, der diese Zahl eindeutig
beschreibt. Ist die Menge dieser Zahlen abzidhlbar? Was ergibt sich, wenn
man das Diagonalargument aus dem Beweis zu Satz 10.13 anwendet?

10.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 10.12. (3 Punkte)

Es sei M eine abzdhlbare Menge. Zeige, dass die Menge aller endlichen Teil-
mengen von M abzdhlbar ist.

Aufgabe 10.13. (4 Punkte)

Zeige, dass die Potenzmenge einer Menge niemals abzadhlbar unendlich ist.

Aufgabe 10.14. (4 Punkte)

Zeige, dass die Menge der Abbildungen von N nach N die Méchtigkeit des
Kontinuums besitzt.

Aufgabe 10.15. (4 Punkte)

Man gebe eine Folge rationaler Zahlen derart an, dass jede reelle Zahl ein
Haufungspunkt dieser Folge ist.

Aufgabe 10.16. (5 Punkte)

Wir betrachten die Familie der Kochschen Schneeflocken, wobei die Grund-
seite des gleichseitigen Ausgangsdreiecks K das Einheitsintervall sei. Zeige,
dass es itberabzéhlbar viele Punkte a € [0, 1] gibt, die fiir jedes K, zur Kante
gehoren.
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11. VORLESUNG - POLYNOME

Nachdem wir das Grenzwertverhalten von Folgen und Reihen fiir die beiden
Korper R und C zur Verfiigung haben, wenden wir uns in den néchsten Vor-
lesungen dem Grenzwertverhalten von Funktionen zu. Die einfachsten Funk-
tionen (abgesehen von den linearen Funktionen, die in der linearen Algebra
im Mittelpunkt stehen) sind die Polynomfunktionen.

11.1. Der Polynomring iiber einem Korper.

Definition 11.1. Der Polynomring iiber einem Koérper K besteht aus allen
Polynomen

P=ay+aX+aX*+ - +a,X"
mit a; € K, n € N, und mit komponentenweiser Addition und einer Multi-
plikation, die durch distributive Fortsetzung der Regel

)(n.)(m = )(n+m
definiert ist.

Ein Polynom

P = ZaiX" =ap+a X+ +a, X"
i=0
ist formal gesehen nichts anderes als das Tupel (ag, a1, ...,a,), die die Ko-
effizienten des Polynoms heiflen. Zwei Polynome sind genau dann gleich,
wenn sie in allen ihren Koeffizienten iibereinstimmen. Der Korper K heifit
in diesem Zusammenhang der Grundkorper des Polynomrings. Aufgrund der
komponentenweisen Definition der Addition liegt unmittelbar eine Gruppe
vor, mit dem Nullpolynom (bei dem alle Koeffizienten 0 sind) als neutralem
Element. Die Polynome mit
a; = 0
fiir alle ¢« > 1 heilen konstante Polynome, man schreibt sie einfach als ag.

Die fiir ein einfaches Tupel zunéchst ungewohnliche Schreibweise deutet in
suggestiver Weise an, wie die Multiplikation aussehen soll, das Produkt
X" - X™ ist ndmlich durch die Addition der Exponenten gegeben. Dabei
nennt man X die Variable des Polynomrings. Fiir beliebige Polynome ergibt
sich die Multiplikation aus dieser einfachen Multiplikationsbedingung durch
distributive Fortsetzung gemafl der Vorschrift, ,,alles mit allem* zu multipli-
zieren. Die Multiplikation ist also explizit durch folgende Regel gegeben:

n m n+m k
(Z a,-Xi> . (Z ijj) = Z e X mit ¢, = ZaTbk_r.
i=0 j=0

k=0 r=0

Die Multiplikation ist assoziativ, kommutativ, distributiv und besitzt das
konstante Polynom 1 als neutrales Element, sieche Aufgabe 11.2.
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Der Graph einer Polynomfunktion von R nach R vom Grad 5.

In ein Polynom P € K[X] kann man ein Element a € K einsetzen, in-
dem man die Variable X an jeder Stelle durch a ersetzt. Dies fithrt zu einer

Abbildung
K — K, a+—— P(a),

die die durch das Polynom definierte Polynomfunktion heif3t.

Definition 11.2. Der Grad eines von 0 verschiedenen Polynoms
P=oa+aX+aX*+ - +aX"

mit a,, # 0 ist n.

Das Nullpolynom bekommt keinen Grad. Der Koeffizient a,,, der zum Grad
n des Polynoms gehort, heifit Leitkoeffizient des Polynoms. Der Ausdruck

a, X™ heillt Leitterm.

11.2. Division mit Rest.

Satz 11.3. Es sei K ein Korper und sei K[X| der Polynomring tiber K. Es
seien P,T € K[X] Polynome mit T # 0. Dann gibt es eindeutig bestimmite

Polynome Q, R € K[X] mit
P =TQ + R und mit grad (R) < grad (T") oder R =0.

Beweis. Wir beweisen die Existenzaussage durch Induktion iiber den Grad
von P. Wenn der Grad von T groéfler als der Grad von P ist, so ist Q = 0
und R = P eine Losung, so dass wir dies nicht weiter betrachten miissen.
Bei grad (P) = 0 ist nach der Vorbemerkung auch grad (T'P) = 0, also ist
T ein konstantes Polynom, und damit ist (da 7" # 0 und K ein Korper ist)
Q) = P/T und R = 0 eine Losung. Sei nun grad (P) = n und die Aussage fiir
kleineren Grad schon bewiesen. Wir schreiben P = ¢, X"+ - -4+a; X +ag und
T =b, X 4+ +b, X +by mit a,, b, #0, k <n.Dann gilt mit H = Z—:X"‘k

die Beziehung
P = P-TH

= 0X" + | ap_1 — a—nbk_l Xn_l + -+ | Qpeg — %bo Xn_k
bk bk
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+an_k_1X"_k_1 + -4 ag.

Dieses Polynom P’ hat einen Grad kleiner als n und darauf konnen wir die
Induktionsvoraussetzung anwenden, d.h. es gibt " und R’ mit

P'=TQ + R mit grad (R') < grad (T') oder R' = 0.
Daraus ergibt sich insgesamt
P=P+TH=TQ+TH+ R =T(Q +H)+ R,

so dass also Q@ = Q"+ H und R = R’ eine Losung ist. Zur Eindeutigkeit
sei P =TQ+ R = TQ' + R’ mit den angegebenen Bedingungen. Dann ist
T(Q—Q') = R'—R. Dadie Differenz R’ — R einen Grad kleiner als grad (7')
besitzt, ist aufgrund der Gradeigenschaften diese Gleichung nur bei R = R’
und Q = Q' losbar. d

Der Beweis des Satzes ist konstruktiv, d.h. es wird in ihm ein Verfahren be-
schrieben, mit der man die Division mit Rest berechnen kann. Dazu muss
man die Rechenoperationen des Grundkorpers beherrschen. Wir geben dazu
zwei Beispiele, eines iiber den rationalen Zahlen und eines iiber den komple-
xen Zahlen.

Beispiel 11.4. Wir fithren die Polynomdivision
P=6X°+X+1durch T =3X*+2X —4

durch. Es wird also ein Polynom vom Grad 3 durch ein Polynom vom Grad
2 dividiert, d.h. dass der Quotient und auch der Rest (maximal) vom Grad 1
sind. Im ersten Schritt iiberlegt man, mit welchem Term man T multiplizieren
muss, damit das Produkt mit P im Leitterm iibereinstimmt. Das ist offenbar
2X. Das Produkt ist

2X(3X* +2X —4) = 6X° 4+ 4X* - 8X.
Die Differenz von P zu diesem Produkt ist
6X°+ X +1— (6X°+4X?—8X) = —4X?+9X + 1.

Mit diesem Polynom, nennen wir es P', setzen wir die Division durch T fort.
Um Ubereinstimmung im Leitkoeffizienten zu erhalten, muss man 7" mit %4
multiplizieren. Dies ergibt

4 4 8 16
——T = ——(3X?+2X —4) = 4X* - X+ —.
3 3(3 N ) 303

Die Differenz zu P’ ist somit

8 16 35 1
= =X 3.
3 3

—4X*+9X +1— (—4}(2—§X+E

Dies ist das Restpolynom und somit ist insgesamt

4\ 35 13
X - =,
)+3 3

6XP+X+1 = (3)(2+2X—4)<2X_g
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Beispiel 11.5. Wir fithren die Polynomdivision
P=(4+3)X"+X*+5idurch T = (1 +i)X?+ X —3+2i

aus. Das Inverse zu 1 +1 ist % — %i und daher ist

A+30)(14+1)" = (4+30) (%_%1)

Daher beginnt () mit (% — i)X und es ist

1
2

((1+i)X2+X—3+2i)<;—%i)X

71 19 17
= (4+3)X°+ (5 — 51))(2 + (—— + —i)X.

Dies muss man nun von P abziehen und erhalt

1 19 1
P—|(4+3)X°+ (g — 51))(2 + (——9 + —7i)X)

5 1 19 17
= —— 4+ i) X? — — —1 ) X + 51
( 5 + 21> + ( 5 5 1) -+ a1

Auf dieses Polynom (nennen wir es P’) wird das gleiche Verfahren angewen-
det. Man berechnet

5 N 1\/1 1. L 3.
— +-illz—=zi) = — —i.
2 2 2 2 2
Daher ist der konstante Term von ) gleich —1 + gi und es ergibt sich
3 5 1 3 13
1+) X2+ X =3+42i)(—1+<i) = [+ )X+ -1+ 21 | X — =i
(1+1)X*+ 3+ 1)< +21) ( 2+21) +( +21) 5
Dies ziehen wir von P’ ab und erhalten

5 1 3 13 21 23
P — —— 4+ i) X? 1 +-=-i)X——i) =(——10i | X + —i.
(( 2+21) —i—( +21> 21) (2 1) +21

Dies ist der Rest R, die vollstdndige Division mit Rest ist also
(4 +31)X? + X? + 5i
1
= ((1+i)X2+X—3+21)<<; — 51))(— 1+;i>

21 2
—i—(? — 10i>X + 731.
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11.3. Nullstellen.

Unter einer Nullstelle eines Polynoms P versteht man ein a € K mit
P(a) = 0. Ein Polynom muss keine Nullstellen besitzen, ferner hingt dies
vom Grundkorper ab. Das Polynom X2 + 1 hat keine reelle Nullstelle, dage-
gen gibt es die komplexen Nullstellen i und —i. Als Element in R[X] kann
man X2+ 1 nicht als Produkt von einfacheren Polynomen schreiben, in C[X]
hingegen hat man die Zerlegung X2 +1 = (X —i)(X +1).

Lemma 11.6. Es sei K ein Korper und sei K[X] der Polynomring tiber K.
Es sei P € K[X] ein Polynom und a € K. Dann ist a genau dann eine
Nullstelle von P, wenn P ein Vielfaches des linearen Polynoms X — a ist.

Beweis. Wenn P ein Vielfaches von X — a ist, so kann man
P=(X-a)Q
mit einem weiteren Polynom @) schreiben. Einsetzen ergibt
P(a) = (a—a)Q(a) = 0.
Im Allgemeinen gibt es aufgrund der Division mit Rest eine Darstellung
P =(X—-a)Q+R,

wobei R = 0 oder aber den Grad 0 besitzt, also so oder so eine Konstante
ist. Einsetzen ergibt

P(a) = R.

Wenn also P(a) = 0 ist, so muss der Rest R = 0 sein, und das bedeutet,
dass P = (X — a)Q ist. O

Korollar 11.7. Es sei K ein Korper und sei K[X| der Polynomring tiber K.
Es sei P € K[X] ein Polynom (# 0) vom Grad d. Dann besitzt P mazimal
d Nullstellen.

Beweis. Wir beweisen die Aussage durch Induktion iiber d. Fiir d = 0,1
ist die Aussage offensichtlich richtig. Sei also d > 2 und die Aussage sei
fiir kleinere Grade bereits bewiesen. Sei a eine Nullstelle von P (falls P kei-
ne Nullstelle besitzt, sind wir direkt fertig), Dann ist P = Q(X — a) nach
Lemma 11.6 und @ hat den Grad d — 1, so dass wir auf () die Induktions-
voraussetzung anwenden kénnen. Das Polynom () hat also maximal d — 1
Nullstellen. Fiir b € K gilt P(b) = Q(b)(b— a). Dies kann nach Lemma 3.4
(5) nur dann 0 sein, wenn einer der Faktoren 0 ist, so dass eine Nullstelle
von P gleich a ist oder aber eine Nullstelle von () ist. Es gibt also maximal
d Nullstellen von P. O
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11.4. Der Interpolationssatz.

a1 L

Eine stiickweise lineare und eine polynomiale Interpolation.

Der folgende Satz heifit Interpolationssatz und beschreibt die Interpolation
von vorgegebenen Funktionswerten durch Polynome. Wenn ein Funktions-
wert an einer Stelle vorgegeben wird, so legt dies ein konstantes Polynom
fest, zwei Funktionswerte an zwei Stellen legen ein lineares Polynom fest
(eine Gerade), drei Funktionswerte an drei Stellen legen ein quadratisches
Polynom fest, u.s.w.

Satz 11.8. Es sei K ein Korper und es seien n verschiedene Elemente
ai,...,a, € K undn Elemente by,...,b, € K gegeben. Dann g¢ibt es ein
eindeutiges Polynom P € K[X]| vom Grad <n — 1 derart, dass P(a;) = b;
fiir alle 1 ist.

Beweis. Siehe Aufgabe 11.19. O

Bemerkung 11.9. Wenn die Daten a4, ...,a, und by, ...,b, gegeben sind,
so findet man das interpolierende Polynom P vom Grad < n— 1, das es nach
Satz 11.8 geben muss, folgendermafien: Man macht den Ansatz

P=cot+aX+ceX*+  +cpoX" 24 X!

und versucht die unbekannten Koeffizienten cy, . .., ¢,_1 zu bestimmen. Jeder
Interpolationspunkt (a;, b;) fithrt zu einer linearen Gleichung

2 —2 —1
co+ cra; + coa; + -+ cp0a) T+ cpal T = b,

iiber K. Das entstehende lineare Gleichungssystem besitzt genau eine Losung
(coy...,Cn_1), die das Polynom festlegt.

Lineare Gleichungssysteme werden in der linearen Algebra systematisch be-
handelt, das Eliminationsverfahren oder ein anderes Losungsverfahren sollte
aber aus der Schule bekannt sein.

11.5. Rationale Funktionen.

Die nach den Polynomfunktionen einfachsten Funktionen sind die rationalen
Funktionen.
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Definition 11.10. Zu zwei Polynomen P,Q € K[X]|, @ # 0, heifit die
Funktion

P(x)

Q(z)’

wobei D C K das Komplement der Nullstellen von () ist, eine rationale
Funktion.

D— K, z+—

Fiir uns ist der Fall K = K = R oder = C wichtig.

1/x

Man kann Briiche P/@ von Polynomen als Funktionen auffassen, die aulerhalb
der Nullstellen des Nenners definiert sind. Das Beispiel zeigt den Graph der
rationalen Funktion 1/X.

Der Polynomring K[X] ist ein kommutativer Ring, aber kein Kérper. Man
kann aber mit Hilfe der rationalen Funktionen einen Korper konstruieren, der
den Polynomring enthélt, d&hnlich wie man aus Z die rationalen Zahlen Q kon-

struieren kann. Dazu definiert man K(X) := {g | P,Q € K[X], Q # O}.

. . . . ! . . . . .
wobel man wieder zwei Briiche g und £ miteinander identifiziert, wenn

PQ" = P'Q ist. Auf diese Weise entsteht der Korper der rationalen Funk-
tionen (iiber K).

11. ARBEITSBLATT

11.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 11.1. Berechne im Polynomring C[X] das Produkt
(4+1)X% = 3X +9i) - (=3 + 7T1) X% + (24 20)X — 1+ 6i) .



154

Aufgabe 11.2. Es sei K ein Korper und sei K[X] der Polynomring iiber K.
Zeige, dass die Multiplikation auf K|[X]| assoziativ, kommutativ und distri-
butiv ist und dass das (konstante) Polynom 1 neutrales Element der Multi-
plikation ist.

Aufgabe 11.3. Berechne das Ergebnis, wenn man im Polynom
2X°% —5X% —4X +7
die Variable X durch die komplexe Zahl 2 — 5i ersetzt.

Aufgabe 11.4.*

Es sei K ein Korper und sei K[X] der Polynomring iiber K. Es sei a € K.
Zeige, dass die Einsetzungsabbildung, also die Zuordnung

Y: K[X] — K, P— P(a),
folgende Eigenschaften erfiillt (dabei seien P, Q) € K[X]).
(1) (P +Q)(a) = P(a) + Q(a).

(2) (P-Q)(a) = P(a)-Q(a).
(3) 1(a) = 1.

Aufgabe 11.5. Zeige, dass in einem Polynomring iiber einem Korper K gilt:
Wenn P, € K[X] beide ungleich 0 sind, so ist auch PQ # 0.

Aufgabe 11.6.*

Es sei K ein Korper und sei K[X] der Polynomring iiber K. Zeige, dass der
Grad folgende Eigenschaften erfiillt.

(1) grad (P + Q) < max{grad (P), grad (Q)},
(2) grad (P - Q) = grad (P) + grad (Q).

Aufgabe 11.7.*

Zeige, dass

S VNN S VSR
eine Nullstelle des Polynoms
X? +3X 42

ist.
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Aufgabe 11.8.*

Es seien die beiden komplexen Polynome
P=X?-2iX?+4X —1und Q =iX — 3 +2i

gegeben. Berechne P(Q) (es soll also @) in P eingesetzt werden).

Aufgabe 11.9. Zeige, dass die Hintereinanderschaltung (also das Einsetzen
eines Polynoms in ein weiteres) von zwei Polynomen wieder ein Polynom ist.

Aufgabe 11.10.*

Es seien
frg.h: R— R

Funktionen.
a) Zeige die Gleichheit

(h-g)of = (hof)-(gof)
b) Zeige durch ein Beispiel, dass die Gleichheit
(hog)-f = (h-f)olg-f)

nicht gelten muss.

Aufgabe 11.11. Schreibe das Polynom
X?4+2X%2-3X+4
in der neuen Variablen U = X + 2.

Aufgabe 11.12. Schreibe das Polynom
73— (2+1)2* +3iZ + 4 —5i
in der neuen Variablen W = 7 4+ 2 —i.

Aufgabe 11.13. Fiihre in Q[X] die Division mit Rest ,, P durch T fiir die
beiden Polynome P = 3X* +7X%? —2X +5und T = 2X? + 3X — 1 durch.

Aufgabe 11.14. Es sei K ein Korper und sei K[X] der Polynomring iiber
K. Wie lautet das Ergebnis der Division mit Rest, wenn man ein Polynom
P durch X™ teilt?
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Aufgabe 11.15.*
Man bestimme sdmtliche komplexen Nullstellen des Polynoms
X?—1

und man gebe die Primfaktorzerlegung von diesem Polynom in R[X] und in
C[X] an.

Aufgabe 11.16. Es sei P € R[X] ein Polynom mit reellen Koeffizienten
und sei z € C eine Nullstelle von P. Zeige, dass dann auch die konjugiert-
komplexe Zahl Z eine Nullstelle von P ist.

Aufgabe 11.17. Es sei K ein Korper und sei K[X] der Polynomring iiber
K. Zeige, dass jedes Polynom P € K|[X]|, P # 0, eine Produktzerlegung

P=(X A" (X =\ Q

mit p; > 1 und einem nullstellenfreien Polynom @) besitzt, wobei die auf-
tretenden verschiedenen Zahlen Aq,..., A\; und die zugehérigen Exponenten
1, - - -, i bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt sind.

Aufgabe 11.18. Es sei K ein Korper und seien S, Q € K[X] zwei Polynome
mit grad (Q)) > 1. Zeige, dass es ein n € N und eine eindeutige Darstellung

S = Ry+ RiQ+ RQ* + -+ + R,Q"
mit Polynomen R; vom Grad < grad (@) gibt.

Aufgabe 11.19.*

Es sei K ein Korper und es seien n verschiedene Elemente a4, ..., a, € K und
n Elemente by, ...,b0, € K gegeben. Zeige, dass es ein eindeutiges Polynom
P e K[X] vom Grad < n — 1 derart gibt, dass P(a;) = b; fiir alle i ist.

Aufgabe 11.20.*

Man finde ein Polynom
f=a+bX +cX?

mit a, b, c € R derart, dass die folgenden Bedingungen erfiillt werden.

f(=1)=2,f(1)=0, f(3)=5.

Aufgabe 11.21. Man finde ein Polynom
f=a+bX +cX?+dX?3

mit a,b, c,d € R derart, dass die folgenden Bedingungen erfiillt werden.

f0)=1,f(1) =2, f(2) =0, f(-1) = 1.
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Aufgabe 11.22.*

Zeige, dass es zu ganzen Zahlen d,n mit d > 0 eindeutig bestimmte ganze
Zahlen ¢,r mit 0 < r < d und mit

n =dq+r
gibt.

Aufgabe 11.23. Es sei K[X] der Polynomring iiber einem Korper K. Zeige,
dass die Menge

{G1rQeri. o},

wobei zwei Briiche g und % genau dann als gleich gelten, wenn PQ’' = P'Q)
ist, mit einer geeigneten Addition und Multiplikation ein Korper ist.

Aufgabe 11.24. Berechne in Q(X) die folgenden Ausdriicke.

(1) Das Produkt
2X% —5X?+ X -1 X?+3
X2 -2X+6 5X3 —4X2 -7

(2) Die Summe
4X3—X2+6X—2+ X?2-3
X?2—-4X -3 3X2+45"

(3) Das Inverse von
6X°—9X2+5X —1
X4 —4X3+3X2-8X -3~

Aufgabe 11.25. Skizziere die Graphen der folgenden rationalen Funktionen
f=g/h: U— R,

wobei U jeweils das Komplement der Nullstellenmenge des Nennerpolynoms
h sei.
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Aufgabe 11.26. Zeige, dass die Hintereinanderschaltung von zwei rationa-
len Funktionen wieder rational ist.

Aufgabe 11.27. Berechne die Hintereinanderschaltungen fog und go f der
beiden rationalen Funktionen
22% —4x + 3 r+1
f) = —————

P undg(x):x2_4.

11.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 11.28. (3 Punkte)
Berechne im Polynomring C[X| das Produkt
(4+1)X° —iX? +2X + 3 + 2i)
((2=1)X°+ (3—51) X%+ (24 1)X + 1 4 5i).

Aufgabe 11.29. (4 Punkte)

Fiihre in C[X] die Division mit Rest ,, P durch T fiir die beiden Polynome
P=0Gb+1)X"+iX?+(3—-2))X —1und T = X? +iX + 3 —i durch.

Aufgabe 11.30. (2 Punkte)
Beweise die Formel
X'41l=X+)X' =X+ X" P — .+ X=X +1)

fiir u ungerade.

Aufgabe 11.31. (4 Punkte)
Man finde ein Polynom f vom Grad < 3, fiir welches

F(0) = —1, (1) = =3, f(1) =T, f(2) = 21
gilt.

Aufgabe 11.32. (3 Punkte)

Es sei K ein angeordneter Korper und R = K[X| der Polynomring tiber K.
Sei
P = {F € K[X] | Der Leitkoeffizient von F ist positiv}.

Zeige, dass P die drei folgenden Eigenschaften besitzt

(1) Entweder ist F' € P oder —F € P oder F' = 0.
(2) Aus F,G € P folgt F+G € P.
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(3) Aus F,G € P folgt F'-G € P.

Aufgabe 11.33. (6 Punkte)
Es sei K ein angeordneter Korper, K[X] der Polynomring und
Q = K(X)

der Korper der rationalen Funktionen iiber K. Zeige unter Verwendung von
Aufgabe 11.32, dass man ) zu einem angeordneten Korper machen kann,
der nicht archimedisch angeordnet ist.

In einer der Aufgaben wird folgender Begriff verwendet.

Eine reelle Zahl z heifit algebraisch oder algebraische Zahl, wenn es ein Poly-
nom P € Q[X], P # 0, mit P(z) = 0 gibt. Andernfalls heiit sie transzendent.

Beispielsweise sind rationale Zahlen und Wurzeln aus rationalen Zahlen al-
gebraisch, dagegen sind e und 7 transzendent (das sind schwierige Sétze).

Aufgabe 11.34. (3 Punkte)

Zeige, dass die Menge der Polynome in einer Variablen mit rationalen Koef-
fizienten abzéhlbar ist.

Aufgabe 11.35. (3 Punkte)

Zeige, dass die Menge der reellen transzendenten Zahlen iiberabzahlbar ist.

12. VORLESUNG - STETIGKEIT

12.1. Stetige Funktionen.

Den Abstand zwischen zwei reellen (oder komplexen) Zahlen x und 2z’ be-
zeichnen wir mit
d(z,2") == |x —2|.

Bei einer Funktion
T R—R

kann man sich fragen, inwiefern der Abstand in der Wertemenge durch
den Abstand in der Definitionsmenge kontrollierbar ist. Es sei z € R und
y = f(z) der Bildpunkt. Man mochte, dass fiir Punkte 2/, die ,nahe“ an
x sind, auch die Bildpunkte f(z’) ,nahe“ an f(z) sind. Schon lineare Funk-
tionen mit unterschiedlicher Steigung zeigen, dass die ,,Ndhe“ im Bildbe-
reich nicht mit der ,Ndhe* im Definitionsbereich direkt verglichen werden
kann. Die Zielsetzung ist vielmehr, dass zu einer gewiinschten Genauigkeit
im Bildbereich iiberhaupt eine Ausgangsgenauigkeit gefunden werden kann,
die sichert, dass die Funktionswerte innerhalb der gewiinschten Genauigkeit
beieinander liegen.
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Um diese intuitive Vorstellung zu prézisieren, sei ein € > 0 vorgegeben. Die-
ses € reprasentiert eine ,,gewiinschte Zielgenauigkeit“. Die Frage ist dann, ob
man ein § > 0 finden kann (eine , Startgenauigkeit“) mit der Eigenschaft,
dass fiir alle 2’ mit d(z,2") < ¢ die Beziehung d(f(x), f(z')) < e gilt. Dies
fithrt zum Begriff der stetigen Abbildung, den wir parallel fiir die reellen und
die komplexen Zahlen entwickeln. Wir verwenden fiir R und C das gemein-
same Symbol K und wir betrachten Funktionen

o: T'— K,

wobei T" C K eine Teilmenge ist. Wegen R C C koénnte man sich auf
K = C beschrianken. Allerdings ist die reelle Situation etwas suggestiver
und viele komplexe Fragestellungen lassen sich einfach auf den reellen Fall
zuriickfithren, so dass es durchaus erlaubt ist, sich zunichst auf K = R zu
beschranken.

Definition 12.1. Es sei 7' C K eine Teilmenge,

f: T —K
eine Funktion und x € T. Man sagt, dass f stettqg im Punkt x ist, wenn es
zu jedem € > 0 ein 6 > 0 derart gibt, dass fiir alle 2’ mit d(z,2’) < ¢ die

Abschétzung d(f(x), f(z')) < e gilt. Man sagt, dass f stetig ist, wenn sie in
jedem Punkt z € T stetig ist.

Bei T sollte man an den Definitionsbereich der Funktion denken. Typische
Situationen sind, dass T ganz K ist, oder ein reelles Intervall, oder R oh-
ne endlich viele Punkte und Ahnliches. Statt mit den nichnegativen reellen
Zahlen € und ¢ kann man genauso gut mit Stammbriichen % und % arbeiten.

Beispiel 12.2. Eine konstante Funktion
K—K, x+——c,

ist stetig. Zu jedem vorgegeben e kann man hier ein beliebiges § wéhlen, da
ja ohnehin

d(f(x), f(z)) = d(c,c) =0 < €
gilt.

Beispiel 12.3. Eine lineare Funktion
K—K, x+— cz,

mit einem Proportionalitétsfaktor ¢ # 0 (bei ¢ = 0 ist die Funktion kon-
stant und somit auch stetig) ist stetig. Zu jedem vorgegebenen e kann man
unabhéngig vom Punkt x hier § = ﬁ wéhlen: Wenn namlich

€
dz,2') < § = —
]
gilt, so ist

€

(), (@) = dlex,ex') = [e] - d(r,2') < Iel -5 = |- 17 = e
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Insbesondere ist die Identitit
K—K, z+— z,

stetig.

0.5

Beispiel 12.4. Wir betrachten die Funktion
fTR—R

0, falls x <0,
-

mit

1, falls z > 0.

Diese Funktion ist im Nullpunkt 0 nicht stetig. Fiir e = % und jedes beliebige
positive ¢ gibt es ndmlich negative Zahlen 2’ mit d(0,2’) = |2/| < ¢. Fur
diese ist aber d(f(0), f(2')) = d(1,0) = 1 £ 1.

Nicht jede stetige Funktion kann man zeichnen, auch nicht nach beliebiger
Vergroflerung. Gezeigt wird eine Approximation einer Weierstrafl-Funktion, die
stetig, aber nirgendwo differenzierbar ist. Bei einer stetigen Funktion kann man

zwar die Grofle der Schwankungen im Bildbereich durch Einschrdnkungen im
Definitionsbereich kontrollieren, die Anzahl der Schwankungen (die Anzahl der
Richtungswechsel des Graphen) kann man aber nicht kontrollieren.

Die folgende Aussage bringt die Stetigkeit mit konvergenten Folgen in Ver-
bindung.
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Satz 12.5. FEs setT' C K eine Teilmenge,
f: T —K
eine Funktion und x € T. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) f ist stetig im Punkt x.
(2) Fiir jede konvergente Folge (xy,), o in T mit lim, o ¥, = x ist auch

die Bildfolge (f(xn)),cn konvergent mit dem Grenzwert f(x).

Beweis. Sei (1) erfiillt und sei (x,),,.y €ine Folge in T', die gegen x konvergiert.
Wir miissen zeigen, dass

ist. Dazu sei ¢ > 0 vorgegeben. Wegen (1) gibt es ein 6 > 0 mit der an-
gegebenen Abschétzungseigenschaft und wegen der Konvergenz von (z,,),,c
gegen x gibt es eine natiirliche Zahl ng derart, dass fiir alle n > ng die
Abschétzung
d(x,,x) < 0
gilt. Nach der Wahl von ¢ ist dann
d(f(xy,), f(x)) < e fir alle n > ng,

so dass die Bildfolge gegen f(x) konvergiert. Sei (2) erfiillt. Wir nehmen an,
dass f nicht stetig ist. Dann gibt es ein € > 0 derart, dass es fiir alle 6 > 0
Elemente z € T gibt, deren Abstand zu x maximal gleich ¢ ist, deren Wert
f(2) unter der Abbildung aber zu f(x) einen Abstand besitzt, der grofer als
€ ist. Dies gilt dann insbesondere fiir die Stammbriiche § = 1/n, n € N,.
D.h. fiir jede natiirliche Zahl n € N, gibt es ein z,, € T mit

d(zp,z) < % und mit d(f(z,), f(x)) > €.

Diese so konstruierte Folge (z,,), .y konvergiert gegen x, aber die Bildfolge
konvergiert nicht gegen f(x), da der Abstand der Bildfolgenglieder zu f(x)
zumindest € ist. Dies ist ein Widerspruch zu (2). O

12.2. Rechenregeln fiir stetige Funktionen.

Lemma 12.6. Es seien S C K und T" C K Teilmengen und
f: §—K
und
g:T —K
Funktionen mit f(S) C T. Dann gelten folgende Aussagen.
(1) Wenn finx € S und g in f(x) stetig ist, so ist auch die Hinterein-

anderschaltung g o f in x stetig.
(2) Wenn f und g stetig sind, so ist auch g o fstetig.
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Beweis. Die Aussage (1) ergibt sich direkt aus der Folgencharakterisierung
der Stetigkeit. Daraus folgt auch (2). 0

Lemma 12.7. Es set T C K und seien
fig: T —K
stetige Funktionen. Dann sind auch die Funktionen
f+9: T —K z— f(z)+g(2),
f=9: T —K z+— f(z) - g(2),
fr9: T —K z— f(z)-g(2),

stetig. Fir eine Teilmenge U C T, auf der g keine Nullstelle besitzt, ist auch
die Funktion
flg: U—K, z+— f(z)/g9(x),

stetig.

Beweis. Dies ergibt sich aus der Folgencharakterisierung der Stetigkeit und
Satz 8.10. O

Korollar 12.8. Polynomfunktionen
P: K—K, 2+ P(x),
sind stetig.
Beweis. Aufgrund von Beispiel 12.2 und Lemma 12.7 sind fiir jedes n € N

die Potenzen
K— K, x+— 2",

stetig. Daher sind auch fiir jedes a € K die Funktionen
K— K, z+—— ax",
stetig und wiederum aufgrund von Lemma 12.7 sind auch alle Funktionen
K —K, 2 +— apz™ + ap12" 1+ 4+ a1z + ay,
stetig. U
Korollar 12.9. Es seien P,Q € K[X] Polynome und es sei

U:={zreK|Q(z)#0}.
Dann ist die rationale Funktion

U—>K,xl—>@

Q(x)’
stetig.

Beweis. Dies folgt aus Korollar 12.8 und Lemma 12.7. O
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Rationale Funktionen sind auf ihrer Definitionsmenge stetig.

12.3. Grenzwerte von Funktionen.

Eng verwandt mit dem Stetigkeitsbegriff ist der Begriff des Grenzwertes einer
Funktion.

Definition 12.10. Es sei 7" C K eine Teilmenge und sei a € K ein Punkt.
Es sei

f: T —K
eine Funktion. Dann heifit b € K Grenzwert (oder Limes) von f in a, wenn
es zu jedem € > 0 ein & > 0 derart gibt, dass fiir jedes x € T aus

lrt—al < 9§

die Abschétzung
|f(x) —b] < €

folgt. In diesem Fall schreibt man
lim, ,, f(x) = b.

Dieser Begriff ist eigentlich nur dann sinnvoll, wenn es in jeder offenen Um-
gebung von a auch Punkte aus T gibt. Dann heifit a ein Berihrpunkt von
T. In diesem Fall ist der Grenzwert, wenn er existiert, eindeutig bestimmt
(andernfalls ist jeder Punkt ein Grenzwert).

Eine typische Situation ist die folgende: Es sei [ ein reelles Intervall, a € I
sei ein Punkt darin und es sei

T = I\ {a}.

Die Funktion sei auf T, aber nicht im Punkt a definiert, und es geht um
die Frage, inwiefern man f zu einer sinnvollen Funktion f auf ganz I fort-
setzen kann. Dabei soll f(a) durch f bestimmt sein. In Zusammenhang mit
differenzierbaren Funktionen werden wir zu einer Funktion ¢g im Punkt a die
Steigung der Sekanten untersuchen, die durch (a, g(a)) und (z, g(x)), z # a,
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festgelegt sind. Diese Steigung ist durch f(z) = %Z(“) gegeben, wobei die-

ser Ausdruck fiir x = a nicht definiert ist. Der Grenzwert davon fiir z — a
ist, falls er existiert, die Steigung der Tangente.

Lemma 12.11. Es sei T C K eine Teilmenge und sei a € K ein Punkt.
Es sei f: T — K eine Funktion und b € K. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent.
(1) Es st
lim,_,, f(x) = b.

(2) Fiir jede Folge (), in T, die gegen a konvergiert, konvergiert auch
die Bildfolge (f(xn)),ey gegen b.

Beweis. Siehe Aufgabe 12.26. O

Lemma 12.12. Es sei T C K eine Teilmenge und sei a € K ein Punkt.
Es seien f: T — K und g: T — K Funktionen derart, dass die Grenzwerte
lim,, f(x) und lim,_,, g(x) existieren. Dann gelten folgende Beziehungen.

(1) Die Summe f + g besitzt einen Grenzwert in a, und zwar ist
lim, . (f(z) + g(x)) = lim,—, f(2) + lim,—, g(z).
(2) Das Produkt f - g besitzt einen Grenzwert in a, und zwar ist
lim, . (f(x)-g(z)) = lim,,, f(x)-lim,,, g(z).
(3) Es sei g(x) # 0 fir allex € T und lim,_,, g(xz) # 0. Dann besitzt
der Quotient f/g einen Grenzwert in a, und zwar ist
f(a:) _ lim, 4 f<x>
glz)  limgse g(z)”

lim,_q

Beweis. Dies ergibt sich aus Lemma 12.11 und aus Satz 8.10. U
Beispiel 12.13. Wir betrachten den Limes

vr+4—2

limg g ——,
T

wobei z € R\ {0}, x > —4, ist. Fiir x = 0 ist der Ausdruck nicht definiert,
und aus dem Ausdruck ist nicht direkt ablesbar, ob der Grenzwert existiert
und welchen Wert er annimmt. Man kann den Ausdruck aber mit v/x + 4+ 2
erweitern, und erhélt dann

Viti-2  (Vari-2)(Viii+2)

x (v +4+2)
r+4—14

(Vo +i+2)
a:(\/a: + 4+ 2)
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1
Ve +4+2

Aufgrund der Rechenregeln fiir Grenzwerte kénnen wir den Grenzwert von
Zahler und Nenner ausrechnen, wobei wir im Nenner die Stetigkeit der Qua-
dratwurzel geméfl Aufgabe 12.4 vrewenden, und es ergibt sich insgesamt 1/4.

Korollar 12.14. Essei S C K, a € SundT = S\{a}. Essei f: S - K
eine Funktion. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) Die Funktion f ist stetig in a.
(2) Es ist

limger f(x) = f(a).

Beweis. Dies ergibt sich direkt aus Lemma 12.11 oder aus dem Folgenkrite-
rium. U

Fiir eine stetige Funktion f: T — K folgt daraus, dass sie sich zu einer
stetigen Funktion f: T'U {a} — K (durch f(a) = b) genau dann fortsetzen
lasst, wenn der Limes von f in a gleich b ist.

12. ARBEITSBLATT

12.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 12.1. Zeige, dass eine lineare Funktion
R— R, z+—— ax,

stetig ist.

Aufgabe 12.2. Es sei D C R eine Teilmenge, f: D — R eine Funktion
und a € D ein Punkt. Zeige, dass die folgenden FEigenschaften dquivalent
sind.

(1) f ist stetig in a.
(2) Zu jedem n € N, gibt es ein m € N, derart, dass aus
1
[z —a] < —
m

die Abschétzung

S|

[f(z) — fla)] <
folgt.
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(3) Zu jedem s € N gibt es ein 7 € N derart, dass aus

1
|z —al <
107
die Abschitzung
1
— <
7(@) ~ f@)] < 1o

folgt.

Aufgabe 12.3. Zeige, dass die Funktion
R — R, z— 2],
stetig ist.

Aufgabe 12.4. Zeige, dass die Funktion
RZO — Rzo, T —— \/E,

stetig ist.

Aufgabe 12.5. Bauer Ernst mochte ein quadratisches Melonenfeld anle-
gen. Das Feld sollte 100 Quadratmeter grofl sein, er findet aber jede Grofle
zwischen 99 und 101 Quadratmetern noch akzeptabel. Welcher Fehler ist un-
gefihr fiir die Seitenlédnge erlaubt, damit das entstehende Quadrat innerhalb
der vorgegebenen Toleranz liegt?

Aufgabe 12.6.*
Es sei
f(z) = 22° — 42 + 5.
Zeige, dass fiir alle x € R die folgende Beziehung gilt: Wenn
1

_3 <«
v =31 < g0
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dann ist

f@) = 1B < 55

Aufgabe 12.7. Bestimme fiir die Funktion
flz) = 20° — 42 + 2 -6
im Punkt ¢ = 1 fiir e = % ein explizites 0 > 0 derart, dass aus
d(z,a) <6
die Abschétzung

d(f(x), f(a)) < €
folgt.

Aufgabe 12.8. Es sei T" C R eine Teilmenge und sei
f: T —R

eine stetige Funktion. Es sei x € T ein Punkt mit f(z) > 0. Zeige, dass
dann auch f(y) > 0 fiir alle y € T aus einem nichtleeren offenen Intervall
lz =6,z + 4] gilt.

Aufgabe 12.9.*

Es sei ¢ € R und seien

f,g: R— R
stetige Funktionen mit

fla) > g(a).
Zeige, dass es ein 0 > 0 derart gibt, dass

f(z) > g(x)
fur alle z € [a — 0,a + 0] gilt.
Aufgabe 12.10. Es seien

f,9: R— R,

stetige Funktionen. Es sei a € R mit (fg)(a) = 0 und mit f(a) # 0. Zeige,
dass es ein § > 0 derart gibt, dass die Einschrankung g|,—s444 die Nullfunk-
tion ist.
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Aufgabe 12.11. Es seien a < b < ¢ reelle Zahlen und es seien

g: la,b] — R

und
h: [b,c] — R

stetige Funktionen mit g(b) = h(b). Zeige, dass dann die Funktion
f:la,cf —R

mit

f(t) =g(t) fir t <bund f(t) = h(t) fir ¢t > b
ebenfalls stetig ist.

Aufgabe 12.12. Bestimme, fiir welche Punkte = € R die durch
1 fir z < —1,
fle)=qx? fir —1<z<2,
—2x+ 7 firx > 2,
definierte Funktion stetig ist.

Aufgabe 12.13. Es sei T' C R eine endliche Teilmenge und
f:T—R

eine Funktion. Zeige, dass f stetig ist.

Aufgabe 12.14. Es sei
f:la, b)) — R
eine stetige Funktion. Zeige, dass es eine stetige Fortsetzung
fi:R—R
von f gibt.

Aufgabe 12.15.*

Es sei a € R und seien f,g,h: R — R Funktionen. Dabei seien g und h
stetig im Punkt a und es gelte g(z) < f(z) < h(x) fiir alle z € R. Zeige,
dass auch f in a stetig ist.

Die folgende Aufgabe verwendet die reelle Sinusfunktion, die wir spéter ein-
fithren werden. Im Moment muss man nur wissen, dass sie stetig und peri-
odisch ist und dass sich ihre Werte zwischen —1 und 1 bewegen.
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Aufgabe 12.16. Zeige, dass die durch
x-sinl firz #0),

o= Lo 2

sonst ,

definierte Funktion
T R—R
stetig ist. Ist der Graph dieser Funktion ,zeichenbar“?

Aufgabe 12.17. Zeige, dass es eine stetige Funktion
fiR—R

derart gibt, dass f auf jedem Intervall der Form [0,0] mit 6 > 0 sowohl
positive als auch negative Werte annimmt.

Aufgabe 12.18.*
Es sei f: R — R eine stetige Funktion. Zeige die folgenden Aussagen.

(1) Die Funktion f ist durch ihre Werte auf QQ eindeutig festgelegt.
(2) Der Funktionswert f(a) ist durch die Funktionswerte f(x), x # a,

festgelegt.
(3) Wenn fiir alle z < a die Abschétzung
flx) <c
gilt, so gilt auch
f(a) < c.
Aufgabe 12.19.*
Zeige, dass die Funktion
fTR—R
mit
x, falls x € Q,
Jx) = {O, sonst , b
nur im Nullpunkt stetig ist.
Aufgabe 12.20.*
Wir betrachten die Funktion
fT R—R

mit
fa) = {0, falls = ¢ Q,

%, bei z € Q und x = § gekiirzt .
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(1) Zeige, dass f in den rationalen Zahlen nicht stetig ist.
(2) Zeige, dass f in den irrationalen Zahlen stetig ist.

Aufgabe 12.21. Es sei (x,),,.y eine reelle Folge und sei

1
n

Die Funktion f: S — R sei durch

-

festgelegt. Zeige, dass f stetig ist.

Aufgabe 12.22. Es sei (2,),,oy eine reelle Folge und z € R. Es sei

1
T = {—]nEN+}U{O} C R.
n
Die Funktion
f+T—R
sei durch

f<%) — 2, und £(0) = =

festgelegt. Zeige, dass f genau dann stetig ist, wenn die Folge gegen z kon-
vergiert.

Die folgende Aufgabe beschreibt eine Variante des Folgenkriteriums fiir die
Stetigkeit.

Aufgabe 12.23.*
Es sei T" C R eine Teilmenge,
f+T—R
eine Funktion und z € T. Zeige, dass folgende Aussagen dquivalent sind.

(1) f ist stetig im Punkt .
(2) Fiir jede konvergente Folge (), oy in 7' mit lim,,_,o, 2, = @ ist auch
die Bildfolge (f(x,)), - konvergent.

neN

Aufgabe 12.24.*
Sei a € C, |a|] < 1. Es sei
f: C—C, z— f(2),

eine stetige Funktion mit der Eigenschaft, dass die Gleichheit f(az) = f(2)
fiir alle 2 € C gelte. Zeige, dass f konstant ist.
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Die néchsten beiden Aufgaben verwenden folgende Definition.
Es seien L und M Mengen und es sei
fir L—M
eine Abbildung. Zu einer Teilmenge S C L heifit die Abbildung
S — M, x — f(x),
die Einschrdankung der Abbildung auf die Teilmenge S.

Die Einschrinkung wird mit f|g bezeichnet.

Aufgabe 12.25. Es seien § C T C K Teilmengen. Zeige, dass zu einer
stetigen Funktion
f+T—K

auch die Einschrankung f|g stetig ist.

Aufgabe 12.26. Man gebe ein Beispiel fiir eine streng wachsende Funktion
f10,1] — R,

derart, dass es keine (endliche) Zerlegung 0 = ap < a3 < -+ < a1 < a, = 1
des Intervalls [0, 1] gibt, so dass die Einschréankungen f|,, , ., stetig sind.

Aufgabe 12.27. Es sei T' C K eine Teilmenge und sei a € K ein Punkt.
Es sei f: T'— K eine Funktion und b € K. Zeige, dass folgende Aussagen
dquivalent sind.

(1) Es ist
lim, ,, f(x)=0.

(2) Fiir jede Folge (2,,),,cy in T', die gegen a konvergiert, konvergiert auch
die Bildfolge (f(zn)),cy gegen b.

Aufgabe 12.28. Bestimme den Grenzwert der Folge
(ea)
n—x,=1+—1_] .
2n

Aufgabe 12.29. Bestimme den Grenzwert der rationalen Funktion
r—1
x?—1

im Punkt a = 1.
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Aufgabe 12.30. Bestimme den Grenzwert der rationalen Funktion
223 + 327 — 1
w3 —a?+x+3

im Punkt a = —1.

Aufgabe 12.31. Es sei

fi R—R
eine Funktion und a € R. Definiere die Begriffe ,linksseitiger und ,rechts-
seitiger Grenzwert® von f in a sowie den Begriff , Sprungstelle®.

Aufgabe 12.32. Es sei

1
n

die Menge der Stammbriiche und (z,,),,oy eine reelle Folge. Es sei b € R und
D = T U{0}. Zeige, dass die folgenden Eigenschaften dquivalent sind.

(1) Die Folge konvergiert gegen b.
(2) Die Funktion
f+T—R

@)

besitzt den Grenzwert lim, o f(z) = .
(3) Die Funktion

mit

f: D— R

-

und f(0) = b ist stetig.

mit

12.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 12.33. (3 Punkte)
Bestimme fiir die Funktion

f(z) = 2° +52° — 3z + 2

im Punkt a = 3 fiir e = -1 ein explizites § > 0 derart, dass aus

100
d(z,a) <6

die Abschétzung

d(f(x), f(a)) < e
folgt.
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Aufgabe 12.34. (3 Punkte)
Bestimme den Grenzwert der durch
b, = 2a; — 6a’ + a? — 5a, + 3,
definierten Folge, wobei
3n3 —bn?+7

n = An3 +2n — 1

ist.

Aufgabe 12.35. (3 Punkte)
Zeige, dass die Funktion f: R — R mit

fa) = {1, falls 7 € Q,

0 sonst,

in keinem Punkt = € R stetig ist.

 Jeym—3
ap, = 3\/_—_2

konvergiert, und bestimme gegebenenfalls den Grenzwert.

Aufgabe 12.36. (3 Punkte)
Entscheide, ob die Folge

Die néchste Aufgabe verwendet den Begriff der geraden und der ungeraden
Funktion.

Eine Funktion f: R — R heifit gerade, wenn fiir alle x € R die Gleichheit

f(@) = f(-=)
gilt.
Eine Funktion f: R — R heifit ungerade, wenn fiir alle x € R die Gleichheit
flz) = —f(-=)
gilt.

Aufgabe 12.37. (4 Punkte)
Zeige, dass man jede stetige Funktion
T R—R

als f = ¢ + h mit einer stetigen geraden Funktion ¢ und einer stetigen
ungeraden Funktion A schreiben kann.
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Aufgabe 12.38. (5 Punkte)
Essei P € C, b e R, und
f: B(P,b) — C
eine stetige Funktion. Zeige, dass es eine stetige Fortsetzung
f:C—cC
von f gibt.

Aufgabe 12.39. (7 Punkte)

Zeige, dass die Menge der stetigen Funktionen
fiR—R
mit f(Q) C Q iiberabzdhlbar ist.

13. VORLESUNG - ZWISCHENWERTSATZ

13.1. Der Zwischenwertsatz.

Wir interessieren uns dafiir, was unter einer stetigen Abbildung f: R — R
mit einem Intervall passiert. Der Zwischenwertsatz besagt, dass das Bild
wieder ein Intervall ist.

=]
-___'_——-.

fl o - /
| /

- X

Satz 13.1. Es seien a < b reelle Zahlen und sei f: [a,b] — R eine stetige
Funktion. Es seiu € R eine reelle Zahl zwischen f(a) und f(b). Dann gibt
es ein ¢ € [a,b] mit f(c) = u.

Beweis. Wir beschrianken uns auf die Situation f(a) < u < f(b) und zeigen
die Existenz von einem solchen ¢ mit Hilfe einer Intervallhalbierung. Dazu
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setzt man ag := a und by := b, betrachtet die Intervallmitte ¢y := @ und
berechnet

f(co) -

Bei f(co) < wu setzt man

ay := ¢p und by := by
und bei f(cp) > wu setzt man

ay :=ag und b; :=cg.

In jedem Fall hat das neue Intervall [ay, b;] die halbe Linge des Ausgangsin-
tervalls und liegt in diesem. Da es wieder die Voraussetzung f(a;) < u <
f(by) erfiillt, konnen wir darauf das gleiche Verfahren anwenden und gelan-
gen so rekursiv zu einer Intervallschachtelung. Sei ¢ die durch diese Inter-
vallschachtelung definierte reelle Zahl. Fiir die unteren Intervallgrenzen gilt
f(a,) < wund das tibertrigt sich wegen der Stetigkeit nach dem Folgenkri-
terium auf den Grenzwert ¢, also f(¢) < w. Fiir die oberen Intervallgrenzen
gilt f(b,) > w und das iibertragt sich ebenfalls auf ¢, also f(¢) > wu. Also
ist f(c) = w. d

Die in diesem Beweis beschriebene Methode ist konstruktiv und kann zu
einem expliziten Verfahren ausgebaut werden.

Korollar 13.2. FEs seien a < b reelle Zahlen und sei f: [a,b] — R eine
stetige Funktion mit f(a) < 0 und f(b) > 0. Dann gibt es ein x € R mit
a <z < bund mit f(x) 0, d.h. [ besitzt eine Nullstelle zwischen a und
b.

Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 13.1. O

Beispiel 13.3. Ein regelméafliger quadratischer Tisch mit vier Beinen A, B,
C, D steht auf einem unebenen, aber stufenfreien Untergrund. Im Moment
steht er auf den Beinen A, B, C' und das Bein D ragt in die Hohe (wenn man
B, C in ihrer Position beldsst und D auf den Boden driickt, wiirde A ver-
sinken). Wir behaupten, dass man den Tisch durch eine (maximal Viertel)-
Drehung um die eigene Achse (sagen wir gegen den Uhrzeigersinn) in eine
Position bringen kann, wo er auf allen vier Beinen steht (wobei der Tisch nicht
unbedingt genau horizontal stehen muss). Dazu betrachten wir die Funktion,
die einem Drehwinkel (zwischen 0 und 90 Grad) die H6he des Beines D {iber
dem Grund zuordnet, wenn die drei {ibrigen Beine auf dem Boden stehen
(wiirden). Dabei kann diese Hohe auch negativ werden (was sich bei einem
sandigen Untergrund praktisch realisieren lésst; sonst denke man sich dies
yvirtuell“). Bei 0 Grad ist die Hohe positiv. Bei 90 Grad erhédlt man eine
Situation, die symmetrisch zur Ausgangssposition ist, wobei aber nach wie
vor die Beine A, B, C' auf dem Boden sein sollen. Wegen der in der Klammer
formulierten Beobachtung muss die Hohe von D negativ sein. Die Funktion
hat also auf dem Intervall sowohl positive als auch negative Werte. Da sie
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wegen der Stufenfreiheit stetig ist, besitzt sie nach dem Zwischenwertsatz
auch eine Nullstelle.

Beispiel 13.4. Die Abbildung
f:Q—Q, z+—2*—2,

ist stetig, sie geniigt aber nicht dem Zwischenwertsatz. Fiir x = 0ist f(0) =
—2 < Ound fir z = 2ist f(2) = 2 > 0, es gibt aber kein € Q mit
f(z) = 0, da dafiir x> = 2 sein muss, wofiir es in Q keine Losung gibt. Der
Zwischenwertsatz funktioniert also nur fiir reelle Zahlen.

Mit der im Beweis des Zwischenwertsatzes verwendeten Intervallhalbierungs-
methode kann man insbesondere auch Quadratwurzeln ,ausrechnen®; also
Folgen angeben, die gegen die Quadratwurzel konvergieren. Die Konvergenz-
geschwindigkeit beim babylonischen Wurzelziehen ist aber deutlich héher.

Korollar 13.5. Es sei I ein reelles Intervall und f: I — R eine stetige
Funktion. Dann ist auch das Bild f(I) ein Intervall.

Beweis. Sei J = f(I). Aus dem Zwischenwertsatz folgt sofort, dass wenn
y,2 € Jsind und v € Rmit y < u < 2 gegeben ist, auch uv € J sein
muss. Nach Aufgabe 6.20 ist J ein Intervall. U

13.2. Stetige bijektive Funktionen und ihre Umkehrfunktion.

Fiir eine bijektive stetige Funktion auf einem reellen Intervall ist die Um-
kehrabbildung wieder stetig. Dies ist keineswegs selbstverstandlich.

Satz 13.6. Es set I C R ein Intervall und

f: I —R
eine stetige, streng wachsende Funktion. Dann ist das Bild

J = fI) = {f(x) |z €I}

ebenfalls ein Intervall, und die Umkehrabbildung

g —1I
1st ebenfalls stetig.
Beweis. Dass das Bild wieder ein Intervall ist folgt aus Korollar 13.5. Die
Funktion f ist injektiv, da sie streng wachsend ist und damit ist die Abbil-
dung

fil—J
auf das Bild bijektiv. Die Umkehrfunktion

g —1I

ist ebenfalls streng wachsend. Sei ¢ := f~! und y := f(z) vorgegeben.
Es sei zunéchst y kein Randpunkt von J. Dann ist auch = kein Randpunkt
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von I. Sei ¢ > 0 vorgegeben und ohne Einschréinkung [z —e,x +¢] C [
angenommen. Dann ist

5 = min(y— f(z— ), fz+e)—y) > 0
und fiir ¢’ € [y — 9§,y + 0] gilt wegen der Monotonie

9(¥) € lg(y—06),9(y+0)] C [x—¢ x+¢|
Also ist g stetig in y. Wenn y ein Randpunkt von J ist, so ist auch z ein
Randpunkt von I, sagen wir der rechte Randpunkt. Dann ist zu vorgegebe-
nem € > 0 wieder [x —e, 2] € T und d := y— f(z —¢) erfiillt die geforderte
Eigenschaft. 0

13.3. Stetigkeit der Wurzeln.

it
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Satz 13.7. Es setn € N,. Fiir n ungerade ist die Potenzfunktion
R— R, z+— 2",
stetig, streng wachsend, bijektiv und die Umkehrfunktion
R— R, z— z'/™,
st streng wachsend und stetig. Fir n gerade ist die Potenzfunktion
R — Rsg, 2 — 2",
stetig, streng wachsend, bijektiv und die Umkehrfunktion
Rso — Rxg, z — '/,
st streng wachsend und stetig.
Beweis. Die Stetigkeit ergibt sich aus Korollar 12.8. Das strenge Wachstum
fir x > 0 folgt aus der allgemeinen binomischen Formel. Fiir ungerades n

folgt das strenge Wachstum fiir x < 0 aus der Bezichung 2" = —(—z)"
und dem Verhalten im positiven Bereich. Daraus ergibt sich die Injektivitét.
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Fir x > 1ist 2™ > =z, woraus die Unbeschrinktheit des Bildes nach oben
folgt. Bei n ungerade folgt ebenso die Unbeschranktheit des Bildes nach un-
ten. Aufgrund des Zwischenwertsatzes ist das Bild daher R bzw. R>,. Somit
sind die angegebenen Potenzfunktionen surjektiv und die Umkehrfunktionen
existieren. Die Stetigkeit der Umkehrfunktionen folgt aus Satz 13.6. g

13.4. Minima und Maxima.

maxxzimno globale

mazxzimo locale

minimo locale

minimo globale

- I 1 I I 1
1 12 1.4 bLE [ N | 1 1.2

Definition 13.8. Es sei M eine Menge und
f: M—R

eine Funktion. Man sagt, dass f in einem Punkt z € M das Mazimum
annimmt, wenn

f(x) > f(2') fiir alle 2’ € M gilt,
und dass f das Minimum annimmt, wenn

f(x) < f(2') fiir alle 2’ € M gilt.

Die gemeinsame Bezeichnung fiir ein Maximum oder ein Minimum ist Ez-
tremum. In der vorstehenden Definition spricht man auch vom globalen Ma-
ximum, da darin Bezug auf sdmtliche Elemente der Definitionsmenge ge-
nommen wird. Interessiert man sich nur fiir das Verhalten in einer offenen,
eventuell kleinen Umgebung, so gelangt man zum Begrift des lokalen Maxi-
mums.

Definition 13.9. Es sei D C R eine Teilmenge und sei
f: D—R

eine Funktion. Man sagt, dass f in einem Punkt x € D ein lokales Maximum
besitzt, wenn es ein € > 0 derart gibt, dass fiir alle 2/ € D mit |z — 2'| < €
die Abschétzung

flx) = f(a)
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gilt. Man sagt, dass f in x € D ein lokales Minimum besitzt, wenn es ein
e > 0 derart gibt, dass fiir alle ' € D mit |z — 2’| < e die Abschétzung

flz) < f@)
gilt.

Wenn f(x) > f(2') fiir alle 2’ # x (bzw. fiir alle ' # x aus einer offenen
Umgebung von z) gilt, so spricht man von einem isolierten Mazimum (bzw.
von einem isolierten lokalen Maximum). Mit der Differentialrechnung werden
wir bald schlagkriftige Methoden kennenlernen, um die Stellen fiir Minima
und Maxima zu bestimmen.

Satz 13.10. Es sei[a,b] C R ein abgeschlossenes beschrinktes Intervall und
set

fila, 0] — R
eine stetige Funktion. Dann gibt es ein x € [a,b] mit

f(z) > f(z') fir alle ' € [a,b].

D.h., dass die Funktion ihr Mazimum (und ihr Minimum) annimmt.

Beweis. Nach dem Zwischenwertsatz wissen wir, dass das Bild J := f([a, b])
ein Intervall ist. Wir zeigen zunéchst, dass J (nach oben und nach unten)
beschrankt ist. Wir nehmen dazu an, dass J nicht nach oben beschréankt
ist. Dann gibt es eine Folge (2,),cy in I mit f(xz,) > n. Nach Satz 7.7
besitzt (x,),,cy €ine konvergente Teilfolge. Da [a, b] abgeschlossen ist, gehort
der Grenzwert der Teilfolge zu [a, b]. Wegen der Stetigkeit muss dann auch
die Bildfolge konvergieren. Die Bildfolge ist aber unbeschriankt, so dass sie
nach Lemma 5.10 nicht konvergieren kann, und sich ein Widerspruch ergibt.

Sei nun y das Supremum von J, das es nach Satz 7.5 gibt. Es gibt nach
Aufgabe 6.18 eine Folge (yy),cy in J, die gegen das Supremum konvergiert.
Nach Definition von .J gibt es eine Folge (x,), o mit f(2,) = y,. Fiir diese
Folge gibt es wieder nach Satz 7.7 eine konvergente Teilfolge. Es sei x der
Grenzwert dieser Teilfolge. Somit ist aufgrund der Stetigkeit f(x) = y und
daher y € J. Il

Korollar 13.11. Es sei[a,b] C R ein abgeschlossenes beschrinktes Intervall
und sei

f:la,b) — R

eine stetige Funktion. Dann ist das Bild f([a,b]) ebenfalls ein beschrinktes
abgeschlossenes Intervall.

Beweis. Dies folgt aus dem Zwischenwertsatz und Satz 13.10. U

Ein abgeschlossenes und beschrianktes Intervall nennt man auch kompakt.



181

13. ARBEITSBLATT

13.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 13.1. Man gebe ein Beispiel einer stetigen Funktion
f: Q — Ra

die genau zwei Werte annimmt.

Aufgabe 13.2. Es sei
fTR—R

eine stetige Funktion, die nur endlich viele Werte annimmt. Zeige, dass f
konstant ist.

Aufgabe 13.3.*

Gibt es eine reelle Zahl, die in ihrer dritten Potenz, vermindert um das Vier-
fache ihrer zweiten Potenz, gleich der Quadratwurzel von 42 ist?

Aufgabe 13.4. Finde fiir die Funktion
fiR—R o+ f(z)=2"+2—1,

eine Nullstelle im Intervall [0, 1] mit Hilfe der Intervallhalbierungsmethode
mit einem Fehler von maximal 1/100.

Aufgabe 13.5.*
Wir betrachten die Funktion
f: R— R, z+— 2% —3z+1.

Bestimme, ausgehend vom Intervall [0, 1], mit der Intervallhalbierungsme-
thode ein Intervall der Lénge 1/8, in dem eine Nullstelle von f liegen muss.

Aufgabe 13.6. Wir betrachten die Funktion
f: R—R, z+—a®+42° — 2 + 3.

Bestimme, ausgehend vom Intervall [—5, —4], mit der Intervallhalbierungs-
methode ein Intervall der Linge 1/8, in dem eine Nullstelle von f liegen
muss.
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Aufgabe 13.7. Gegeben sei die Abbildung f: R\ {0,1} — R mit

1 1
fo) = s a1w

Zeige mit Hilfe des Zwischenwertsatzes, dass f jeden Wert ¢ # 0 an minde-
stens zwei Stellen annimmt.

Aufgabe 13.8. Es sei [ ein reelles Intervall und
f: I —R,

eine stetige, injektive Funktion. Zeige, dass f streng wachsend oder streng
fallend ist.

Aufgabe 13.9. Es sei f: R — R eine stetige Funktion und es sei x ,nahe“
an einer Nullstelle von f. Ist dann f(z) nahe bei 07

Aufgabe 13.10.*
Fridolin sagt:
,Irgendwas kann am Zwischenwertsatz nicht stimmen. Fiir die stetige Funk-
tion ]
fi R—R z+— 2
gilt f(=1) = —1 und f(1) = 1. Nach dem Zwischenwertsatz miisste es

also eine Nullstelle zwischen —1 und 1 geben, also eine Zahl = € [—1, 1] mit
f(x) = 0. Es ist doch aber stets = # 0.

Wo liegt der Fehler in dieser Argumentation?

Aufgabe 13.11.*

Es sei z € R eine reelle Zahl. Zeige, dass die folgenden Eigenschaften aqui-
valent sind.

(1) Es gibt ein Polynom P € R[X], P # 0, mit ganzzahligen Koeffizienten
und mit P(z) = 0.

(2) Es gibt ein Polynom @ € Q[X], @ # 0, mit Q(z) = 0.

(3) Es gibt ein normiertes Polynom R € Q[X] mit R(z) = 0.

Aufgabe 13.12.*
Es seien
f7 g: [CL, b] — R
stetige Funktionen mit f(a) > g(a) und f(b) < g(b). Zeige, dass es einen
Punkt ¢ € [a,b] mit f(c) = g(c) gibt.
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Aufgabe 13.13.*
(1) Skizziere die Graphen der Funktionen
TR, —R z+—z—1,
und

1
g: Ry — R z+— —,
x

(2) Bestimme die Schnittpunkte der beiden Graphen.

Aufgabe 13.14. Zeige, dass die durch
sin L fiir z # 0,
sonst ,

definierte Funktion
fiR—R
nicht stetig ist, aber dem Zwischenwertsatz geniigt.

Aufgabe 13.15. Zeige, dass das Bild eines abgeschlossenen Intervalls unter
einer stetigen Funktion nicht abgeschlossen sein muss.

Aufgabe 13.16. Zeige, dass das Bild eines offenen Intervalls unter einer
stetigen Funktion nicht offen sein muss.

Aufgabe 13.17. Zeige, dass das Bild eines beschréinkten Intervalls unter
einer stetigen Funktion nicht beschrankt sein muss.

Aufgabe 13.18. Zeige, dass durch
x
€T =
/(@) |z| + 1
eine stetige, streng wachsende, bijektive Abbildung
f: R—]-1,1]
gegeben wird, deren Umkehrabbildung ebenfalls stetig ist.

Die néchste Aufgabe verwendet den Begriff des Fixpunktes.

Es sei M eine Menge und

f: M—M
eine Abbildung. Ein Element 2 € M mit f(z) = =z heiit Fizpunkt der
Abbildung.



184

Aufgabe 13.19. Bestimme die Fixpunkte der Abbildung
f: R—R, z+— a°

Aufgabe 13.20. Es sei P € R[X] ein Polynom vom Grad d > 1, P # X.
Zeige, dass P maximal d Fixpunkte besitzt.

Aufgabe 13.21. Essei f: R — R eine stetige Funktion und es gebe z,y € R
mit
flz) <
und
fly) =2y
Zeige, dass f einen Fixpunkt besitzt.

Aufgabe 13.22. Zeige, dass es zu jeder reellen Zahl a € R eine stetige
Funktion

fT R—R
derart gibt, dass a die einzige Nullstelle von f ist.

Aufgabe 13.23. Zeige, dass es zu jeder reellen Zahl x € R eine stetige
Funktion

T R—R
derart gibt, dass x die einzige Nullstelle von f ist und dass fiir jede rationale
Zahl g auch f(q) rational ist.

Aufgabe 13.24. Zeige, dass es zu jeder reellen Zahl x € R eine streng
wachsende stetige Funktion

T R—R

derart gibt, dass x die einzige Nullstelle von f ist und dass fiir jede rationale
Zahl ¢ auch f(q) rational ist.

Aufgabe 13.25. Bestimme den Grenzwert der Folge

2 —4 cN
Tp=\/————, 1 )
3n? —5n+ 2

Aufgabe 13.26. Die Folge (x,),,oy sei rekursiv durch zo = 1 und

Tny1 = T, +1

definiert. Zeige, dass diese Folge konvergiert und berechne den Grenzwert.
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Aufgabe 13.27. Bestimme direkt, fiir welche n € N die Potenzfunktionen
R— R, x— 2",

ein Extremum im Nullpunkt besitzen.

Aufgabe 13.28. Man gebe ein Beispiel eines beschrankten Intervalls I C R
und einer stetigen Funktion

f: I —R

derart, dass das Bild von f beschréinkt ist, die Funktion aber kein Maximum
annimmt.

Aufgabe 13.29. Es sei

f: 1 —R
eine stetige Funktion auf einem reellen Intervall. Die Funktion habe in den
Punkten xy, x5 € I, 1 < x5, lokale Maxima. Zeige, dass die Funktion zwi-
schen x; und z5 mindestens ein lokales Minimum besitzt.

Aufgabe 13.30. Es sei
f: [07 1] — [071[
eine stetige Funktion. Zeige, dass f nicht surjektiv ist.

13.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 13.31. (5 Punkte)
Finde fiir die Funktion
fiR—R 2+ f(z) =232+ 1,

eine Nullstelle im Intervall [0, 1] mit Hilfe der Intervallhalbierungsmethode
mit einem Fehler von maximal 1/200.

Aufgabe 13.32. (3 Punkte)

Es sei f: R — R eine stetige Funktion mit der Eigenschaft, dass das Bild
von f sowohl nach oben als auch nach unten unbeschréankt ist. Zeige, dass f
surjektiv ist.

Aufgabe 13.33. (4 Punkte)

Zeige, dass ein reelles Polynom von ungeradem Grad mindestens eine reelle
Nullstelle besitzt.
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Aufgabe 13.34. (4 Punkte)

Es sei

f: [a7b] — [CL?b]
eine stetige Funktion des Intervalls [a, b] in sich. Zeige, dass f einen Fixpunkt
besitzt.

Aufgabe 13.35. (2 Punkte)

Bestimme den Grenzwert der Folge

_§/27n3—|—13n2+n
N 83 —Tn+10

n€N.

Ty

Aufgabe 13.36. (2 Punkte)
Bestimme das Minimum der Funktion

f: R— R, z+— 2%+ 3z —5.

(Achtung: Ableitungen haben wir noch nicht eingefiihrt!)

Aufgabe 13.37. (7 Punkte)

Zeige, dass die Menge der stetigen wachsenden Funktionen
fAR—R

mit f(Q) C Q, mit f(R<p) =0 und f(R>y) = 1 iiberabzéhlbar ist.

14. VORLESUNG - GLEICHMASSIG STETIG

14.1. Gleichméfige Stetigkeit.

Die Funktion
fr Ry — R, o+ 1/z,

ist stetig. In jedem Punkt x € R, gibt es zu jedem ¢ > 0 ein § > 0
mit f(B(z,9)) € B(f(x),€). Dabei hiangt das ¢ nicht nur von der Zielge-
nauigkeit €, sondern auch von x ab. Je kleiner x wird, desto steiler wird der
Funktionsgraph und desto kleiner muss 0 gewéhlt werden, damit das Bild der
d-Umgebung innerhalb der e-Umgebung von f(x) landet. Es gibt natiirlich
auch Funktionen, bei denen man zu jedem € ein J findet, dass fiir alle z die
Stetigkeitseigenschaft sichert.

Definition 14.1. Es sei 7' C K eine Teilmenge,
f: T —K

eine Funktion. Dann heiflt f gleichmdf$ig stetig, wenn es zu jedem € > 0 ein
d > 0 mit folgender Eigenschaft gibt: Fiir alle z,2’ € T mit d(z,2') < §

ist d(f(z), f(2')) < e
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Der Unterschied zwischen stetig und gleichméfig stetig liegt also allein in
der Reihenfolge der Quantoren. Das ¢, das es in beiden Konzepten zu einem
vorgegebenen e geben muss, hangt bei stetig nicht nur von €, sondern auch
vom Punkt x ab, bei gleichméBig stetig dagegen nur von e.

Lemma 14.2. Eine stetige Funktion
f:]a,b) — R

auf einem abgeschlossenen beschrinkten Intervall ist gleichmdfig stetig.

Beweis. Wir nehmen an, dass f nicht gleichméfig stetig ist. Dann gibt es ein
¢ > 0 mit der Eigenschaft, dass es fiir alle 6 > 0 ein Punktepaar z,y € [a, 0]
mit |z —y| < § und |f(x) — f(y)] > e gibt.!® Insbesondere gibt es somit
fiir jedes n € N, eine Punktepaar z,,y, € [a,b] mit |z, —y,| < L und
|f(z) — f(yn)| > €. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf} besitzt die Fol-
ge x, eine in R konvergente Teilfolge, deren Grenzwert, nennen wir ihn z,
wegen der Abgeschlossenheit zum Intervall gehoren muss. Die Glieder der
Teilfolge besitzen die eingangs beschriebenen Eigenschaften, deshalb kénnen
wir direkt annehmen, dass die Folge (z,,),.y gegen = konvergiert. Die Folge
(Un)pen konvergiert nach Aufgabe 6.5 ebenfalls gegen z. Wegen der Stetig-
keit konvergieren dann nach dem Folgenkriterium auch die beiden Bildfolgen
f(zn) und f(y.) gegen f(z). Es sei nun ¢ < §. Dann ist fiir n hinreichend
grofl sowohl |f(z,) — f(x)| < € als auch |f(y,) — f(x)] < €. Dies ergibt mit
der Dreiecksungleichung einen Widerspruch zu |f(z,) — f(yn)| > €. O

14.2. Fortsetzung von stetigen Funktionen.

Definition 14.3. Es sei T' C K eine Teilmenge,

f+T—K

eine stetige Funktion und es sei T' C T C K. Dann heifit eine Abbildung
f: T —K

eine stetige Fortsetzung von f, wenn f stetig ist und f(z) = f(x) fiir alle

x € T gilt.

Eine stetige Funktion besitzt im Allgemeinen keine stetige Fortsetzung auf
einen grofleren Definitionsbereich. Beispielsweise kann die auf R\ {0} defi-
nierte Funktion x — 2! nicht stetig auf ganz R ausgedehnt werden. Ferner
muss eine stetige Fortsetzung (oder Ausdehnung), wenn sie denn existiert,
nicht eindeutig sein. Fiir beide Fragestellungen ist die Existenz von Funkti-
onslimiten in Beriihrpunkten der Definitionsmenge entscheidend.

Definition 14.4. Es sei T" C K. Ein Punkt x € K heifit Berihrpunkt von
T, wenn es (mindestens) eine Folge z, € T gibt, die gegen = konvergiert.

Byon der Negation der gleichmiiBigen Konvergenz her steht hier eigentlich > ¢, doch
> € reicht fiir den anvisierten Widerspruch
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Satz 14.5. FEs setT' C K eine Teilmenge,
f+T—K

eine stetige Funktion und es sei~T C T C K, wobei T aus Bertihrpunkten
von T bestehe. Fiir jedes a € T \ T existiere der Grenzwert lim,_,, f(x).
Dann st die durch

fla) = fla), fallsa €T,
" limgo. f(z), fallsae T\ T,
definierte Abbildung eine stetige Fortsetzung von f auf T.

Beweis. Es sei a € T und ¢ > 0 vorgegeben. Da a ein Berithrpunkt von
T ist und da der Grenzwert von f in a existiert (bei a € T existiert er

aufgrund der Stetigkeit), gibt es ein § > 0 mit d(f(a:), f(a)> < €/2 fiir alle

x € T, d(x,a) < 6. Wir behaupten, dass die Stetigkeigsbedingung mit der
Aufwandsgenauigkeit 6/2 erfiillt ist. Sei also ein y € T mit d(y,a) < §/2

gegeben. Es gibt ein z € T mit d(z,y) < /2 und mit d(f(:c), f(y)) < €/2.

Wegen der ersten Abschitzung und der Voraussetzung an y ist d(z,a) < 4.
Insgesamt ist daher

A(f@), fw) < d(f(@). 1)) +d(f(). [)) < e
U

Satz 14.6. Es sei T C K eine Teilmenge und T die Menge aller Beriihr-
punkte von T. Es sei

f: T —K
eine gleichmdflig stetige Funktion. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte
stetige Fortsetzung

f: T —K.

Beweis. Aufgrund von Satz 14.5 geniigt es zu zeigen, dass der Grenzwert
lim,,, f(z) fiir jedes a € T \ T existiert. Sei (z,),.y eine Folge in T, die
gegen a konvergiert. Wir zeigen, dass dann auch die Bildfolge (f(xn)),cn
konvergiert. Da diese Bildfolge in K ist, und K vollstéindig ist, geniigt es zu
zeigen, dass eine Cauchy-Folge vorliegt. Sei ¢ > 0 vorgegeben. Wegen der
gleichméBigen Stetigkeit von f gibt esein § > 0 derart, dass d(f(x), f(z')) <
e fir alle z,2” € T mit d(z,2") < § ist. Wegen der Konvergenz der Folge
(75,),en handelt es sich nach Lemma 6.8 um eine Cauchy-Folge und daher
gibt es ein ng mit d(x,,x,,) < J fir alle n,m > ng. Somit gilt

d(f(zn), f(zm)) < €

fiir alle n,m > ngy. Wir miissen nun noch zeigen, dass fiir jede gegen a konver-
gente Folge der Grenzwert der Bildfolge gleich ist. Dies ergibt sich aber sofort,
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wenn man fiir zwei Folgen (), und (yn),,cy die Folge 2o, yo, 21,1, ... be-
trachtet, die ebenfalls gegen a konvergiert, und fiir die der Limes der Bildfolge
mit den Limiten der Teilbildfolgen iibereinstimmt. U

Korollar 14.7. Es sei
f: Q—R

eine gleichmdflig stetige Funktion. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte
stetige Fortsetzung

fi: R—R.

Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 14.6 und aus Q = R. O

14.3. Reelle Exponentialfunktionen.

Fiir jede positive reelle Zahl bund n € Z ist 0" eine positive reelle Zahl, wobei
die Potenzgesetze gelten, siche Aufgabe 3.15. Fiir eine weitere natiirliche Zahl
m € N, und eine positive reelle Zahl y ist y'/™ definiert. Fiir eine rationale
Zahl ¢ = n/m ist daher b9 = (b")'/™ definiert, und zwar ist dies unabhingig
von der Wahl der Zahler und Nenner in der Darstellung von ¢, siche Aufgabe
14.12.

Lemma 14.8. FEs sei b eine positive reelle Zahl. Dann besitzt die Funktion
f: Q—R, ¢g— b7,
folgende Eigenschaften.

(1) Es ist b7 = b2 - b7 fiir alle q,q' € Q.
(2) Bsistb™1 = 3.

(3) Firb > 1 und q > 0 ist b7 > 1.

(4) Firb < 1 und q > 0 st b? < 1.

(5) Firb > 1 st f streng wachsend.

(6) Firb < 1 st f streng fallend.

(7) Esist (b)Y = 99 fiir alle ¢,q¢' € Q.
(8) Fiir a € Ry ist (ab)? = a? - bA.

Beweis. Siehe Aufgabe 14.14. O
Lemma 14.9. Es sei b eine positive reelle Zahl. Dann ist die Funktion
f: Q—R, ¢g— b7,

auf jedem beschrankten Intervall gleichmdf$ig stetig.

Beweis. Wir betrachten Intervalle der Form [—n,n| mit n € N. Aufgrund
der Monotonie ist

b? < m := max (b”,b_”)
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fir alle ¢ € [—n,n]. Sei € > 0 vorgegeben. Die Folge (bl/k)keN konvergiert

nach Aufgabe 7.21 gegen 1, daher gibt es insbesondere ein k derart, dass
€

Pt -1 < o
m
ist. Wir setzen § = 1/k. Dann gelten fiir zwei beliebige rationale Zahlen
q,q € [—n,n] mit
¢ —ql <6

unter Verwendung der Funktionalgleichung die Abschitzungen (wir be-

schranken uns auf den Fall b > 1 und ¢’ > q)

: b :
b - b1 = ‘b—q—1‘-bq < ‘bq_q—l‘-m < m==¢
m

Die Exponentialfunktionen fiir die Basen b = 10, % und e.

Aufgrund von Lemma 14.9 und Korollar 14.7 (mit einem beliebigen Intervall
[—n,n] statt ganz Q.) lassen sich die zunédchst nur auf Q definierten Expo-

nentialfunktionen zu stetigen Funktionen auf den reellen Zahlen fortsetzen

In diesem Sinn ist die folgende Definition zu verstehen.

Definition 14.10. Es sei b eine positive reelle Zahl. Die Funktion
R— R, x— 0",

heifit Ezponentialfunktion zur Basis b.
Lemma 14.11. Es sei b eine positive reelle ZahlDann besitzt die Exponen-

tialfunktion
fi R— R, x+——b",

folgende Figenschaften.
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(1) Es ist b*+* = bf” b*' fiir alle x,2' € R.
(2) Esistb™" = 4.

(3) Firb > 1 undx > 0 ist b* > 1.

(4) Firb < 1 undx > 0 ist b" < 1.

(5) Firb > 1 ist f streng wachsend.

(6) Firb < 1 zst f streng fallend.

(7) Esist (b*)* = ™ fur alle x,2" € R.
(8) Fira € Ry ist (ab)* = a® - b".

Beweis. Wir beweisen (1), die anderen Eigenschaften ergeben sich &hnlich,
siehe Aufgabe 14.17. Es sei z,, eine rationale Folge, die gegen = konvergiert,
und y, eine rationale Folge, die gegen 2’ konvergiert. Dann ist nach Lem-
ma 6.1 (1) die Folge z,, + vy, eine rationale Folge, die gegen x + 2’ konver-
giert. Somit ist unter Verwendung der rationalen Funktionalgleichung und
von Lemma 6.1 (2) und der Stetigkeit

bx—i-a:’ pEntyn

= lim
n—oo

= lim (5" - b*)

n—o0

. (hm bxn) : <1im byn)
— b

g

Eine besondere Rolle spielt die Exponentialfunktion zur Basis b = e. Wir
werden dafiir bald eine weitere Beschreibung kennenlernen, die auch fiir kom-
plexe Exponenten erklért ist.

14. ARBEITSBLATT

14.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 14.1. Erldutere den Unterschied zwischen stetig und gleichméfig
stetig!

Aufgabe 14.2. Es sei
f: R—R z+— f(x),

eine Polynomfunktion vom Grad > 2. Zeige, dass f nicht gleichméfig stetig
ist.
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Aufgabe 14.3. Zeige, dass die Funktion
f:r Q—R
mit
1, falls z > V2,
stetig, aber nicht gleichméfig stetig ist.

o) = {0, falls z < /2,

Aufgabe 14.4. Zeige, dass eine beschrinkte, monotone, stetige Funktion
f: I —R,

auf einen Intervall I auch gleichméfig stetig ist.

Aufgabe 14.5. Man gebe ein Beispiel einer stetigen Funktion
i R— R,
derart, dass das Bild von f beschréankt ist und f nicht gleichméfig stetig ist.

Aufgabe 14.6. Man gebe ein Beispiel einer stetigen Funktion
f:10,1[— R,
derart, dass das Bild von f beschrénkt ist und f nicht gleichméfig stetig ist.

Aufgabe 14.7. Man gebe ein Beispiel einer gleichméBig stetigen Funktion
frQ—Q

derart, dass keine stetige Fortsetzung
fiR—Q

existiert.

Aufgabe 14.8.*

Es sei (25,),,cy eine reelle Folge und sei
1
n

Die Funktion f: S — R sei durch

() --

festgelegt. Zeige, dass f genau dann gleichméfig stetig ist, wenn die Folge
eine Cauchy-Folge ist.
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Aufgabe 14.9. Zeige, dass die Funktion
C— R, z+—|2]?,

nicht gleichméfig stetig ist.

Fiir die folgende Aufgabe ist Aufgabe 8.19 hilfreich.

Aufgabe 14.10. Es seien a < bund ¢ < d reelle Zahlen und sei
Q={z€Cla<Re(z)<b c<Im(z) <d}
das dadurch definierte Reckteck in C. Zeige, dass eine stetige Funktion
f: Q—C
gleichméfig stetig ist.

Es sei [a, b] ein reelles Intervall und es sei eine Unterteilung
A=< T <Xy < - <xp1<Tp=2>

und Werte yo, Y1, Y2, - - -, Yk—1, Yx € R gegeben. Unter der zugehorigen (stiick-
weise) linearen Interpolation versteht man die Abbildung
g: la,b] — R, x — g(x),

die auf jedem Teilintervall [z;, z;,1] durch die affin-lineare Funktion gegeben
ist, deren Graph die Punkte (x;,y;) und (x;11, y;+1) durch eine gerade Strecke
verbindet.

Diese Konstruktion kommt insbesondere dann zum Zuge, wenn eine gegebene
Funktion

fila, b — R, z+— f(x),
approximiert werden soll, wobei die Unterteilung gegeben ist und man y; =
f(z;) nimmt.

Aufgabe 14.11. Es sei [a, b] ein reelles Intervall und es sei eine Unterteilung
Aa=20<T1 < Ty < - <Tp_1<x=0>

und Werte yo, Y1, %2, --.,Yr_1,Yr € R gegeben. Beschreibe die zugehorige li-
neare Interpolation durch funktionale Ausdriicke und zeige, dass es sich um
eine stetige Funktion handelt.

Aufgabe 14.12. Es sei b eine positive reelle Zahl und ¢ = n/m € Q. Zeige,
dass die durch

b o= (b)Y
definierte Zahl unabhéngig von der Bruchdarstellung fiir ¢ ist.
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Aufgabe 14.13. Berechne

(@
~lw

bis auf einen Fehler von E

Aufgabe 14.14.*

Es sei b eine positive reelle Zahl. Zeige, dass die Funktion
f: Q—R, ¢g— 07,

folgende Eigenschaften besitzt.

(1) Es ist 979 = b9 b7 fiir alle ¢, ¢ € Q.
) Esist b9 = 5.

) Fiir b > 1und ¢ > 0ist b7 > 1.

) Firb < 1und ¢ > 01ist b9 < 1.

) Fiir b > 1ist f streng wachsend.

) Fiir b < 1ist f streng fallend.

) Esist (b9)7 = b7 fiir alle ¢,¢ € Q.
) Fiir a € Ry ist (ab)? = a? - b

(2
(3
(4
(5
(6
(7
8

Aufgabe 14.15.*
Entscheide, ob die reelle Folge
5ns +4ns +n
ns + 6n2
(mit n > 1) in R konvergiert und bestimme gegebenenfalls den Grenzwert.

Ty —

Aufgabe 14.16. Fiihre die Details im Beweis zu Lemma 14.9 fiir den Fall
b <1 aus.

Aufgabe 14.17. Es sei b eine positive reelle Zahl. Zeige, dass die Exponen-
tialfunktion

fT R— R z+——1b",
folgende Eigenschaften besitzt.

(1) Es ist bt = b* - b fiir alle z,2" € R.
(2) BEsist b = .

(3) Fiir b > 1und z > 0ist b* > 1.

(4) Firb < 1und = > 0ist b* < 1.

(5) Fiir b > 1 ist f streng wachsend.

(6) Firb < 1 1st f streng fallend.

(7) Esist (b°)* = b>7 fiir alle x,2" € R.
(8)

Fir a € Ry ist (ab)® = a” - b".
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Aufgabe 14.18.*
Vergleiche die beiden Zahlen

9 _
V3 * und V3 \/5.

Aufgabe 14.19. Vergleiche die drei Zahlen
2V3 4, 3V2.

Aufgabe 14.20. Vergleiche

Aufgabe 14.21. Berechne

bis auf einen Fehler von %.

Aufgabe 14.22. Finde eine rationale Zahl zwischen den beiden Zahlen V5
und 32 folgere daraus, welche grofler ist.

Aufgabe 14.23. Zeige, dass eine Exponentialfunktion
R — R+, T +— bx,

aus einem arithmetischen Mittel ein geometrisches Mittel macht.

Aufgabe 14.24. Es sei b > 0 fixiert. Zeige

limy o 0% = 1.

Aufgabe 14.25.*

Es sei
fi: R—R
eine stetige Funktion # 0, die die Gleichung
flaty) = f2) fy)

fiir alle z,y € R erfiillt. Zeige, dass f eine Exponentialfunktion ist, d.h. dass
es ein b > 0 mit f(x) = b* gibt.
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Aufgabe 14.26.*

Es sei

flz) = a”
eine Exponentialfunktion mit a # 1. Zu jedem x € R definiert die Gerade
durch die beiden Punkte (z, f(z)) und (z + 1, f(z + 1)) einen Schnittpunkt
mit der z-Achse, den wir mit s(z) bezeichnen. Zeige

s(x+1) = s(x) + 1.

Skizziere die Situation.

Aufgabe 14.27. Man gebe ein Beispiel einer stetigen, streng wachsenden
Funktion

T R— R,
mit f(0) =1 und mit f(x+1) = 2f(x) fiir alle x € R, die von 2* verschieden
ist.

In den folgenden Aufgaben bedeutet C°(T,K) die Menge der stetigen Funk-
tionen von 7' nach K (fiir eine Teilmenge 7" C K) und B (P,b) den abge-
schlossenen Vollkreis in C mit Mittelpunkt P und Radius b (die Randpunkte
gehoren also dazu).

14.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 14.28. (4 Punkte)
Zeige, dass die Quadratwurzelfunktion
RZO — RZ()? T +— \/E,

gleichméfBig stetig ist.

Aufgabe 14.29. (4 Punkte)
Wir betrachten die Abbildung
U: C°(R,R) — C°(Q,R), f — flo.

eine stetige Funktion wird also auf ihre Einschrinkung auf Q abgebildet.
Zeige, dass ¥ injektiv, aber nicht surjektiv ist.

Aufgabe 14.30. (3 Punkte)
Man gebe ein Beispiel fiir eine stetige unbeschrankte Funktion
f:00,2[— R.

Zeige, dass eine solche Funktion keine stetige Fortsetzung auf [0, 2] besitzt.
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Aufgabe 14.31. (3 Punkte)

Zeige, dass der Betrag
C—R, z+— |z,
gleichméBig stetig ist.

Aufgabe 14.32. (6 Punkte)
Es sei [a, b] ein reelles Intervall und
fi]a, b)) — R, z+— f(x),
eine Funktion. Zeige, dass f genau dann stetig ist, wenn folgende Bedingung
erfiillt ist: Zu jedem € > 0 gibt es eine Unterteilung
Aa=20< T <Xy < < Xp_1 <Tp=>0

derart, dass die lineare Interpolation g (zu dieser Unterteilung und zu f) die
Eigenschaft

|f(x) — g(x)| < e fiir alle z € [a, D]
erfiillt.

(Bemerkung: Die vorstehende Aufgabe kann man so interpretieren, dass ei-
ne Funktion genau dann stetig ist, wenn man mit einem beliebig diinnen
Stift den Funktionsgraphen durch zusammenhéngende (endlich viele, nicht
vertikale) Geradenstiicke iibermalen kann.)

Aufgabe 14.33. (2 Punkte)

Zu Beginn des Studiums ist Professor Knopfloch doppelt so schlau wie die
Studenten. Innerhalb eines Studienjahres werden die Studenten um 10%
schlauer. Leider baut der Professor ab und verliert pro Jahr 10% seiner
Schlauheit.

(1) Zeige, dass nach drei Studienjahren der Professor immer noch schlauer
als die Studenten ist.

(2) Zeige, dass nach vier Studienjahren die Studenten den Professor an
Schlauheit {ibertreffen.

15. VORLESUNG - POTENZREIHEN

15.1. Cauchy-Produkt von Reihen.

Definition 15.1. Zu Reihen » 7% a; und 3 77 b; komplexer Zahlen heifit

die Reihe
00 k
g ¢, mit ¢, = E a;br_;
k=0 i=0

das Cauchy-Produkt der beiden Reihen.
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Lemma 15.2. Es seien

Zak und Zbk

k=0

zwer absolut konvergente Reihen komplexer Zahlen. Dann ist auch das Cau-
chy-Produkt "7~ , ¢ absolut konvergent und fir die Summe gilt

> - (Lu) (Xn)
k=0 k=0 k=0
Beweis. Wir miissen fiir die Partialsummen

n n n
:5 ai,ynzg bjundznzg Cr,
=0 7=0 k=0

zeigen, dass z, gegen den Limes der Folge (z,y,) konvergiert. Es ist

neN

e e () )

k=0 =0

= Z aibj

0<i,j<n, i+j>n

< Y alby

0<i,j<n,i+j>n

[y (zw)
n/2<i<n 7=0
S ) (Zw)
n/2<j<n =0
<

+
il Z b \)
n/2<2<n
+

S (zu)

n/2<j<n

Da die beiden Reihen absolut konvergieren, und »_, »_;,, [a;| und 3=, » .,
|b;| Nullfolgen sind (siehe Aufgabe 9.27), ist die rechte Seite insgesamt eine
Nullfolge. Daher konvergiert die Folge (2,),,cy Dach Aufgabe 6.5 gegen das
Produkt der Grenzwerte der beiden Reihen. Die absolute Konvergenz folgt
aus dem bisher Bewiesenen mit dem Majorantenkriterium aus der Abschét-

zung |ci| < Zf:o |a;| [bg—i] - O
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15.2. Potenzreihen.

Definition 15.3. Es sei (c;,),,oy eine Folge von komplexen Zahlen und z eine
weitere komplexe Zahl. Dann heifit die Reihe

o0
E Cn2"
n=0

die Potenzreihe in z zu den Koeffizienten (c,),,cy-

Durch Wahl geeigneter Koeffizienten kann man jede Reihe als Potenzreihe
zu einer fixierten Zahl z € C, z # 0, ansehen. Bei Potenzreihen ist es aber
wichtig, dass man z variieren lasst und dann die Potenzreihe im Konvergenz-
bereich eine Funktion in z darstellt.

Genauer spricht man von einer Potenzreihe mit Entwicklungspunkt 0. Eine
Potenzreihe mit Entwicklungspunkt a € C ist ein Ausdruck der Form

Z Cn(z—a)".

Eine wichtige Potenzreihe haben wir schon in der neunten Vorlesung kennen-
gelernt, némlich die geometrische Reihe )" ° 2", die fur

2] <1

konvergiert und dort die Funktion 1/(1 — z) darstellt, siche Satz 9.13. Eine
weitere besonders wichtige Potenzreihe ist die Exponentialreihe, die fiir jede
komplexe Zahl konvergiert und zur komplexen Exponentialfunktion fiihrt.

15.3. Die Exponentialreihe und die komplexe Exponentialfunkti-
on.

Definition 15.4. Fiir jedes z € C heifit die Reihe
>4

|

“— nl

die Ezponentialreihe in z.

Dies ist also die Reihe

22 204 2° 28 27
1 R R A WA B
At T T T 120 T 720 T 5040

Satz 15.5. Fir jedes z € C st die Exponentialreihe

4o

o0 n

z
2

n=0

absolut konvergent.
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Beweis. Fiir z = 0 ist die Aussage richtig. Andernfalls betrachten wir den
Quotienten
Zn+1
D) = | _ 4
z n+1l| n+1

Dies ist fiir n > 2|z| kleiner als 1/2. Aus dem Quotientenkriterium folgt
daher die Konvergenz. U

Aufgrund dieser Eigenschaft konnen wir die komplexe Exponentialfunktion
definieren.

(1, e)

Der Graph der reellen Exponentialfunktion

Definition 15.6. Die Abbildung

C—)C,zn—)expz:zz

n=0

n

2z
n!’

heifit (komplexe) Ezxponentialfunktion.

Wir werden spéter sehen, dass diese Funktion fiir reelle Argumente die Ex-
ponentialfunktion zur Basis

D AP B UL S I S
ex — _ _ i R
P 276 24 120

ist, und dass exp 1 mit der frither eingefiihrten eulerschen Zahl e iiberein-
stimmt (Korollar 16.11 und Korollar 20.14).

Die folgende Aussage nennt man die Funktionalgleichung fiir die Exponenti-
alfunktion.

Satz 15.7. Fiir komplexe Zahlen z,w € C gilt

exp (z +w) = expz - expw.

Beweis. Das Cauchy-Produkt der beiden Exponentialreihen ist

oo
>
n=0
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mit ¢, = > ., j—,% Diese Reihe ist nach Lemma 15.2 absolut konvergent

und der Grenzwert ist das Produkt der beiden Grenzwerte. Andererseits ist
der n-te Summand der Exponentialreihe von z + w nach der allgemeinen
binomischen Formel gleich

T—az ;)PY T
=0

so dass die beiden Seiten iibereinstimmen. U

Korollar 15.8. Die Exzponentialfunktion
C—C, z+——expz,

besitzt folgende Figenschaften.

(1) Esist exp0 = 1.

(2) Fiir jedes = € C ist exp(—z) = (expz)~!. Insbesondere ist exp z #
0.

(3) Fir ganze Zahlen n € Z ist expn = (exp1)".

(4) Fir reelles z ist expz € R..

(5) Fir reelle Zahlen z > 0 istexpz > 1 und fir z < 0 ist expz < 1.

(6) Die reelle Exponentialfunktion'* ist streng wachsend.

Beweis. (1) folgt direkt aus der Definition. (2) folgt aus
expz-exp(—z) = exp(z—2) = exp0 =1

aufgrund von Satz 15.7. (3) folgt aus Satz 15.7 und (2). (4). Der Wert der
Exponentialreihe fiir eine reelle Zahl ist wieder reell, da die reellen Zahlen in
C abgeschlossen®® sind. Die Nichtnegativitéit ergibt sich aus

z oz z z 2\ 2
expz = eXp<§+§) = exp§~exp§ = (exp§) > 0.

(5). Fir > 0 ist

=1 =1
expxzzmx”:1+x+zgx”> 1,
n=0 n=2

da alle Summanden positiv sind. Wegen (4) ist expx - exp (—x) = 1, so dass
der andere Faktor < 1 sein muss. (6). Fiir reelle z > y ist x —y > 0 und
daher nach (5) exp (z —y) > 1, also

expxr = exp(z —y+y) = exp(x —y)expy > expy.
U

Munter der reellen Exponentialfunktion verstehen wir hier die Einschréinkung der kom-
plexen Exponentialfunktion auf die reellen Zahlen. Wir werden bald sehen, dass sie mit
der Exponentialfunktion zur Basis e {ibereinstimmt.

5Eine Teilmenge T C C heifit abgeschlossen, wenn jede Folge in T', die in C konvergiert,
schon in T konvergiert. Eine reelle Folge, die aufgefasst als komplexe Folge konvergiert,
konvergiert offenbar in R.
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15.4. Die trigonometrischen Reihen.

Definition 15.9. Fiir z € C heifit
o (_1)nz2n
(2n)!

n=0

die Kosinusreihe und
> (_ 1)nz2n+1

Z (2n + 1)!

n=0
die Sinusreihe zu z.

Durch Vergleich mit der Exponentialreihe ergibt sich sofort, dass diese beiden
Reihen fiir jedes z absolut konvergieren. Die zugehorigen Funktionen

n .2n 0 (_1>nz2n+1

N (D N
COSZ.—;W und San.—nz%m

heilen Kosinus und Sinus. Beide Funktionen stehen unmittelbar in Zusam-
menhang mit der Exponentialfunktion, wobei man allerdings die komplexen
Zahlen braucht, um diesen Zusammenhang zu erkennen.

Satz 15.10. Die Funktionen
C—C, 2+ cosz,

und
C—C, z+—sinz,

besitzen fir z,w € C folgende Figenschaften.
(1) Fir z = x4+ 1y st
expz = (expz)(cosy +isiny).
Speziell gilt die eulersche Formel
exply = cosy + 1siny.

(2) Esist cos0 =1 und sin0 = 0.

(3) Es ist'® cos (—z) = cos z und sin (—z) = —sin 2.
(4) Es ist
oy = P (iz) + exp (—iz)
2
und
siny = P (iz) — exp (—12).

21

16Dje Kosinusfunktion ist also eine gerade Funktion und die Sinusfunktion ist eine
ungerade Funktion.
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(5) Es gelten die Additionstheoreme

cos(z + w) = cosz cosw — sin z sinw

und

sin(z + w) = sinz cosw + cos z sinw.

(6) Es gilt

(cosz)? + (sinz)® = 1.

Beweis. (1). Aufgrund von Satz 15.7 gilt

exp(z +1y) = expx - exp (iy),

so dass wir nur noch den hinteren Faktor betrachten miissen. Nach Aufgabe
15.10'7 und Lemma 9.5 (1) gilt

()™ ()™
,;(@k)' e 7)

2k y 2k+1 y?
+ -
gl (2/<;> Z 2k + 1)!

f: 2k+1
£ 2k: 2k (2k + 1)!

(_1)ky2k . 0 (_1)k:y2k+1

cosy +1 siny.

(2) und (3) folgen direkt aus der Definition der Reihen. (4) folgt aus (1) und

(3). (5). Nach (4) ist

cos(z +w) =

exp (i(z + w)) + exp (—i(z + w))
exp (iz) exp (iw)2+ exp (—iz) exp (—iw)
2

((cos z +isin z)(cos w + isin w)

1
2 . . . .
+(cos z — isin z)(cosw — isinw))
—(cos z cos w

+i(cos z sinw + sin z cos w) — sin z sinw
+ cos z cos w

—i(cos zsinw + sin z cos w)

— sin z sinw)

COS Z COS W — sIn z Sin w.

"Dies ist ein Spezialfall der Aussage, dass man absolut konvergente Reihen beliebig
sortieren darf, was wir in Vorlesung 17 ausfiihrlich begriinden werden.
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Das Additionstheorem fiir den Sinus folgt &hnlich. (6). Aus dem Additions-
theorem fiir den Kosinus angewendet auf w = —z und aufgrund von (2)
ergibt sich

1 = cos0

= cos(z—2)
cos z cos (—z) — sin zsin (—2)
COS 2 COS z + sin z sin 2.

0

Fiir reelle z sind sin z und cos z wieder reell, wie unmittelbar aus der Po-
tenzreihendarstellung folgt. Die letzte Aussage im vorstehenden Satz besagt,
dass fiir reelles z das Paar (cosz,sinz) ein Punkt auf dem FEinheitskreis
{(x,y) | #* + y* = 1} ist. Wir werden spiiter sehen, dass sich jeder Punkt
des Einheitskreises als (cos z, sin z) schreiben lésst, wobei man z als Winkel
(im Bogenma$) interpretieren kann. Dabei tritt die Periode 27 auf, wobei
wir die Kreiszahl m eben iiber die trigonometrischen Funktionen einfiihren
werden.

15. ARBEITSBLATT

15.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 15.1. Man mache sich klar, dass die Partialsummen des Cauchy-
Produkts von zwei Reihen nicht das Produkt der Partialsummen der beiden
Reihen sind.

Aufgabe 15.2. Berechne die ersten fiinf Glieder des Cauchy-Produkts der
beiden konvergenten Reihen

Aufgabe 15.3. Es seien

o0

oo
E an2" und E b, 2"
n=0

n=0
zwei absolut konvergente Potenzreihen in z € C. Zeige, dass das Cauchy-
Produkt der beiden Reihen durch

(o] n
E c,2" mit ¢, = E a;bpn_;
n=0 =0

gegeben ist.
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Aufgabe 15.4. Es sei z € C, |z| < 1. Bestimme (in Abhéngigkeit von z)
die Summen der beiden Reihen

[ S
2 Z?k: und E Z2k+1 .
k=0 k=0

Aufgabe 15.5. Es sei
>0
n=0

eine absolut konvergente Potenzreihe. Bestimme die Koeffizienten zu den

Potenzen 2°, 2!, 22, 23, 2% in der dritten Potenz

o0 o0 3
g 2" = g a2 | .
n=0 n=0

Aufgabe 15.6.*

Berechne das Cauchy-Produkt bis zur vierten Potenz der geometrischen Rei-
he mit der Exponentialreihe.

Aufgabe 15.7.*

Zu Reihen } 7% a; und )77 b; komplexer Zahlen nennen wir die Reihe

00 k k-1
Z dk mit dk = Z akbj + Z aibk
k=0 0 =0

j=

das ,,Quadratrandprodukt® der beiden Reihen.

(1) Zeige, dass jedes Produkt a;b; genau zu einem dj, beitrégt.

(2) Die beiden Reihen seien konvergent. Zeige, dass auch die Reihe
Y reo di konvergent ist, und dass deren Summe gleich dem Produkt
der beiden Reihen ist.

(3)

Aufgabe 15.8. Zeige, dass die durch die Exponentialreihe definierte reelle
Funktion

exp: R— R, z — expux,
nicht nach oben beschriankt ist und dass 0 das Infimum (aber nicht das Mi-
nimum) der Bildmenge ist.'®

8 Aus der Stetigkeit, die wir aber noch nicht bewiesen haben, folgt daraus, dass R, das
Bild der reellen Exponentialfunktion ist.
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Aufgabe 15.9. Es sei ), ¢, eine konvergente Reihe mit ¢, € C. Zeige,
dass die durch die Reihenglieder

Qp = Cop + Cont1

definierte Reihe ebenfalls und zwar gegen die gleiche Summe konvergiert.

Aufgabe 15.10. Bestimme die Koeffizienten bis zu 2% in der Produktreihe
ZZOIO c,2" aus der Sinusreihe und der Kosinusreihe.

Aufgabe 15.11.%*
Zeige, dass die Sinusfunktion
C—C, z+—sinz,

nur reelle Nullstellen besitzt.

Aufgabe 15.12. Zeige, dass die Kosinusfunktion
C—C, 2+ cosz,

nur reelle Nullstellen besitzt.

Die néchsten Aufgaben verwenden die Definition einer periodischen Funktion.

Eine Funktion f: R — R heifit periodisch mit Periode L > 0, wenn fiir alle
x € R die Gleichheit

flx) = flz+ L)
gilt.

Aufgabe 15.13. Es sei
fi R—R
eine periodische Funktion und
g: R— R
eine beliebige Funktion.
a) Zeige, dass die Hintereinanderschaltung g o f wieder periodisch ist.

b) Zeige, dass die Hintereinanderschaltung f o g nicht periodisch sein muss.

Aufgabe 15.14. Es sei f: R — R eine stetige periodische Funktion. Zeige,
dass f beschrinkt ist.
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Aufgabe 15.15.*

Es seien
fi,fa: R— R

periodische Funktionen mit den Periodenléingen L; bzw. Ly. Der Quotient
L1/ Ly sei eine rationale Zahl. Zeige, dass auch f; + fo eine periodische Funk-
tion ist.

15.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 15.16. (4 Punkte)

Es sei
o0
E an2"”
n=0

eine absolut konvergente Potenzreihe. Bestimme die Koeffizienten zu den
Potenzen 2°, 2!, 22, 23, 2%, 2% in der vierten Potenz

o o0 4
E 2" = E a, 2" | .
n=0 n=0

Aufgabe 15.17. (4 Punkte)
Fir N € Nund z € C sei
N o 0o o
RN+1(Z):GXPZ—ZHZ Z ol
n=0 n=N+1

das Restglied der Exponentialreihe. Zeige, dass fiir |z| < 1 + %N die Rest-
gliedabschitzung

2
|Rni1(2)] < ] Elss

gilt.

Aufgabe 15.18. (3 Punkte)
Berechne von Hand die ersten vier Nachkommastellen im Zehnersystem von

expl.

Aufgabe 15.19. (4 Punkte)

Zeige, dass die durch die Exponentialreihe definierte reelle Exponentialfunk-
tion die Eigenschaft besitzt, dass fiir jedes d € N die Folge

(exp n)
nd neN
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bestimmt divergent gegen +oo ist.*

Aufgabe 15.20. (3 Punkte)
Beweise das Additionstheorem fiir den Sinus, also die Gleichheit
sin(z +w) = sinz cosw + cos z sinw

fiir z,w € C.

Aufgabe 15.21. (3 Punkte)

Essei f: R — R eine stetige periodische Funktion. Zeige, dass f gleichméfig
stetig ist.

16. VORLESUNG - FUNKTIONENFOLGEN

16.1. Funktionenfolgen.

20
n=2
15
10
5
OX/
-2 0 2

Eine (vertikal gestauchte) Darstellung der ersten acht polynomialen
Approximationen der reellen Exponentialfunktion

Wir haben das letzte Mal gesehen, dass die Exponentialreihe Y7, Z—If fiir
jedes z € C konvergiert. Fiir jedes n € N stellt also die Polynomfunktion
n k 2 3 n
z z z z
n pum— _— = 1 — —_— ... —_—
ful2) ;k! trE Tt
eine ,approximierende Funktion“ fiir die Exponentialfunktion dar. Dabei ist
allerdings die Giite der Approximation abhéngig von z (bei fixiertem n).

In dieser Vorlesung werden wir verschiedene Konzepte vorstellen, wie man

Man sagt daher, dass die Exponentialfunktion schneller wichst als jede Poly-
nomfunktion.
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eine Funktion als Grenzfunktion einer Funktionenfolge auffassen kann. Eine
unmittelbare Anwendung wird sein, dass die Exponentialfunktion stetig ist.

Definition 16.1. Es sei T eine Menge und
fo: T — K,

(n € N) eine Folge von Funktionen. Man sagt, dass die Funktionenfolge
punktweise konvergiert, wenn fiir jedes x € T die Folge

(fn () nen
(in K) konvergiert.

Wenn eine punktweise konvergente Funktionenfolge vorliegt, so wird durch
= 1
fla) = lim f,(z)
eine sogenannte Grenzfunktion f: T — K definiert.

Die Funktionenfolge f, = > 7, %zk konvergiert punktweise, die Grenz-
funktion ist die Exponentialfunktion. Selbst wenn (bei T C K) sédmtliche
Funktionen f,, stetig sind, muss diese Grenzfunktion nicht stetig sein.

0 0.2 04 0.6 0.8 1 1.2 14 1.6 1.8 2 2.2 2.4 26 28 3

Ein dhnliches Beispiel.
Beispiel 16.2. Es sei T' = [0, 1] und
fn: [0,1] — R, 2 — 2™,

Fiir jedes x € [0,1], # < 1, konvergiert die Folge (2"), .y nach Aufgabe
8.16 gegen 0 und fiir x = 1 liegt die konstante Folge zum Wert 1 vor. Die

Grenzfunktion ist also
0, falls x <1,
f(z) = {

1 sonst .

Diese Funktion ist nicht stetig, obwohl alle f,, stetig sind.

Man braucht einen stéirkeren Konvergenzbegriff, um die Stetigkeit der Grenz-
funktion zu sichern.

Definition 16.3. Es sei T" eine Menge und
fo: T — K,
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(n € N) eine Folge von Funktionen. Man sagt, dass die Funktionenfolge
gleichmdf$ig konvergiert, wenn es eine Funktion

f: T —K
derart gibt, dass es zu jedem ¢ > 0 ein ng mit
d(fu(z), f(x)) < e fir alle n > ng und alle x € T
gibt.

Bei gleichméafiger Konvergenz liegt insbesondere punktweise Konvergenz vor
und die Funktion f aus der vorstehenden Definition ist die Grenzfunktion.

Lemma 16.4. Es sei T' C K eine Teilmenge und es sei
fo: T — K

eine Folge von stetigen Funktionen, die gleichmdf$ig gegen die Funktion f
konvergiert. Dann ist f stetig.

Beweis. Sei x € T und ¢ > 0 vorgegeben. Aufgrund der gleichméfigen
Konvergenz gibt es ein ng mit d(f,(y), f(y)) < €/3 fir alle n > ny und
alle y € T. Wegen der Stetigkeit von f,, in x gibt es ein 6 > 0 mit
A(fro (), fre(y)) < €/3 fiir alle y € T mit d(z,y) < §. Fir diese y gilt
somit

d(f(x), f(y)) A(f (), fro(€)) + d(fg (), fro(y)) + d(fno (), [ (y))

<
< €/34+¢€/3+¢/3
= e

16.2. Das Konvergenzkriterium von Weierstraf3.

Definition 16.5. Es sei T" eine Menge und
f+ T —K
eine Funktion. Dann nennt man

LI == Ifllz = sup (|f(z)[ | € T)

das Supremum (oder die Supremumsnorm) von f. Es ist eine nichtnegative
reelle Zahl oder oc.

Die folgende Aussage heifit das Konvergenzkriterium von Weierstrafl. Es geht
darin um Funktionenfolgen f,, die als Partialsummen f, = ,_,gx von
Funktionen g, gegeben sind, wie dies auch bei Potenzreihen der Fall ist.

Satz 16.6. Es sei T eine Menge und sei
gr: T'— K
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eine Funktionenfolge mit

o0
> Mgl < oo
k=0

Dann konvergiert die Reihe > ;- ,gx ( also die Funktionenfolge f, =
> ro 9k) gleichmdflig und punktweise absolut gegen eine Funktion

f: T — K.

Beweis. Sei x € T. Wegen |gx(z)| < ||gk| ist aufgrund des Majorantenkri-
teriums die Reihe >, gx(x) absolut konvergent, und das bedeutet, dass die
Funktionenreihe Y - g, punktweise absolut konvergiert. Wir setzen

fal@) =) grl(x)
und OO_
fl) = gu(x).

Wir wollen zeigen, dass die Funktionenfolge f, gleichmiflig gegen f kon-
vergiert. Dazu sei ¢ > 0 vorgegeben. Aufgrund des Cauchy-Kriteriums fiir
Reihen gibt es ein ng mit

D> gkl < €

k=n+1
fiir alle n > ngy. Damit haben wir fiir n > ng und jedes x € T insgesamt die
Abschétzung

@) = f@)] = | D a@)| < D lgel@)] < D llaell < e

16.3. Konvergenz von Potenzreihen.

Es seien ¢,, n € N, komplexe Zahlen, a € Cund Y ;- ¢x(2—a)" die zugehori-
ge Potenzreihe im Entwicklungspunkt a. Wir betrachten die Funktionenfolge
fn mit

fo: C—C, z+— ch(z —a)*,
k=0
Im Allgemeinen konvergiert diese Funktionenreihe weder punktweise auf ganz
C noch gleichméBig. Wir werden aber sehen, dass hdufig auf geeigneten Teil-
mengen 7' C C gleichméfige Konvergenz vorliegt.

Lemma 16.7. Es sei (cn), oy eine Folge komplexer Zahlen und a € C. Die
Potenzreihe

1) =Y ealz—a)
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sei fur eine komplexe Zahl z = b, b # a, konvergent. Dann ist fiir jeden reellen
Radius v mit 0 < r < |b—a| die Potenzreihe f(z) auf der abgeschlossenen
Kreisscheibe B (a,r) punktweise absolut und gleichmdfig konvergent.

Beweis. Wir werden Satz 16.6 auf T' = B (a,r) anwenden. Wegen der Kon-
vergenz fiir z = b sind die Summanden ¢,(b — a)” nach Lemma 9.6 eine
Nullfolge, d.h. es gibt insbesondere ein M > 0 mit

en(b—a)"| < M
fiir alle n € N. Daher gelten fiir jedes z € B (a,r) die Abschitzungen

z—al" z—al" ro\"
enle = "l = leals = - [ 322 < 2|22 < ar ()
Dabei ist nach Voraussetzung

’

— < 1.

b —al

Daher liegen rechts die Summanden einer nach Satz 9.13 konvergenten geo-
metrische Reihe vor. Deren Grenzwert liefert eine obere Schranke fiir die
Reihe der Supremumsnormen. O

Definition 16.8. Fiir eine Potenzreihe

Z Cn(z —a)"

heifit .
sup (|b —a| ,b € C, Z cn(b—a)" konvergiert)

n=0
der Konvergenzradius der Potenzreihe. Das ist eine nichtnegative reelle Zahl
oder = oo.

Jede Potenzreihe hat also grundsétzlich das gleiche Konvergenzverhalten:
Es gibt eine Kreischeibe (die eben durch den Konvergenzradius bestimmt
ist, wobei die Extremfille r = 0 und r = oo erlaubt sind) um den Ent-
wicklungspunkt, in deren Innerem die Potenzreihe konvergiert und so, dass
sie auflerhalb davon in keinem Punkt konvergiert. Nur auf dem Rand der
Kreisscheibe kann alles mogliche passieren. Der Fall » = 0 ist nicht sehr in-
teressant. Bei positivem Konvergenzradius (einschlielich dem Fall r = o0)
sagt man auch, dass die Potenzreihe konvergiert.

Korollar 16.9. Es sei
f(2) =) culz—a)
n=0

eine Potenzreihe mit einem positiven Konvergenzradius r. Dann stellt die
Potenzreihe f(z) auf der offenen Kreisscheibe Ul(a,r) eine stetige Funktion
dar.
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Beweis. Jeder Punkt z € U(a,r) liegt im Innern einer abgeschlossenen
Kreisscheibe B (a,s) € U(a,r) mit s < r. Auf dieser abgeschlossenen Kreis-
scheibe ist die Potenzreihe nach Lemma 16.7 gleichméfig konvergent, daher
ist nach Lemma 16.4 die Grenzfunktion stetig. U

Korollar 16.10. Die Ezponentialreihe und die trigonometrischen Rethen
Sinus und Kosinus besitzen einen unendlichen Konvergenzradius, und die
komplexe Exponentialfunktion, die komplexe Sinusfunktion und die komplexe
Kosinusfunktion sind stetig.

Beweis. Dies folgt aus Satz 15.5 und Korollar 16.9. 0

Korollar 16.11. Fiir die (durch die Exponentialreihe definierte) reelle Ez-
ponentialfunktion

R— R, z+——expux,
gilt
expx = (exp1)”.

Beweis. Dies folgt aus Satz 15.7, aus Korollar 16.10 und aus Aufgabe 14.25.
O

Die reelle Zahl exp1 = > 7 '1/n! stimmt mit der als e = lim,, o, (1 + %)n
eingefiihrten eulerschen Zahl iiberein, was in Korollar 20.14 bewiesen wird.
Aufgrund dieses Sachverhaltes und der vorstehenden Aussage schreiben wir
héufig e* = exp z, und zwar auch fiir komplexe Argumente.

16.4. Der Identititssatz fiir Potenzreihen.

Lemma 16.12. Es seien f = >~ ja,2" und g = >~ b,2" Potenzreihen
mit positiven Konvergenzradien, deren Minimum r sei. Dann gelten folgende
Aussagen.

(1) Die Potenzreihe " cp,2™ mit ¢, = a,+by, ist konvergent auf U(0, 1)
und stellt dort die Summenfunktion f + g dar.

(2) Die Potenzreihe Y > dp2™ mit d,, = Y ;o a;b,—; ist konvergent auf
U(0,7) und stellt dort die Produktfunktion fg dar.

Beweis. Siehe Aufgabe 16.19. U

Satz 16.13. Es seien f = > >~ ja,z" und g = Y~ b,2" Potenzreihen
mit positiven Konvergenzradien und derart, dass es ein € > 0 gibt, dass die
dadurch definierten Funktionen

f,9: U(0,e) — K

tibereinstimmen. Dann ist a, = b, fir allen € N.



214

Beweis. Wir betrachten die Differenzreihe h = f—g = > 7 ¢,2" mit
Cn = a, — b,. Deren zugehorige Funktion ist nach Voraussetzung und nach
Lemma 16.12 (1) auf U(0, €) die Nullfunktion. Nach Aufgabe 16.27 ist daher
¢, = 0, also a, = b,. O

16. ARBEITSBLATT

16.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 16.1. Es sei (2,,),, eine Folge in K. Es sei T" eine nichtleere Menge
und f,: T — K die konstante Funktion mit dem Wert z,,. Zeige, dass die
folgenden Aussagen dquivalent sind.

(1) Die Folge (,,),,cy ist konvergent.
(2) Die Funktionenfolge (f,),cy ist punktweise konvergent.
(3) Die Funktionenfolge (fy),, oy ist gleichméBig konvergent.

Aufgabe 16.2. Es sei T eine endliche Menge und sei
fo: T — K

eine Funktionenfolge auf T'. Zeige, das (fn),cy genau dann punktweise kon-
vergiert, wenn (fy), oy gleichméfig konvergiert.

Aufgabe 16.3. Es sei (1), eine konvergente Folge in R. Wir betrachten
auf einem reellen Intervall [a, b] die Funktionenfolge

fu: [a, 0] — R, t — ta,.

Zeige, dass diese Funktionenfolge gleichméflig konvergiert, und bestimme die
Grenzfunktion.

Aufgabe 16.4. Es sei (), eine konvergente Folge in R. Wir betrachten
die Funktionenfolge
fon R— R, t — ta,.

Zeige, dass diese Funktionenfolge punktweise, aber im Allgemeinen nicht
gleichméfig konvergiert. Was ist die Grenzfunktion?

Aufgabe 16.5. Es sei T eine Menge und f: T — R eine Funktion, wir
betrachten die Funktionenfolge

fn = %f

zun € N,. Zeige die folgenden Aussagen.



215

(1) Die Funktionenfolge f,, konvergiert punktweise gegen die Nullfunkti-
on.
(2) Die Konvergenz ist genau dann gleichméfig, wenn f beschrankt ist.

Aufgabe 16.6. Es sei f: R — R eine Funktion, wir betrachten die Funk-
tionenfolge f,,, die durch

o) = {f(x), wenn r € [—n,n|,

0 sonst,

definiert ist.

(1) Zeige, dass die Funktionenfolge f,, punktweise gegen f konvergiert.
(2) Charakterisiere die gleichméfige Konvergenz der Funktionenfolge.

Aufgabe 16.7. Zun € N, betrachten wir die Funktionen
fo: R— R, x+— f(x),

die durch

0, fiir z <0,

nx fir 0 <z < 1/n,

2 —nx fir 1/n <z <2/n,

0, firz > 2/n.

definiert sind. Zeige, dass diese Funktionen stetig sind, und dass diese Funk-
tionenfolge punktweise, aber nicht gleichméflig gegen die Nullfunktion kon-
vergiert.

fn(m) =

Aufgabe 16.8. Es sei T eine Menge und es seien
fryGnshp: T — R

Funktionenfolgen mit

fa(@) < gn(z) < ho(2)
fiir alle # € T und alle n € N. Die Funktionenfolgen (f),.cy und (hn), ey
seien gleichméBig konvergent gegen die Grenzfunktion f: T — K. Zeige, dass
auch (g,),cy gleichméBig gegen f konvergiert.

Aufgabe 16.9.*
Man gebe ein Beispiel einer Funktionenfolge
fn: R— R

derart, dass sémtliche f, nicht stetig sind, die Funktionenfolge aber gleichmé-
Big gegen eine stetige Grenzfunktion konvergiert.
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Aufgabe 16.10.*
Es sei T' C K eine Teilmenge und es sei
fo: T — K

eine Folge von gleichméfig stetigen Funktionen, die gleichméfig gegen die
Funktion f konvergiert. Zeige, dass f gleichméfig stetig ist.

Aufgabe 16.11.*
Es sei T' eine Menge und seien
fo: T — K

und
gn: T — K
zwei gleichméflig konvergente Funktionenfolgen. Zeige, dass auch die Sum-
menfolge
fotgn: T — K t— fu(t) + galt),
gleichméBig konvergent ist.

Aufgabe 16.12. Es sei T eine Menge und
M =A{f:T—=CJ[|fllr <oo}

die Menge der beschriankten komplexwertigen Funktionen auf 7T'. Zeige, dass
M ein komplexer Vektorraum ist.

Aufgabe 16.13.*

Es sei
o0
E an2"”
n=0

eine absolut konvergente Potenzreihe mit Konvergenzradius r > 0. Es sei
I C N eine Teilmenge. Zeige, dass die Potenzreihe

o0
Z b, 2"
n=0
mit

A fallsn e I,
"o sonst,

ebenfalls absolut konvergent mit einem Konvergenzradius > r ist.

Aufgabe 16.14. Bestimme den Konvergenzradius der geometrischen Reihe.
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Aufgabe 16.15. Es sei (c,),,oy €ine Folge von komplexen Zahlen und )~
¢, 2" die zugehorige Potenzreihe. Zeige, dass deren Konvergenzradius mit dem
Konvergenzradius der um a € C , verschobenen* Potenzreihe

Z cn(z —a)"

n=0
iibereinstimmt.

Aufgabe 16.16. Es sei >~ ¢,2" eine Potenzreihe mit ¢, € C\ {0} = 0.
Wir betrachten die Folge % Zeige die folgenden Aussagen.

a) Wenn lent1] gegen 0 konvergiert, so hat die Potenzreihe unendlichen Kon-

|enl

vergenzradius.
b) Wenn % gegen a > 0 konvergiert, so hat die Potenzreihe den Konver-

genzradius L.
a

¢) Wenn % bestimmt gegen 400 divergiert, so hat die Potenzreihe den
Konvergenzradius 0.

Aufgabe 16.17.*

Bestimme, fiir welche komplexe Zahlen z die Reihe

oo
g n"z"
n=0

konvergiert.

Aufgabe 16.18. Zeige, dass die Exponentialreihe auf C nicht gleichméfig
konvergiert.

Aufgabe 16.19. Es seien f =) > ja,2" und g = Y~ b,2" Potenzreihen
mit positiven Konvergenzradien, deren Minimum r sei. Zeige die folgenden
Aussagen.

(1) Die Potenzreihe Y7 ¢,2™ mit ¢, = a,+b, ist konvergent auf U(0, )
und stellt dort die Summenfunktion f + ¢ dar.

(2) Die Potenzreihe Y >°  d,z" mit d,, = >\ a;b,—; ist konvergent auf
U(0,7) und stellt dort die Produktfunktion fg dar.

Aufgabe 16.20.*
=0

Zeige, dass eine konvergente Potenzreihe ) >
geraden Indizes eine ungerade Funktion darstellt.

2" mit ¢, = 0 fiir alle
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00
=0

Aufgabe 16.21. Zeige, dass eine konvergente Potenzreihe ) >
¢, = 0 fiir alle ungeraden Indizes eine gerade Funktion darstellt.

2™ mit

Fiir die Umkehrung der beiden vorstehenden Aufgaben verwende man Auf-
gabe 16.27 weiter unten.

Aufgabe 16.22. Es sei ) -, cpz" eine konvergente Potenzreihe, die eine
ungerade Funktion darstelle. Zeige, dass ¢, = 0 fiir alle geraden Indizes ist.

Aufgabe 16.23. Es sei Y -, cx2" eine konvergente Potenzreihe, die eine
gerade Funktion darstelle. Zeige, dass ¢, = 0 fiir alle ungeraden Indizes ist.

16.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 16.24. (4 Punkte)
Betrachte die Funktionenfolge
fo: I — R, z—> Y™,

Zeige, dass diese Folge fiir I = R punktweise konvergiert, und untersuche
die Folge auf gleichméfBige Konvergenz fiir die verschiedenen Definitionsmen-
gen

1
I=Rap, Ry, [Lod], [£.5),10,1], [0, 1]

Aufgabe 16.25. (4 Punkte)

Betrachte die Potenzreihe
o0 n

>
n?’
n=1

Zeige, dass diese Potenzreihe den Konvergenzradius 1 besitzt, und dass die
Reihe noch fiir alle € C, |z| = 1, konvergiert.

Aufgabe 16.26. (4 Punkte)
Es sei T eine Menge und
M =A{f:T—=C[[fllr <oo}

die Menge der beschriankten komplexwertigen Funktionen auf T'. Zeige, dass
die Supremumsnorm auf M folgende Eigenschaften erfiillt.

(1) [|f]] = 0 fiir alle f € M.
(2) ||f]l = 0 genau dann, wenn f = 0 ist.
(3) Fiir A € Cund f € M gilt

IAFI = AL LA
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(4) Fiir g, f € M gilt
lg + fII < llgll + [1£1]

Aufgabe 16.27. (5 Punkte)

Es sei
o0
E 2"
n=0

eine Potenzreihe, die fiir ein € > 0 auf U(0,¢) konvergiere und dort die
Nullfunktion darstelle. Zeige, dass dann ¢, = 0 fiir alle n € N ist (d.h. die
Potenzreihe ist die Nullreihe).

Aufgabe 16.28. (5 Punkte)
Es sei d € N und sei fiir jedes i € {0,1,...,n} eine konvergente Folge

(Cin)neN
in C gegeben, deren Limes mit ¢; bezeichnet sei. Wir betrachten die Folge
(fn)nen von Polynomen vom Grad < d, die durch

d—1 2
+ s+ Cop® _'_Clnx—i_COn

definiert sind. Zeige, dass diese Funktionenfolge auf jeder abgeschlossenen
Kreisscheibe B (0,7) gleichméaBig gegen

d d—1 2
f=cqx®+cg 12" 4+ -+ ex” +ax+ o

d
fn = canx® + cag_1nT

konvergiert.

17. VORLESUNG - ENTWICKLUNGSSATZ

17.1. Logarithmen.

Satz 17.1. Die reelle Exponentialfunktion

R— R, z— expux,
ist stetig und stiftet eine Bijektion zwischen R und R, .
Beweis. Die Stetigkeit folgt aus Korollar 16.10. Nach Korollar 15.8 (4) liegt
das Bild in Ry und ist nach dem Zwischenwertsatz ein Intervall. Die Un-
beschrinktheit des Bildes folgt aus Korollar 15.8 (3), woraus wegen Korol-
lar 15.8 (2), folgt, dass auch beliebig kleine positive reelle Zahlen zum Bild

gehoren. Daher ist das Bild gleich R, . Die Injektivitét ergibt sich aus Korol-
lar 15.8 (6). O

Definition 17.2. Der natirliche Logarithmus
In: Ry, — R, z+—Inz,

ist als die Umkehrfunktion der reellen Exponentialfunktion definiert.
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Satz 17.3. Der natiirliche Logarithmus
In: R, — R, z+—Inz,

1st eine stetige, streng wachsende Funktion, die eine Bijektion zwischen R,
und R stiftet. Dabei gilt

In(z-y) = Inz+Iny
fir alle x,y € Ry.

Beweis. Dies folgt aus Satz 17.1, Satz 13.6, Satz 15.7 und Korollar 15.8. [J

Die Exponentialfunktionen fiir verschiedene Basen

Definition 17.4. Zu einer positiven reellen Zahl b > 0 definiert man die

Ezxponentialfunktion zur Basis b von z € C als
b := exp(zInb).

Aufgabe 17.1 zeigt, dass fiir reelle Argumente diese Definition mit der aus

der 14.ten Vorlesung iibereinstimmt.

Satz 17.5. Fir die Fxponentialfunktionen
C—C, z+—a

zur Basis a € Ry gelten die folgenden Rechenregeln (dabei seien a,b € R,
und z,w € C, bei (4) sei zusdtzlich z € R).

Es ist a*T™ = a® - a™.

(1)

(2) Esista™® = aLZ
(3) Esist (ab)* = a*b*.
(4) Esist (a*)* = a*

Beweis. Siehe Aufgabe 17.2.
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Definition 17.6. Zu einer positiven reellen Zahl b > 0, b # 1, wird der
Logarithmus zur Basis b von x € R, durch

Inx
log,x == —

definiert.

Logarithmen zu verschiedenen Basen

Satz 17.7. Die Logarithmen zur Basis b erfiillen die folgenden Rechenregeln.

(1) Es ist log,(b®) = = und b'°8W) =y, das heifit der Logarithmus zur
Basis b ist die Umkehrfunktion zur Exponentialfunktion zur Basis b.
(2) Es gilt logy(y - z) = log, y + logy, =.
(3) Es gilt log, y* = u-log,y firu € R.
(4) FEs gilt
log,y = log, (blogby) = log, y - log, b.

Beweis. Siehe Aufgabe 17.3. O

17.2. Summierbarkeit.

Bei einer Reihe sind die aufzusummierenden Glieder durch die natiirlichen
Zahlen geordnet. Haufig kommt es vor, dass diese Ordnung verdndert wird.
Dabei kann sich sowohl die Summe als auch die Eigenschaft, ob eine kon-
vergente Reihe vorliegt, dndern, allerdings nicht, wenn die Reihe absolut
konvergent ist, siche Aufgabe 9.16 und Aufgabe 9.29. Wenn man sich fiir
die Summe der Kehrwerte aller Primzahlen interessiert, so ist es natiirlicher,
dies direkt als die Summe Primzahli aufzufassen, anstatt die Primzahlen
durchzunummerieren, um eine durch die natiirlichen Zahlen indizierte Reihe
zu haben. Wenn man zwei absolut konvergente Reihen ) ., a; und Z;io b;
multiplizieren mochte, so geht es nach der Regel, jeden Summanden mit
jedem Summanden zu multiplizieren, um die Summe aller Einzelprodukte
a;bj, (i,7) € N x N, wobei eben N? die natiirliche Indexmenge ist, fiir die
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es keine naheliegende Ordung gibt. In der Definition von Cauchy-Produkt
werden die Produkte mit konstanter Indexsumme zusammengefasst, um ei-
ne Summationsreihenfolge festzulegen, es gibt aber auch noch viele andere
Moglichkeiten. Vor diesem Hintergrund ist es sinnvoll, einen Summations-
begriff zu besitzen, der unabhéngig von jeder Ordnung der Indexmenge ist.
Wir werden diese Theorie nicht systematisch entwickeln, sondern nur den
groflen Umordnungssatz beweisen, den wir sogleich fiir das Entwickeln einer
Potenzreihen in einem neuen Entwicklungspunkt benétigen. Die Familie sei
als a; , 1 € I, gegeben. Fiir jede endliche Teilmenge £ C [ kann man die
zugehorigen Glieder aufsummieren, und wir setzen

ap — E Q;.

i€E
Eine sinnvolle Aufsummierung der gesamten Familie muss auf diese endlichen
Teilsummen ap Bezug nehmen.

Definition 17.8. Es sei I eine Indexmenge und a;, © € I, eine Familie von
komplexen Zahlen. Diese Familie heiflit summierbar, wenn es ein s € C mit
folgender Eigenschaft gibt: Zu jedem € > 0 gibt es eine endliche Teilmenge
Ey C I derart, dass fiir alle endlichen Teilmengen £ C I mit £y, C FE die
Beziehung
lap —s| < €

gilt. Dabei ist ag = >, p @;- Im summierbaren Fall heifit s die Summe der
Familie.

Definition 17.9. Es sei [ eine Indexmenge und a;, ¢ € I, eine Familie
von komplexen Zahlen. Diese Familie heifit eine Cauchy-Familie, wenn es zu
jedem € > 0 eine endliche Teilmenge Ey C [ derart gibt, dass fiir jede
endliche Teilmenge D C I mit Ey N D = () die Beziehung

lap| < €
gilt. Dabei ist ap = >, a;.

Lemma 17.10. FEs sei I eine Indexmenge und a;, © € I, eine Familie von
komplexen Zahlen. Dann ist die Familie genau dann summierbar, wenn sie
eine Cauchy-Familie ist.

Beweis. Sei zundchst die Familie summierbar mit der Summe s, und seie > 0
vorgegeben. Zu €/2 gibt es eine endliche Teilmenge Ey C I derart, dass fiir
alle endlichen Mengen £ C [ mit Ey C FE die Abschitzung |ag — s| < €/2
gilt. Fiir jede zu Ej disjunkte endliche Teilmenge D gilt dann

‘(ID—FCLEO—S—CLEO—'—S‘
‘(ID + ag, — S’ + |CLEO - S|
|ag,up — 8| + lag, — s|
€/2+¢€/2

€,

lap|

IA I IA
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so dass die Cauchy-Bedingung erfiillt ist. Sei nun a; , ¢ € I, eine Cauchy-
Familie. Wir brauchen zunéchst einen Kandidaten fiir die Summe. Fiir jedes
n € N, gibt es eine endliche Teilmenge F,, C [ derart, dass fiir jede endliche
Teilmenge D C I mit E, N D = () die Abschitzung |ap| < 1/n gilt. Wir
konnen annehmen, dass F,, C FE, . fiir alle n gilt. Wir setzen

Ty = ag, = Z(li.
i€Ep
Fir £ > m > n gilt

D m= )

iEEk 1€FEm,

|xp — x| = = ‘aEk\Em‘ < 1/m < 1/n,

da die Menge Ej,\ E,, disjunkt zu £, ist. Daher ist (x,),,., eine Cauchy-Folge
und somit wegen der Vollstdndigkeit von C konvergent gegen ein s € C. Wir
behaupten, dass die Familie summierbar ist mit der Summe s. Sei dazu ein
e > 0 vorgegeben. Es gibt n € Ny mit 1/n < €/2. Dann ist wegen der
Folgenkonvergenz und der Abschétzung von eben |z, — s| < ¢/2. Fiir jedes
endliche £ D E, schreiben wir £ = E,, U D mit E, N D = (). Damit gelten
die Abschatzungen

lag —s| = l|ag, +ap — s|
< l|ag, — s| + |ap]
< €/2+4¢€/2
= e

4

Korollar 17.11. Es sei a; , © € I, eine summierbare Familie komplezer
Zahlen und J C I eine Teilmenge. Dann ist auch a; , 1 € J, summierbar.

Beweis. Siehe Aufgabe 17.10. O

17.3. Der grofle Umordnungssatz.

Satz 17.12. Es sei a;, © € I, eine summierbare Familie von komplexen
Zahlen mit der Summe s. Es sei J eine weitere Indexmenge und zu jedem
J € J set eine Teilmenge I; C I gegeben mit I = UjeJIj und ;NI =0
fiir j # j'.* Dann sind die Teilfamilien a;, i € I;, summierbar und fiir ihre
Summen s; = Zielj a; gilt, dass die Familie sj, j € J, summierbar ist mait

S = E Sj.

jeJ

20D . die T ; bilden eine disjunkte Vereinigung von I.
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Beweis. Die Summierbarkeit der Teilfamilien folgt aus Lemma 17.10. Es sei
€ > 0 vorgegeben. Da die Ausgangsfamilie summierbar ist, gibt es eine
endliche Teilmenge Fy C [ mit

lag — s| < €/2

fiir alle endlichen Teilmengen £ C I mit Ey C E. Es gibt eine endliche
Teilmenge Fy C J derart, dass

E,c UL
KIS
ist. Wir behaupten, dass dieses [ fiir die Familie s; , 7 € J, die Summations-
eigenschaft fiir e erfiillt. Sei dazu F' C J mit Fy C F endlich und n = # (F).
Da die Familien a; , 7 € I;, summierbar mit den Summen s; sind, gibt es fiir
jedes j € F ein endliches G;o C [; mit
‘aG]. - sj‘ < €/2n

fiir alle endlichen G; C I; mit G, C G,;. Wir wéhlen nun fiir jedes j € F
ein solches G so, dass zusitzlich Ey N [; € G, gilt. Dann ist Fy C F =
Ujer G und daher |37, pag, —s| = 1> icpai —s| < €/2. Somit haben
wir insgesamt die Abschétzungen

OEE > (sj—ag,)+> ag, —s

jEF jEF jeF
< Z’sj—agj‘—i- Zagj—s
jEF jEF
< n-€/2n+ Zai—s
i€E
< n-€/2n+¢€/2
= e

17.4. Der Entwicklungssatz fiir Potenzreihen.
Satz 17.13. Es set
f= Z Cn(z —a)"
n=0

eine konvergente Potenzreithe mit dem Konvergenzradius R > 0 und set
b € U(a, R). Dann gibt es eine konvergente Potenzreihe

h = idi(z —b)
=0
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mit Entwicklungspunkt b und mit einem Konvergenzradius s > R—|a — b| >
0 derart, dass die durch diese beiden Potenzreihen dargestellten Funktionen
auf U(a, R) NU(b, s) ibereinstimmen. Die Koeffizienten von h sind

o0

=Y (ZL) en(b — a)"

n=1

und insbesondere ist

dy = chn(b —a)" !
n=1

Beweis. Zur Notationsvereinfachung sei a = 0, b € U(0,R) und z €
U(b, R — |b]). Wir betrachten die Familie

xni:cn(?)(z—b)ib"i,nEN,ie {0,1,...,n}.

Wir zeigen zuerst, dass diese Familie summierbar ist. Dies folgt aus der
Abschétzung (unter Verwendung von Aufgabe 17.13)

c”(?)(z‘byb"_" < nilcn! (Z:; (7;) \z—b!ilblni)
= §;|0n|(|z—b|+|b|)"

und daraus, dass wegen |z — b|+[b| < R geméfl Lemma 16.7 die rechte Seite
fiir beliebiges N beschrinkt ist. Wegen der Summierbarkeit gelten aufgrund
des groflen Umordnungssatzes die Gleichungen

o0

f(z) = Z@ Cn 2"
= :i)cn((z —b)+b)"
_ f; . (; @ (s — b)"b"‘i>
-z ol)e
S0
£
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17. ARBEITSBLATT

17.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 17.1. Es sei b > 0 eine positive reelle Zahl. Zeige fiir jedes x € R
die Gleichheit
b* = exp (z-1nb).

Aufgabe 17.2. Zeige, dass fiir die Exponentialfunktionen
C—C, z+—a

zur Basis a € R, die folgenden Rechenregeln gelten (dabei seien a,b € R
und z,w € C, bei (4) sei zuséatzlich z € R).

(1) a*™ =a®-a¥
(2) 0 = &

(3) (ab)* = a®b*
@ (@) =

Aufgabe 17.3. Zeige, dass die Logarithmen zur Basis b die folgenden Re-
chenregeln erfiillen.

(1) Es ist log, (b*) = x und 0'°&® = g, das heifit der Logarithmus zur
Basis b ist die Umkehrfunktion zur Exponentialfunktion zur Basis b.
(2) Es gilt log,(y - 2) = log, y + log, 2
(3) Es gilt log, y* = u - log, y fir u € R.
(4) Es gilt
log,y = log, (blogby) = log, y - log, b.

Aufgabe 17.4.*
(1) Zeige die Gleichheit

1++5 1-+5
9

2

In

In

(2) Stimmt diese Gleichung auch ohne die dufieren Betrige?
(3) Wie sieht es aus, wenn man die inneren Betrige weglésst?

Aufgabe 17.5.*

Zeige, dass die Hintereinanderschaltung von zwei Exponentialfunktionen kei-
ne Exponentialfunktion sein muss.
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Aufgabe 17.6. Eine Wahrungsgemeinschaft habe eine Inflation von jéhrlich
2%. Nach welchem Zeitraum (in Jahren und Tagen) haben sich die Preise
verdoppelt?

Aufgabe 17.7. Es seien b,d > 0 und d fixiert. Zeige

lim,_o 0% = 0.

Aufgabe 17.8. Es sei (2,),,oy eine konvergente Folge komplexer Zahlen mit
dem Grenzwert z und (ay),,cy €ine konvergente Folge positiver reeller Zahlen
mit dem positiven Grenzwert a. Zeige, dass die durch w, = a’* definierte
Folge gegen a® konvergiert.

Aufgabe 17.9. Es sei (2,),,oy eine konvergente Folge komplexer Zahlen mit
dem Grenzwert z und (ay),, oy eine konvergente Folge positiver reeller Zahlen
mit dem Grenzwert 0. Zeige durch ein Beispiel, dass die durch w, = a2
definierte Folge nicht konvergieren muss.

Aufgabe 17.10. Es sei a;, ¢ € I, eine summierbare Familie komplexer Zah-
len und J C [ eine Teilmenge. Zeige, dass auch die Teilfamilie a;, 7 € J,
summierbar ist.

Aufgabe 17.11.%*

Es sei aj, j € J, eine Familie komplexer Zahlen. Zeige, dass die Familie
genau dann summierbar ist, wenn die Familie der Realteile Re (a;), j € J,
und die Familie der Imaginérteile Im (a;), j € J, summierbar ist. Zeige, das

in diesem Fall
> a; = (D _Re(a) +i>_Im (a;))
jeJ jeJ jeJ

gilt.

Aufgabe 17.12. Es sei [ eine Indexmenge und a;, + € I, eine Familie von
komplexen Zahlen. Die Betragsfamilie |a;|, i € I, sei summierbar. Zeige, dass
a;, © € I, summierbar ist.

Aufgabe 17.13. Es sei [ eine Indexmenge und a;, ¢ € I, eine Familie von
komplexen Zahlen. Die Familie a;, i € I, sei summierbar. Zeige, dass |a/,
© € I, summierbar ist.

Tipp: Man zeige dieses Resultat zuerst fiir reelle Familien und ziehe dann
Aufgabe 17.11 heran.
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Fiir Familien, anders als wie bei Reihen, gibt es also keinen Unterschied
zwischen summierbar und absolut summierbar.

Aufgabe 17.14. Es sei I eine Indexmenge und a;, ¢ € I, eine Familie von
komplexen Zahlen. Zeige, dass diese Familie genau dann summierbar ist,
wenn die Familie

lap| = ,E C I, F endlich,

D

1€l

nach oben beschrankt ist.

Aufgabe 17.15.*

Eine echte Potenz ist eine natiirliche Zahl der Form n”* mit n,k € Ns,. Zeige,
dass die Familie der Kehrwerte der echten Potenzen summierbar ist.

Aufgabe 17.16. Sei z € C, |z| < 1. Zeige, dass die Familie
22 (k,0) € N?,

summierbar ist.

Aufgabe 17.17. Sei z € C, |z| < 1. Berechne zur summierbaren Familie

2R (k,0) € N?,

S = E 2kt

LeN

die Teilsummen

zu jedem k € N und berechne ), si.

Aufgabe 17.18. Sei z € C, |z| < 1. Zu j € Z sei
Li={(k)eN*|k—tl=j}.
Berechne zu jedem j € Z zur summierbaren Familie
22 (k,0) € N?,

die Teilsummen

und berechne -, t;.
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Aufgabe 17.19.*

Bestimme, ob die Familie
1
?7(]6(@ N [273]7

summierbar ist oder nicht.

Aufgabe 17.20. Wir betrachten die Familie

(k,n) € Nx N.

57

(1) Zeige, dass diese Familie nicht summierbar ist.
(2) Essei o € R,. Ist die Teilfamilie
k,n)e Nx Nk <a,

o

summierbar?
(3) Essei § € R,. Ist die Teilfamilie

n

k
Ea(k‘vn)ENXI\LkSBn?

summierbar?

Aufgabe 17.21. Bestimme die Koeffizienten dy, ..., ds der geometrischen
Reihe im Entwicklungspunkt %

(Fiir d; ist es hilfreich, eine Formel fiir >, 2" aufzustellen. Fir do, d3 wird
die Aufsummierung ziemlich kompliziert. Mit dem Ableitungskalkiil haben
wir bald eine einfache Moglichkeit, diese Koeffizienten auszurechnen. Dieser
beruht fiir Potenzreihen allerdings auf dem Entwicklungssatz.)

17.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 17.22. (4 Punkte)

Sei ay, k € N, eine Familie von komplexen Zahlen. Zeige, dass diese Familie
genau dann summierbar ist, wenn die Reihe

oo
D
k=0
absolut konvergiert.

Aufgabe 17.23. (3 Punkte)

Es sei f: Q — K eine stetige Funktion, aber nicht die Nullfunktion. Zeige,
dass die Wertefamilie f(q), ¢ € Q, nicht summierbar ist.
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Aufgabe 17.24. (5 Punkte)

Es sei M C N, diejenige Teilmenge der natiirlichen Zahlen, die aus allen
Zahlen besteht, in deren Dezimalentwicklung keine 9 vorkommt. Zeige, dass

>

neM
summierbar ist.
Aufgabe 17.25. (5 Punkte)
Bestimme, ob die Familie
1
a2+b2’ aabEN—i-?

summierbar ist oder nicht.

Aufgabe 17.26. (5 Punkte)

Es sei I eine Indexmenge und a;, ¢« € I, eine summierbare Familie von nicht-
negativen reellen Zahlen. Zeige, dass die Teilmenge

J={iel]|a; #0}
abzahlbar ist.

Aufgabe 17.27. (3 Punkte)

Bestimme die Koeffizienten dy, . . . , dg der Exponentialreihe im Entwicklungs-
punkt 1.

18. VORLESUNG - DIFFERENZIERBARKEIT

18.1. Differenzierbare Funktionen.
In dieser Vorlesung betrachten wir Funktionen
f: D—K,

wobei D C K eine offene Menge in K ist. Das ist eine Menge derart, dass es
zu jedem a € D auch eine offene Umgebung U(a, ), r > 0, gibt, die ganz in
D liegt. Typische Beispiele sind D = K, U(a,r), K\ {ay,...,a,}.
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X0 ™

Definition 18.1. Es sei D C K offen, a € D ein Punkt und
f: D—K
eine Funktion. Zu x € D, x # a, heifit die Zahl
f(z) = f(a)
r—a

der Differenzenquotient von f zu a und =x.

Der Differenzenquotient ist die Steigung der Sekante am Graphen durch die
beiden Punkte (a, f(a)) und (z, f(x)), diese Situation wird auch durch das
Steigungsdreieck dargestellt. Fiir x = a ist dieser Differenzenquotient nicht
definiert. Allerdings kann ein sinnvoller Limes fiir z — a existieren. Dieser
reprasentiert dann die Steigung der ,, Tangente*.

Definition 18.2. Es sei D C K offen, a € D ein Punkt und

f: D—K
eine Funktion. Man sagt, dass f differenzierbar in a ist, wenn der Limes
: flz)— f(a
hma}ED\{a},z—)a M
r—a

existiert. Im Fall der Existenz heifit dieser Limes der Differentialquotient oder
die Ableitung von f in a, geschrieben

f'(a).

Die Ableitung in einem Punkt a ist, falls sie existiert, ein Element in K.
Héufig nimmt man die Differenz h = x — a als Parameter fiir den Limes des
Differenzenquotienten, und lédsst h gegen 0 gehen, d.h. man betrachtet

fla+h) — f(a)

. .
Die Bedingung * € D \ {a} wird dann zu a +h € D, h # 0. Wenn die
Funktion f einen eindimensionalen Bewegungsvorgang beschreibt, also eine
von der Zeit abhédngige Bewegung auf einer Strecke, so ist der Differenzen-
quotient f@-/@) gie (effektive) Durchschnittsgeschwindigkeit zwischen den

r—a

limy, 0
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Zeitpunkten a und x und f’(a) ist die Momentangeschwindigkeit zum Zeit-
punkt a.

Beispiel 18.3. Es seien s,c¢ € K und sei

a: K— K, z—— sz+c¢,

eine sogenannte affin-lineare Funktion. Zur Bestimmung der Ableitung in
einem Punkt a € K betrachtet man

(sz+c¢) — (sa+c) _ s(x — a) _ .

Dies ist konstant gleich s, so dass der Limes fiir x gegen a existiert und gleich
s ist. Die Ableitung in jedem Punkt existiert demnach und ist gleich s. Die
Steigung der affin-linearen Funktion ist also die Ableitung.

Beispiel 18.4. Wir betrachten die Funktion

f: K—K, z+— 2%

Der Differenzenquotient zu a und a + h ist

fla+h)— f(a) (a+ h)* - a?
h

h
a® + 2ah + h? — a?

h
2ah + h?

h
= 2a-+h.

Der Limes davon fiir h gegen 0 ist 2a. Die Ableitung ist daher f’(a) = 2a.
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18.2. Lineare Approximierbarkeit.

Satz 18.5. Es sei D C K offen, a € D ein Punkt und
f: D—K

eine Funktion. Dann ist f in a genau dann differenzierbar, wenn es ein s €
K und eine Funktion
r: D—K

gibt mit r stetig in a und r(a) = 0 und mit
flx) = f(a) + s(z —a) +r(z)(x — a).

Beweis. Wenn f differenzierbar ist, so setzen wir

s = f'(a).
Fiir die Funktion r» muss notwendigerweise
[@=1) _ ¢ fiir z + a,
r(z) = 9, &
0firz=a,

gelten, um die Bedingungen zu erfiillen. Aufgrund der Differenzierbarkeit

existiert der Limes
f) =1 )

hmxﬁ\a, zeD\{a} T(SL’) = hmaz%a,xGD\{a} ( r—a

und hat den Wert 0. Dies bedeutet, dass r in a stetig ist. Wenn umgekehrt
s und 7 mit den angegebenen Eigenschaften existieren, so gilt fiir x # a die

Beziehung
f(l’) —f((l) — S—i—’/’(I).
T—a
Da r stetig in a ist, muss auch der Limes links fiir + — a existieren. U

Die in diesem Satz formulierte Eigenschaft, die zur Differenzierbarkeit aqui-
valent ist, nennt man auch die lineare Approzimierbarkeit. Die affin-lineare
Abbildung
D — K, z+— f(a) + f'(a)(z —a),

heilt dabei die affin-lineare Approximation. IThr Graph heifit die Tangente an
f im Punkt a. Die durch f(a) gegebene konstante Funktion kann man als
konstante Approximation ansehen. Das Konzept der linearen Approximier-
barkeit erlaubt es, die Differenzierbarkeit auf die Stetigkeit (einer anderen
Funktion) zuriickzufiihren und dadurch verschiedene Rechenregeln einfach
beweisen zu kénnen.

Korollar 18.6. Es sei D C K offen, a € D ein Punkt und
f: D—K

eine Funktion, die im Punkt a differenzierbar sei. Dann ist f stetig in a.

Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 18.5. U
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18.3. Ableitungsregeln.

uAIv AuAv
Av M
¥ v ~—viAu
u Ay

Eine Veranschaulichung der Produktregel: Der Zuwachs eines Fliacheninhalts
entspricht der Summe der beiden Produkte aus Seitenldnge und
Seitenldngezuwachs. Fiir den infinitesimalen Zuwachs ist das Produkt der beiden
Seitenldngenzuwéchse irrelevant.

Lemma 18.7. Es sei D C K offen, a € D ein Punkt und
fig: D—K

Funktionen, die in a differenzierbar seien. Dann gelten folgende Differenzier-
barkeitsregeln.

(1) Die Summe f + g ist differenzierbar in a mit

(f+9)(a) = f(a) +d'(a).
(2) Das Produkt f - g ist differenzierbar in a mit

(f-9)(a) = f(a)g(a) + f(a)g'(a).

(3) Firc € K ist auch cf in a differenzierbar mit

(cf)(a) = cf'(a).
(4) Wenn g keine Nullstelle in D besitzt, so ist 1/g differenzierbar in a

mit , (@
1 B AC
(5) @ = Gl
(5) Wenn g keine Nullstelle in D besitzt, so ist f/g differenzierbar in a
" PY o Fa)o() ~ fa)g' (o)
/ _ "(a)g(a) — f(a)d'(a
(5) @ )

Beweis. (1). Wir schreiben f bzw. ¢ mit den in Satz 18.5 formulierten Ob-
jekten, also

f(x) = fla) +s(z —a) +r(z)(z - a)
und
9(z) = g(a) + 5(z — a) + 7(z)(z — a).
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Summieren ergibt

f@) +9(x) = fla) +g(a) + (s + 8)(x —a) + (r + 7)(x)(2 — a).
Dabei ist die Summe r 4 7 wieder stetig in @ mit dem Wert 0. (2). Wir gehen
wieder von

f(x) = fla) + s(z —a) + r(z)(z — a)
und

g9(x) = gla) +5(z —a) +7(x)(z — a)
aus und multiplizieren die beiden Gleichungen. Dies fiihrt zu

f(x)g(z)
= (f(a) +s(x —a) +r(zx)(z —a))(g(a) + 8(z — a) + 7(z)(x — a))
= fla)g(a) + (sg(a) + 5f(a))(z — a)

+(f(a)r(z) + g(a)r(x) + s§(x — a)

+s7(x)(z —a) + sr(x)(z — a) + r(z)r(z)(z — a))(z — a).

Aufgrund von Lemma 12.12 fiir Limiten ist die aus der letzten Zeile ablesbare
Funktion stetig mit dem Wert 0 fiir z = a. (3) folgt aus (2), da eine konstante
Funktion differenzierbar mit Ableitung 0 ist. (4). Es ist
1 1
@ @ _ _ —1  g(x)—g(a)
r—a g(a)g(x) r—a

Da g nach Korollar 18.6 stetig in a ist, konvergiert fiir z — a der linke
Faktor gegen —ﬁ und wegen der Differenzierbarkeit von ¢ in a konvergiert

der rechte Faktor gegen ¢'(a). (5) folgt aus (2) und (4). O

Diese Regeln heilen Summenregel (1), Produktregel (2) und Quotientenregel
().
Korollar 18.8. Fine Polynomfunktion
f=co+ciz4+cz?+e3z+ - +cp 12"+ 2™
st in jedem Punkt differenzierbar, und fir die Ableitung gilt

f/(2) =c1 422 +3c32> + -+ (n— V12”2 + 02"

Beweis. Dies folgt fiir die Potenfunktionen 2" durch Induktion iiber n aus
der Produktregel und daraus mit Lemma 18.7. U

Die folgende Regel heifit Kettenregel.
Satz 18.9. Es secien D und E offene Mengen in K und seien
f: D—K

und
g: FE—K
Funktionen mit f(D) C E. Es sei f in a differenzierbar und g sei in

b= f(a)
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differenzierbar. Dann ist auch die Hintereinanderschaltung
gof: D—K
in a differenzierbar mit der Ableitung
(go f)(a) = g'(f(a))- f'(a).
Beweis. Aufgrund von Satz 18.5 kann man

f(z) = f(a) + f'(a)(x — a) + r(z)(z — a)
und

9(y) = 9(f(a)) + g'(f(a))(y — fla)) + s(y)(y — f(a))
schreiben. Daher ergibt sich

g(f (@) = g(f(a)) + g (f(a))(f(z) = f(a) + s(f(x))(f(x) = f(a))
= 9(f(a)) +¢'(f(a))(f"(a)(x = a) + r(z)(z — a))
+s(f(2))(f'(a)(z — a) +r(z)(x — a))
= 9(f(a) + ¢'(f(a)f(a)(z —a)

(x
+(g'(f(a))r(z) + s(f(2))(f'(a) + r(z)))(z — a).

Die hier ablesbare Restfunktion

t(x) = g'(f(a))r(z) + s(f())(f'(a) + r(z))
ist stetig in a mit dem Wert 0. U

Eine Veranschaulichung fiir die Ableitung der Umkehrfunktion. Die
Umkehrfunktion besitzt den an der Hauptdiagonalen gespiegelten Graphen und
die Tangente wird mitgespiegelt.

Satz 18.10. Seien D und E offene Mengen in K und sei
f: D—F
eine bijektive stetige Funktion mit einer stetigen Umkehrfunktion
" E—D
Es sei f in a € D differenzierbar mit f'(a) # 0. Dann ist auch die Um-
kehrfunktion f~1 in b = f(a) differenzierbar mit

(7)) = =
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Beweis. Wir betrachten den Differenzenquotienten

) -1 _ ) —a
y—0 oy
und miissen zeigen, dass der Limes fiir y — b existiert und den behaupteten
Wert annimmt. Sei dazu (yy,),,cy €ine Folge in £\ {b}, die gegen b konvergiert.
Aufgrund der vorausgesetzten Stetigkeit von f~! konvergiert auch die Folge
mit den Gliedern x, := f~(y,) gegen a. Wegen der Bijektivitiit ist z,, # a
fiir alle n. Damit ist

Y y) —a To—a (. flx) = fl@)\
i S = T - (RS

wobei die rechte Seite nach Voraussetzung existiert. U

n—o00 T, —a

Beispiel 18.11. Die Funktion
f_lf R+ —>R+, T —— \/E,

ist die Umkehrfunktion der Funktion f mit f(z) = 2 (eingeschrinkt auf
R, ). Deren Ableitung in einem Punkt a ist f'(a) = 2a. Nach Satz 18.10 gilt
daher fiir b € R, die Beziehung
1 1 1
fil ! b = = = —biﬁ_
V0= P = a2

Im Nullpunkt ist f~! nicht differenzierbar.
Die Funktion

1 R—R, xl—>x%,
ist die Umkehrfunktion der Funktion f mit f(x) = 23 Deren Ableitung in

a ist f'(a) = 3a?, dies ist fiir a # 0 von 0 verschieden. Nach Satz 18.10 ist
fiir b # 0 somit

Im Nullpunkt ist f~! nicht differenzierbar.

18.4. Hohere Ableitungen.

Definition 18.12. Es sei D C K offen und
f: D—K

eine Funktion. Man sagt, dass f differenzierbar ist, wenn fiir jeden Punkt
a € D die Ableitung f'(a) von f in a existiert. Die Abbildung

f'+ D—K, z+— f(2),
heifit die Ableitung (oder Ableitungsfunktion) von f.
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Definition 18.13. Es sei D C K offen und

f: D—K
eine Funktion. Man sagt, dass f n-mal differenzierbar ist, wenn f (n—1)-mal
differenzierbar ist und die (n — 1)-te Ableitung £~V differenzierbar ist. Die
Ableitung

() = (f"7V)(2)

nennt man dann die n-te Ableitung von f.
Definition 18.14. Es sei D C K offen und

f: D—K

eine Funktion. Man sagt, dass f n-mal stetig differenzierbar ist, wenn f n-mal
differenzierbar ist und die n-te Ableitung ™ stetig ist.

18. ARBEITSBLATT

18.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 18.1. Skizziere das Steigungsdreieck und die Sekante zur Funktion
f(x) = 2> =3z +5
in den Punkten 1 und 3

Aufgabe 18.2.*
Bestimme direkt (ohne Verwendung von Ableitungsregeln) die Ableitung der
Funktion
fi R— R, o+ f(x) =2+ 22> — 52 + 3,
in einem beliebigen Punkt a € R.

Die folgende Aufgabe l6se man direkt ohne Ableitungsregeln und durch In-
duktion mit Hilfe der Produktregel.

Aufgabe 18.3. Bestimme die Ableitung der Funktion
f: C—C,z+— f(z) =2",

fiir jedes n € N.

Aufgabe 18.4.*
Wir betrachten die Funktion
fiR—R o+ f(z)=2"+1.

Bestimme die Tangenten an f, die lineare Funktionen sind (die also durch
den Nullpunkt verlaufen).



239

Aufgabe 18.5. Es sei f: R — R eine gerade Funktion, die im Punkt x
differenzierbar sei. Zeige, dass f auch im Punkt —x differenzierbar ist und
dass die Beziehung

fll=z) = =f(x)

gilt.

Aufgabe 18.6. Zeige, dass die reelle Betragsfunktion
R— R, 2+ 2|,

im Nullpunkt nicht differenzierbar ist.

Aufgabe 18.7. Zeige, dass die komplexe Betragsfunktion
C—C, z— |7,

im Nullpunkt nicht differenzierbar ist.

Aufgabe 18.8. Zeige, dass die komplexe Betragsfunktion
C—C, z+— |z,

in keinem Punkt differenzierbar ist.

Aufgabe 18.9. Zeige, dass der Realteil, also die Funktion
C — C, z+—— Re (2),

in keinem Punkt ¢ € C differenzierbar ist.

Aufgabe 18.10. Zeige, dass die Exponentialfunktion exp x in jedem Punkt
a € C differenzierbar ist und bestimme die Ableitung.

Man verwende die Definition iiber den Funktionslimes der Differenzenquoti-
enten. Die Funktionalgleichung der Exponentialfunktion hilft.

Aufgabe 18.11. Bestimme zur Exponentialfunktion exp x die lineare Ap-
proximation (einschlieBlich der Restfunktion r(x)) im Nullpunkt.

Aufgabe 18.12. Essei f: C — C eine Funktion, die R nach R abbildet. Die
Funktion sei in a € R (als komplexe Funktion) differenzierbar. Zeige, dass
dann auch die reelle Funktion f|g (als Funktion von R nach R) differenzierbar
ist (und zwar mit der gleichen Ableitung).
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Aufgabe 18.13.*

Beweise die Produktregel fiir differenzierbare Funktionen unter Verwendung
der Regel

(2 =2f-f
mit Hilfe von

(f+9?=(f—9)7).

NI

fg =

Aufgabe 18.14.*

Beweise die Produktregel fiir differenzierbare Funktionen iiber die Funkti-
onslimiten fiir die Differenzenquotienten.

Aufgabe 18.15. Es sei
f: C—C, z+— f(2),

ein Polynom vom Grad d > 2 und #(z) die Tangente an f im Punkt 0. Zeige
die Beziehung

f(2) = t(z) = 2°g(2)

mit einem Polynom ¢(z) vom Grad d — 2.

Aufgabe 18.16.*

Es sei

f: C—C, z+— f(2),
ein Polynom vom Grad d > 2, w € C ein Punkt und #(z) die Tangente an f
im Punkt w. Zeige die Beziehung

f(z) = t(z) = (2 —w)’g(2)

mit einem Polynom ¢(z) vom Grad d — 2.

Aufgabe 18.17. Bestimme die Ableitung der Funktion
f: C\{0} — C, z+— f(z) =2",

fiir jedes n € Z.

Aufgabe 18.18. Bestimme die Ableitung der Funktion

f: C\{O}—>(C,xl—>f(x):$2+1.

3
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Aufgabe 18.19.*

Es seien
g,h: R— Ry
differenzierbare Funktionen und
_g(@)

mit n € N,. Zeige, dass man die Ableitung von f als einen Bruch mit
h"™1(z) im Nenner schreiben kann.

Aufgabe 18.20. Zeige, dass die Ableitung einer rationalen Funktion wieder
eine rationale Funktion ist.

Aufgabe 18.21. Es sei f(z) = 23 +42? — 1 und g(y) = y* —y+ 2. Bestimme
die Ableitung der Hintereinanderschaltung h(z) = g(f(x)) direkt und mittels
der Kettenregel.

Aufgabe 18.22.*
2

Es sei f(z) = % und g(y) = 5.

a) Bestimme die Ableitung von f und von g.

b) Berechne die Hintereinanderschaltung h(z) = g(f(x)).
c¢) Bestimme die Ableitung von h mit Hilfe von Teil b).
d) Bestimme die Ableitung von h mittels der Kettenregel.

y—2 . .
13 Bestimme die

x+1 )
f(x)) direkt und mittels

Ableitung der Hintereinanderschaltung h(z) =
der Kettenregel.

Aufgabe 18.23. Es sei f(x) = 224502y gy
(

Aufgabe 18.24. Bestimme die Ableitung der Funktion
f: Ry — R, z+— f(2) = o,

fiir jedes n € N,

Aufgabe 18.25. Bestimme die Ableitung der Funktion
f: Ry — R z+— f(z) =27,

fiir jedes q € Q.
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Aufgabe 18.26. Zeige, dass ein Polynom P € C[X] genau dann einen Grad
< d besitzt (oder P = 0 ist), wenn die (d + 1)-te Ableitung von P das
Nullpolynom ist.

Aufgabe 18.27.*

Es seien
f,g: R—R

zwei differenzierbare Funktionen und sei
h(z) = (g(f(2)))*f(g(x)) -
a) Driicke die Ableitung A" mit den Ableitungen von f und g aus.

b) Sei nun

f(x) =2 —1und g(z) =2 +2.
Berechne h/(z) auf zwei verschiedene Arten, einerseits iiber h(z) und ande-
rerseits iiber die Formel aus Teil a).

Aufgabe 18.28.*

Es sei

fT R—R
eine differenzierbare Funktion. Zeige durch Induktion, dass fiir die n-fache
Hintereinanderschaltung (n > 1)

f"=fofo---of (nmal)
die Beziehung

n—1

(fon)/ — f/ X (f/ o foi)

1

)

gilt.

Aufgabe 18.29. Zeige, dass die Funktion
R— R, z+— z|z|,

differenzierbar ist, aber nicht zweimal differenzierbar.

Aufgabe 18.30. Die Funktion
f: Rey —R

sei fiir negatives = konstant gleich 0 und folge fiir z € [0, 1] dem unteren
rechten Viertelkreis mit Mittelpunkt (0, 1) und Radius 1. Bestimme den Grad
der Differenzierbarkeit dieser Funktion.
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Aufgabe 18.31.*

Es sei I € R und seien
f,g: I — R

zwei n-mal differenzierbare Funktionen. Zeige, dass

n

(f-g)™ = Z (Z) F) L gn=h)

k=0
gilt.

18.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 18.32. (3 Punkte)
Bestimme die Ableitung der Funktion

2?2 +rx—1
D —C, r+—> =

wobei D die Menge sei, auf der das Nennerpolynom nicht verschwindet.

Aufgabe 18.33. (4 Punkte)

Bestimme die Tangenten an den Graphen zur Funktion f(x) = x*—2?—z+1,
die parallel zu y = x sind.

Aufgabe 18.34. (4 Punkte)
Bestimme, ob die komplexe Konjugation
C—C, z+—7,

differenzierbar ist oder nicht.

Aufgabe 18.35. (7 (2+2+3) Punkte)

Es sei f(x) = ﬁf’Tﬁ’z und g(y) = 5;23 und es sei h(z) = g(f(x)) die

Hintereinanderschaltung.




244

(1) Berechne h (das Ergebnis muss als eine rationale Funktion vorliegen).
(2) Berechne die Ableitung von h mit Hilfe von Teil 1.
(3) Berechne die Ableitung von h mit Hilfe der Kettenregel.

Aufgabe 18.36. (3 Punkte)
Es sei D C K offen und seien
firD—K i=1,... n,

differenzierbare Funktionen. Beweise die Formel

(frrefa) = D fre e flfonr e
=1

Aufgabe 18.37. (4 Punkte)

Es sei P € C[X] ein Polynom, a € C und n € N. Zeige, dass P genau dann
ein Vielfaches von (X —a)™ ist, wenn a eine Nullstelle sémtlicher Ableitungen

PP, P, ... P"D st

Aufgabe 18.38. (4 Punkte)

Es sei
F:D—C

eine rationale Funktion. Zeige, dass F' genau dann ein Polynom ist, wenn es
eine (hohere) Ableitung mit F™ = 0 gibt,

19. VORLESUNG - MITTELWERTSATZ

In dieser Vorlesung untersuchen wir mit Mitteln der Differentialrechnung,
wann eine Funktion
f: I —R,

wobei I C R ein offenes Intervall ist, (lokale) Extrema besitzt und wie
ihr Wachstumverhalten aussieht. Da man nur reelle Zahlen der Gréfle nach
miteinander vergleichen kann, nicht aber komplexe Zahlen, muss die Wer-
temenge reell sein. Die Definitionsmenge kénnte grundséatzlich beliebig sein,
und wir werden im zweiten Semester entsprechende Uberlegungen fiir Funk-
tionen von R™ nach R anstellen, hier ist aber die Definitionsmenge R bzw.
ein Teilintervall davon.

Satz 19.1. Es sei D C R offen und sei
f: D—R

eine Funktion, die in a € D ein lokales Extremum besitze und dort differen-
zierbar sei. Dann ist

f'(a) = 0.
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Beweis. Wir konnen annehmen, dass f ein lokales Maximum in a besitzt. Es
gibt also ein € > 0 mit f(z) < f(a) firallex € [a—¢,a+¢]. Essei (s,),cn
eine Folge mit a —e < s, < a, die gegen a (,,von unten“) konvergiere. Dann
ist s, —a < 0 und f(s,) — f(a) < 0 und somit ist der Differenzenquotient

f(sn) = f(a)

S, — a

207

was sich dann nach Lemma 6.3 auf den Limes, also den Differentialquotienten,
tibertrigt. Also ist f’(a) > 0. Fiir eine Folge (t,),y mit a +¢ > t, > a
gilt andererseits

t, —a -
Daher ist auch f'(a) < 0 und somit ist insgesamt f’(a) = 0. O

Man beachte, dass das Verschwinden der Ableitung nur ein notwendiges,
aber kein hinreichendes Kriterium fiir die Existenz eines Extremums ist. Das
einfachste Beispiel fiir dieses Phénomen ist die Funktion R — R, z — 23, die
streng wachsend ist, deren Ableitung aber im Nullpunkt verschwindet. Ein
hinreichendes Kriterium wird in Korollar 19.7 weiter unten gegeben, siehe
auch Satz 22.6.

19.1. Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung.

Satz 19.2. Fs seia < b und sei
fila, b)) — R
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eine stetige, auf |a,b| differenzierbare Funktion mit f(a) = f(b). Dann gibt
es ein ¢ € Ja,b] mit

f'(e) = 0.

Beweis. Wenn f konstant ist, so ist die Aussage richtig. Sei also f nicht
konstant. Dann gibt es ein x € ]a,b[ mit f(z) # f(a) = f(b). Sagen wir,
dass f(z) grofer als dieser Wert ist. Aufgrund von Satz 13.10 gibt es ein
¢ € [a,b], wo die Funktion ihr Maximum annimmt, und dieser Punkt kann
kein Randpunkt sein. Fiir dieses ¢ ist dann f’(¢) = 0 nach Satz 19.1. O

Der vorstehende Satz heifit Satz von Rolle.

Tongenie o c

o C box

Der Mittelwertsatz der Differentialrechnung besagt anschaulich gesprochen, dass
es zu einer Sekante eine parallele Tangente gibt.

Der folgende Satz heifit Mittelwertsatz der Differentialrechnung. Er besagt
beispielsweise, dass bei einem differenzierbaren eindimensionalen Bewegungs-
vorgang die Durchschnittsgeschwindigkeit mindestens einmal als Momentan-
geschwindigkeit auftritt.

Satz 19.3. Es set a < b und sei

f:la,b) — R
eine stetige, auf |a,b| differenzierbare Funktion. Dann gibt es ein ¢ € |a,b|
mit
f(b) = f(a)
/ —

f (C) - b_ a :

Beweis. Wir betrachten die Hilfsfunktion
b) — f(a
gt [0 — B v ga) = f(a) - L0y

Diese Funktion ist ebenfalls stetig und in ]a,b| differenzierbar. Ferner ist

g(a) = f(a) und
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Daher erfiillt g die Voraussetzungen von Satz 19.2 und somit gibt es ein
¢ € |a,b[ mit ¢'(c) = 0. Aufgrund der Ableitungsregeln gilt also

vy f(b) = fla)
fi(c) = T
O
Korollar 19.4. Es set
f:]a, b — R

eine differenzierbare Funktion mit f'(x) = 0 fir alle x € ]a,b|. Dann ist f
konstant.

Beweis. Wenn f nicht konstant ist, so gibt es x < 2’ mit f(z) # f(x ) Dann
gibt es aufgrund von Satz 19.3 ein ¢, z < ¢ < &/, mit f'(c) = a):m 2 £ O
ein Widerspruch zur Voraussetzung.

Satz 19.5. FEs sei I C R ein offenes Intervall und
f:I—R
eine differenzierbare Funktion. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Die Funktion f ist genau dann auf I wachsend (bzw. fallend), wenn
f'(x) > 0 (bzw. f'(x) < 0) fiir alle x € T ist.

(2) Wenn f'(z) > 0 fir allex € I ist und f' nur endlich viele Nullstellen
besitzt, so ist f streng wachsend.

(3) Wenn f'(z) < 0 firallex € I istund f' nur endlich viele Nullstellen
besitzt, so ist f streng fallend.

Beweis. (1). Es geniigt, die Aussagen fiir wachsende Funktionen zu beweisen.
Wenn f wachsend ist, und z € [ ist, so gilt fiir den Differenzenquotienten

flz+h) - flz)
h
fiir jedes h mit xz +h € I. Diese Abschéitzung gilt dann auch fiir den Grenz-
wert fir o — 0, und dieser ist f’(x). Sei umgekehrt die Ableitung > 0.
Nehmen wir an, dass es zwei Punkte x < 2/ in [ mit f(x) > f(2’) gibt.
Aufgrund des Mittelwertsatzes gibt es dann ein ¢ mit x < ¢ < 2’ mit

> 0

/ j—

-z
im Widerspruch zur Voraussetzung. (2). Es sei nun f/(z) > 0 mit nur endlich
vielen Ausnahmen. Angenommen es wire f(z) = f(2') fiir zwei Punkte

r < z’. Da f nach dem ersten Teil wachsend ist, ist f auf dem Intervall [z, 2’|
konstant. Somit ist f/ = 0 auf diesem gesamten Intervall, ein Widerspruch
dazu, dass f’ nur endlich viele Nullstellen besitzt. O
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Korollar 19.6. FEine reelle Polynomfunktion
fi R—R

vom Grad d > 1 besitzt maximal d—1 lokale Extrema, und die reellen Zahlen
lassen sich in maximal d Intervalle unterteilen, auf denen abwechselnd f
streng wachsend oder streng fallend ist.

Beweis. Siehe Aufgabe 19.10. O

Korollar 19.7. Es sei I ein reelles Intervall,
f: I —R

eine zweimal stetig differenzierbare Funktion und a € I ein innerer Punkt
des Intervalls. Es gelte f'(a) = 0. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Wenn f"(a) > 0 ist, so besitzt f in a ein isoliertes lokales Minimum.
(2) Wenn f"(a) < 0 ist, so besitzt f in a ein isoliertes lokales Maximum.

Beweis. Siehe Aufgabe 19.10. O

Eine Verallgemeinerung dieser Aussage werden wir in Satz 22.6 kennenlernen.

19.2. Der zweite Mittelwertsatz und die Regel von I’Hospital.
Die folgende Aussage heifit auch zweiter Mittelwertsatz.

Satz 19.8. Es sei b > a und seien
f7 g: [CL, b] — R

stetige, auf |a, b[ differenzierbare Funktionen mit

g(x) #0
fir alle x € Ja,b[. Dann ist g(b) # g(a) und es gibt ein ¢ € |a,b[ mit
1) = 1) _ ()
g(b) —gla)  g'(c)
Beweis. Die Aussage
g(a) # g(b)
folgt aus Satz 19.2. Wir betrachten die Hilfsfunktion
o IO
ba) = fla) = 3= Ey(a).
Es ist
IO =@
ha) = fa) = LT
) a) — f(b)g(a) + f(a)g(a)
)
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_ fla)g(b) — f(b)g(a)
9(b) — g(a)
_ f(b)g(b) — f(b)g(a) — f(b)g(b) + f(a)g(b)
CE f%<§) "

= h(b).

Also ist h(a) = h(b) und Satz 19.2 liefert die Existenz eines ¢ € ]a, b[ mit
h'(c) = 0.

Umstellen ergibt die Behauptung. O

Aus dem zweiten Mittelwertsatz erhalt man den ersten Mittelwertsatz
zuriick, wenn man fiir g die Identitdt nimmt.

L’ Hospital (1661-1704)

Zur Berechnung von Grenzwerten einer Funktion, die als Quotient gegeben
ist, ist die folgende Regel von [’Hospital hilfreich.

Korollar 19.9. Es sei I C R ein offenes Intervall und a € I ein Punkt.
FEs seien

f,g: I — R
stetige Funktionen, die auf I\{a} differenzierbar seien mit f(a) = g(a) = 0
und mit g'(x) # 0 fir x # a. Es sei vorausgesetzt, dass der Grenzwert

f'()

= 1li T al,z—a ~ 7 N
w Mger\{a},2— q'(z)
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existiert. Dann existiert auch der Grenzwert

/(=)

hHl:z:EI\{a}7 T—a g_l' )

~—

und sein Wert ist ebenfalls w.

Beweis. Zur Ermittlung des Grenzwertes benutzen wir das Folgenkriterium.
Da ¢’ im Intervall keine Nullstelle besitzt und g(a) = 0 ist, besitzt auch g
nach Satz 19.2 auBler a keine Nullstelle. Es sei (xy,), .y eine Folge in I\ {a},
die gegen a konvergiert. Zu jedem z,, gibt es nach Satz 19.8, angewandt auf
I, := [z, a] bzw. |a, x,], ein ¢, (im Innern von I,,) mit

Die Folge (¢,),,cy konvergiert ebenfalls gegen a, so dass nach Voraussetzung

die rechte Seite gegen fa — konvergiert. Daher konvergiert auch die

g'(a)
linke Seite gegen w, und wegen f(a) = g(a) = 0 bedeutet das, dass %

gegen w konvergiert.

Beispiel 19.10. Die beiden Polynome
322 — 5z —2und 2® — 42> + . + 6

haben beide fiir x = 2 eine Nullstelle. Es ist also nicht von vornherein klar,
ob der Limes

3x2 — 5r — 2
3 —4x2+2+6

hmzﬁQ

existiert und welchen Wert er besitzt. Aufgrund der Regel von I’'Hospital
kann man den Grenzwert iiber die Ableitungen bestimmen, und das ergibt

3x2 —bxr — 2 6x —5 7

7
P SR e WO R PV B 3

limz—>2
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19. ARBEITSBLATT

19.1. Ubungsaufgaben.

Gar nicht mehr lange! Wir wiinschen schon jetzt frohe Weihnachten!

Aufgabe 19.1.*

Gibt es eine reelle Zahl, die in ihrer vierten Potenz, vermindert um das Dop-
pelte ihrer dritten Potenz, gleich dem Negativen der Quadratwurzel von 42
ist?

Aufgabe 19.2. Betrachte die Funktion
f: R— R,
die durch

f(x) = x — |x], falls |z] gerade,
| |z] =z +1, falls |« ungerade,

definiert ist. Untersuche f in Hinblick auf Stetigkeit, Differenzierbarkeit und
Extrema.

Aufgabe 19.3. Betrachte die Funktion
fi R— R, o+ f(r) =42+ 32" —x + 2.

Finde die Punkte a € [—3,3] derart, dass die Steigung der Funktion in a
gleich der Durchschnittssteigung zwischen —3 und 3 ist.
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Aufgabe 19.4. Es seien
f,g: R—R

zwei differenzierbare Funktionen. Es sei a € R ein Punkt und es gelte
f(a) = g(a) und f'(z) = ¢'(z) fir alle z .

Zeige, dass
f(z) = g(x) fir alle = gilt.

Aufgabe 19.5.*
Es seien
f,g: R—R

zwei differenzierbare Funktionen. Es sei a € R. Es gelte
f(a) > g(a) und f'(x) > ¢'(x) fiir alle z > a.

Zeige, dass
f(z) > g(x) fiir alle z > a gilt.

Aufgabe 19.6.*

Es sei
fi R—R
eine stetig differenzierbare Funktion, die mit der Diagonalen zwei Schnitt-

punkte P # @ besitze. Zeige, dass der Graph der Ableitung f’ einen Schnitt-
punkt mit der durch y = 1 definierten Geraden besitzt.

Aufgabe 19.7.*

Es sei
flz) = 2*+2—1.

a) Zeige, dass die Funktion f im reellen Intervall [0, 1] genau eine Nullstelle
besitzt.

b) Berechne die erste Nachkommastelle im Zehnersystem dieser Nullstelle.

¢) Man gebe eine rationale Zahl ¢ € [0,1] derart an, dass |f(¢)| < 15 ist.

Aufgabe 19.8. Es sei f: I — R eine auf einem offenen Intervall definierte
stetig differenzierbare Funktion und sei ¢ € I ein Punkt mit f'(a) # 0.
Zeige, dass es offene Intervalle J C [ mit a € J und J* C R derart gibt,
dass die eingeschrinkte Funktion f: J — J’ bijektiv ist.
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Aufgabe 19.9.*
Zeige, dass eine reelle Polynomfunktion
fiR—R

vom Grad d > 1 maximal d — 1 lokale Extrema besitzt, und die reellen
Zahlen sich in maximal d Intervalle unterteilen lassen, auf denen abwechselnd
f streng wachsend oder streng fallend ist.

Aufgabe 19.10.*
Es sei I ein reelles Intervall,
f: I—R

eine zweimal stetig differenzierbare Funktion und @ € [ ein innerer Punkt
des Intervalls. Es gelte f'(a) = 0. Zeige die folgenden Aussagen.

(1) Wenn f”(a) > 0 ist, so besitzt f in a ein isoliertes lokales Minimum.
(2) Wenn f”(a) < 0 ist, so besitzt f in a ein isoliertes lokales Maximum.

Aufgabe 19.11.*
Bestimme die lokalen und die globalen Extrema der Funktion

f:[-2,5 — R, z+— f(x) = 22° — 52° 4 4o — 1.

Aufgabe 19.12. Die Stadt S = (0,0) soll mit den beiden Stédten T" = (a, b)
und U = (a,—b) mit a > 0,b > 0 durch Schienen verbunden werden. Dabei
sollen die Schienen zunéchst entlang der z-Achse verlaufen und sich dann in
die beiden Richtungen verzweigen. Bestimme den Verzweigungspunkt, wenn
moglichst wenig Schienen verlegt werden sollen.

Aufgabe 19.13. An einen geradlinigen Fluss soll ein rechteckiges Areal der
Fliche 1000m? angelegt werden, dessen eine Seite der Fluss ist. Fiir die drei
anderen Seiten braucht man einen Zaun. Mit welcher Zaunldnge kann man
minimal auskommen?

Aufgabe 19.14. Diskutiere den Funktionsverlauf der rationalen Funktion
2z — 3
Sx? — 3w +4’

hinsichtlich Definitionsbereich, Nullstellen, Wachstumsverhalten, (lokale) Ex-
trema. Skizziere den Funktionsgraphen.

f: D—R o+ f(z)=
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Aufgabe 19.15.*

Es sei f: R — R eine n-fach stetig differenzierbare Funktion mit der Eigen-
schaft, dass die n-te Ableitung iiberall positiv ist. Zeige, dass f maximal n
Nullstellen besitzt.

Aufgabe 19.16. Fiihre die Details im Beweis zu Satz 19.8 aus.

Aufgabe 19.17. Begriinde den Mittelwertsatz der Differentialrechnung aus
dem zweiten Mittelwertsatz der Differentialrechnung.

Aufgabe 19.18. Es sei I C R ein Intervall und es sei
D(I,R) ={f:1— R f differenzierbar}
die Menge der differenzierbaren Funktionen. Zeige, dass D(I,R) ein reeller
Vektorraum ist und dass die Ableitung
D(I,R) — Abb (I,R), f+— ',

eine lineare Abbildung ist. Bestimme den Kern dieser Abbildung und seine
Dimension.

Aufgabe 19.19. Bestimme den Grenzwert

3x? — 5x — 2
23 -4+ +6
mittels Polynomdivision (vergleiche Beispiel 19.10).

hma}—)Q

Aufgabe 19.20. Bestimme den Grenzwert der rationalen Funktion
23 —22% + o+ 4

22+
im Punkt —1.
Aufgabe 19.21.*
Bestimme den Grenzwert von
22 —3x+2
3 — 2z +1

im Punkt 1, und zwar
a) mittels Polynomdivision,

b) mittels der Regel von I’'Hospital.
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Aufgabe 19.22. Bestimme den Grenzwert

Aufgabe 19.23.*

Beweise die Regel von ’'Hospital unter der zuséatzlichen Voraussetzung, dass
die Nennerfunktion iiberall differenzierbar und die Ableitung keine Nullstelle
besitzt, mit Hilfe der linearen Approximierbarkeit.

19.2. Die Weihnachtsaufgabe fiir die ganze Familie.

Aufgabe 19.24. Welches Bildungsgesetz liegt der Folge
1, 11, 21, 1211, 111221, 312211, ...

zugrunde?

(Es wird behauptet, dass diese Aufgabe fiir Grundschulkinder sehr einfach
und fiir Mathematiker sehr schwierig ist.)

19.3. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 19.25. (3 Punkte)
Bestimme die lokalen und die globalen Extrema der Funktion

f: 4,4 —R, z+— f(x) =32> - 72* + 62 — 3.

Aufgabe 19.26. (4 Punkte)

Diskutiere den Funktionsverlauf der rationalen Funktion

322 — 2z +1
f: D—)R,x»—>f(x):$,
r—4
hinsichtlich Definitionsbereich, Nullstellen, Wachstumsverhalten, (lokale) Ex-
trema. Skizziere den Funktionsgraphen.

Aufgabe 19.27. (4 Punkte)

Essei f: R — R eine Polynomfunktion vom Grad d > 1. Es sei m die Anzahl
der lokalen Maxima von f und n die Anzahl der lokalen Minima von f. Zeige,
dass bei d ungerade m = n und bei d gerade |m — n| =1 ist.
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Aufgabe 19.28. (5 Punkte)
Zeige, dass eine nichtkonstante rationale Funktion der Form

ar +b
cr +d

fz) =

(mit a,b,¢c,d € R, a,c # 0), keine lokalen Extrema besitzt.

Aufgabe 19.29. (3 Punkte)

Bestimme den Grenzwert der rationalen Funktion

a2t 4+ 223 — 322 4+5x -5
203 — 22 — 4z + 3

im Punkt 1.

Aufgabe 19.30. (4 Punkte)
Wir betrachten die Abbildung

f: N—N,

die dem Bildungsgesetz aus Aufgabe 19.24 entspricht (die natiirlichen Zahlen
sind dabei als endliche Ziffernfolgen im Zehnersystem zu verstehen).

(1) Ist f wachsend?

(2) Ist f surjektiv?

(3) Ist f injektiv?

(4) Besitzt f einen Fixpunkt?
19.4. Die Weihnachtsaufgabe.

Aufgabe 19.31. (10 Punkte)
Wir betrachten die Abbildung

f: N— N,

die dem Bildungsgesetz aus Aufgabe 19.24 entspricht. Unter einem Zykel von
f der Lénge n verstehen wir ein 2 € N derart, dass f™(z) = = ( f™ bezeichnet
die n-te Hintereinanderschaltung von f mit sich selbst) und f%(x) # x ist fiir
1=1,2,...,n— 1. Besitzt f Zykel der Lange n > 27
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20. VORLESUNG - POTENZREIHEN-ABLEITUNG

20.1. Konvexe Funktionen.

Eine konvexe Teilmenge. Eine nichtkonvexe Teilmenge.

Definition 20.1. Eine Teilmenge T C R"™ heifit konver, wenn mit je zwei
Punkten P, € T auch jeder Punkt der Verbindungsstrecke, also jeder
Punkt der Form

rP+(1—7r)Q mit r € [0,1],
ebenfalls zu T' gehort.
Definition 20.2. Es sei 7' C R eine Teilmenge und

fT—R

eine Funktion. Dann nennt man die Menge

S(f) =A(z,y) e TxR |y < flz)}
den Subgraphen und

E(f) ={(z,y) e T xRy > f(z)}
den Epigraphen der Funktion.

Subgraph und Epigraph sind nach unten bzw. nach oben unbeschrankt. Im
Kontext der Integrationstheorie interessiert man sich fiir den positiven Sub-
graphen, der durch die z-Achse nach unten beschrédnkt ist. Der Graph der
Funktion gehort sowohl zum Subgraphen als auch zum Epigraphen.

A

>

Der Graph und der Epigraph einer konvexen Funktion.
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Definition 20.3. Es sei I C R ein Intervall und
f: 1 —R

eine Funktion. Man sagt, dass f konvex ist, wenn der Epigraph F(f) konvex
ist.

Definition 20.4. Es sei I C R ein Intervall und
f: I —R

eine Funktion. Man sagt, dass f konkav ist, wenn der Subgraph S(f) konvex
ist.

Bei beiden Begriffen muss man lediglich {iberpriifen, ob die Verbindungs-
strecke zwischen je zwei Punkten des Graphen jeweils oberhalb bzw. un-
terhalb des Graphen verlduft, siehe Aufgabe 20.1. Die Verbindungsstrecke
zwischen (a, f(a)) und (b, f()) ist durch f(a) —i—s%, s € [0,b—al, bzw.

als Ausschnitt (zu z € [a,b]) des Graphen zur linearen Funktion

g(z) = f(b)gbc :Z + f(a)z :Z _ f(b(); - i‘(a)x n —af(s):rabf(a)

gegeben. Im differenzierbaren Fall gibt es einfache Ableitungskriterien fiir
diese Verhaltensweisen, wobei wir nur den konvexen Fall anfiihren.

Satz 20.5. Es set I C R ein Intervall und
f: I —R

eine differenzierbare Funktion. Dann ist f genau dann eine konvexe (konka-
ve) Funktion, wenn die Ableitung ' wachsend (fallend) ist.

Beweis. Sei zunéchst f konvex und seien zwei Punkte a < b aus I gegeben.
Es sei g: [a,b] — R die lineare Funktion, die (a, f(a)) und (b, f(b)) verbin-
det. Aufgrund der Konvexitdt ist f(z) < g(x) fir alle z € [a,b]. Fiir die
Differenzenquotienten gilt daher

f@)-f@ _ g@) - fa)
2% o
_ g) — gla)

b—a
_ glb) = g()

b—=x
f) —g(@)

b—=x
. f0)-T@
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Durch Ubergang zu den Limiten fiir  — a bzw. x — b folgt

fa) < W < f'(b).

Sei nun f als nicht konvex vorausgesetzt und seien zwei Punkte a < b aus
I mit der Eigenschaft gegeben, dass die verbindende Gerade von (a, f(a))
und (b, f(b)) nicht vollstéandig oberhalb des Graphen von f verlduft. Es gibt
also ein ¢ € [a,b] mit g(c) < f(c), wobei wieder g die verbindende lineare
Funktion ist. Durch Ubergang zu f — ¢ kénnen wir f(a) = f(b) = 0 und
f(¢) > 0 annehmen. Nach dem Mittelwertsatz gibt es Punkte s € [a, ¢] und
t € [c,b mit f'(s) > 0und f'(t) < 0, so dass f’ nicht wachsend ist. O

Korollar 20.6. Es sei I C R ein Intervall und
f: I —R

eine zweimal differenzierbare Funktion. Dann ist f genau dann eine konveze
Funktion, wenn fir die zweite Ableitung f"(x) > 0 fir alle x € I gilt.

Beweis. Siehe Aufgabe 20.8. g

Die folgende Aussage heifit Jensensche Ungleichung.

Satz 20.7. Es sei
f:I—R

eine konvexe Funktion, seien xi,...,z, € I und ty,...,t, € Rso, mit
Yowt; = 1. Dann ist

f(Z tiﬂﬁz‘) < thf(xz)

Beweis. Siehe Aufgabe 20.55. O

Startposition %

Aufsprungbahn

Anlauf
Schanzentisch

Auslauf

K-Punkt Hillsize-Punkt

Der sogenannte K-Punkt einer Skisprungschanze ist der Wendepunkt des
Landungshiigels.
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Definition 20.8. Es sei

f+ I —R
eine auf einem Intervall I C R definierte Funktion und ¢ € [ ein innerer
Punkt von I. Man sagt, dass in ¢ ein Wendepunkt von f vorliegt, wenn es
ein € > 0 derart gibt, dass f auf [c — ¢, c] konvex (konkav) und auf [c,c + €]
konkav (konvex) ist.

Fiir eine zweimal differenzierbare Funktion liegt nach Korollar 20.6 genau
dann ein Wendepunkt in ¢ € [ vor, wenn es ein € > 0 gibt mit f”(z) < 0
fir v € [c—¢€c und f"(z) > 0 fir z € [c,c+ €] ist (oder umgekehrt).
Eine notwendige Voraussetzung fiir die Existenz eines Wendepunktes ist so-
mit, dass f”(c) = 0 ist. Die Funktion f(z) = z* erfiillt im Nullpunkt
dieses notwendige Kriterium, es liegt aber kein Wendepunkt vor. Da eine
lineare Funktion sowohl konvex als auch konkav ist, liegt in ihr iiberall ein
Wendepunkt vor. Mit den Begriffen streng konvezx, streng konkav und stren-
ger Wendepunkt kann man lineare Funktionen ausschliefen, sieche Aufgabe
20.12.

20.2. Ableitung von Potenzreihen.

Satz 20.9. Es sei
g = Zan(z —a)"
n=0

eine konvergente Potenzreihe mit dem Konvergenzradius R > 0. Dann ist
auch die formal abgeleitete Potenzreihe

E z—a -1

konvergent mit demselben Konvergenzmdws. Die durch die Potenzreihe g
dargestellte Funktion f ist in jedem Punkt z € U(a, R) differenzierbar mit

f'(z) = 4(2).

Beweis. Sei s € Ry, s < R, vorgegeben und sei r mit s < r < R. Dann
konvergiert Y >°  |a,| " geméf der Definition von Konvergenzradius. Wegen
n < (g)n fiir n hinreichend grof} ist

o0
X:n|an|3”_1 = Z |a,|s" ' + Z nla,|s"!
n=1 n=N+1
N fe’e)
n—1 1 n
< Zn|an|s + - Z la,| ",
n=1 sn:N—l—l

so dass die Potenzreihe g in B (a, s) und somit in U(a, R) konvergiert (dafiir,
dass der Konvergenzradius von § nicht grofier als R ist, sieche Aufgabe 20.24).
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Die Potenzreihe

[e.e]
= Z an(z —a)"!
n=2

ist ebenfalls in dieser Kreisscheibe konvergent, stellt eine nach Korollar 16.9
stetige Funktion dar und besitzt in @ den Wert 0. Daher zeigt die Gleichung
(von Potenzreihen und dargestellten Funktionen)

f(z) = fla) + ai1(z —a) + p(2)(z — a),
dass f in a linear approximierbar, also nach Satz 18.5 differenzierbar ist mit
der Ableitung

fila) = a1 = g(a).
Sei nun b € U(a, R). Nach dem Entwicklungssatz gibt es eine konvergente
Potenzreihe mit Entwicklungspunkt b,

=) bu(z—b)"

deren dargestellte Funktion mit der durch g dargestellten Funktion in einer
offenen Umgebung von b iibereinstimmt, und wobei by = Y > na,(b —
a)"~1 gilt. Daher gilt nach dem schon Bewiesenen (angewendet auf i und die
formale Potenzreihenableitung h)

g

Korollar 20.10. Eine durch eine Potenzreihe gegebene Funktion ist in ihrem
Konvergenzbereich unendlich oft differenzierbar.

Beweis. Dies ergibt sich direkt aus Satz 20.9. U
Satz 20.11. Die Ezponentialfunktion

C—C, z+——expz,

st differenzierbar mit
exp’(z) = expz.

Beweis. Aufgrund von Satz 20.9 ist

exp/(z) = Z%T)
Z
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— 1 n—1
B nz; (n— 1)'Z
-y
—~ n!
= expz.
OJ
Korollar 20.12. Die Ableitung des natirlichen Logarithmus
In: Ry — R, x+—— Inx,
151
In: Ry — R, 2+ %
Beweis. Siehe Aufgabe 20.27. O

Korollar 20.13. Es sei o € R. Dann ist die Funktion
f: Ry — Ry, z+— 2%,
differenzierbar und ihre Ableitung ist

fl(x) = az™'.

Beweis. Nach Aufgabe 17.1 ist

% = exp (o Inx).

Die Ableitung nach x ist aufgrund von Satz 20.11, Korollar 20.12 und der
Kettenregel gleich

(%) = (exp(a Inx)) = g-eXp (alnz) = Qo = aze !
x x

Korollar 20.14. Fir die eulersche Zahl gilt die Gleichheit
_ 1\" 1
e:?}Lr&(1+ﬁ> Zgﬂzexpl.

Beweis. Die dufleren Gleichheiten sind Definitionen. Aufgrund von Korollar
20.12 ist In’(1) = 1. Dies bedeutet aufgrund der Definition des Differential-
quotienten insbesondere

lim ——22 = 1.
n—oo -
n

Wir schreiben die Folgenglieder der linken Seite als n - In (1 + %) und wen-
den darauf die Exponentialfunktion an. Daraus ergibt sich unter Verwendung
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der Stetigkeit und der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion die Glei-

chungskette
1
expl = exp <lim (n -In (1 + —>))
n—00 n

1
= lim exp(n-ln(l—i——
n

n—oo
. "
= lim {1+ —)
n—o00 n
= e.
O
Satz 20.15. Die Sinusfunktion
C—C, z+—sinz,
st differenzierbar mit
sin’(2) = cosz
und die Kosinusfunktion
C—C, z+—cosz,
ist differenzierbar mit
cos'(z) = —sinz.
Beweis. Siehe Aufgabe 20.36. |
Korollar 20.16. Die FExponentialfunktion
R— R, z+— a”,
zur Basis a > 0 ist differenzierbar mit
(a®) = (Ina)a®.
Beweis. Siehe Aufgabe 20.44. O

20. ARBEITSBLATT

20.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 20.1.*
Es sei
f: I —R
eine Funktion auf einem Intervall I C R. Zeige, dass f genau dann kon-

vex ist, wenn fiir jedes Punktepaar (a, f(a)) und (b, f(b)) mit a,b € I die
Verbindungsstrecke oberhalb des Graphen von f verlauft.
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Aufgabe 20.2. Zeige, dass eine affin-lineare Funktion
R— R, z— ax + b,

sowohl konvex als auch konkav ist.

Aufgabe 20.3. Zeige, dass der Betrag
R—R, z+— |z,

konvex ist.

Aufgabe 20.4. Die Funktion
[a,0] — R, t+— f(t),

beschreibe eine zeitabhéngige eindimensionale Bewegung. Bringe die Konzep-
te Bewegungsverlauf, Geschwindigkeitsverlauf, Beschleunigungsverlauf mit
den Konzepten konvexe Funktion und Wendepunkt in Verbindung.

Aufgabe 20.5. Zeige, dass die Funktion

1
Ry — R z+— —,
x

konvex ist.

Aufgabe 20.6.*
Bestimme das Konvexitiatsverhalten und die Wendepunkte der Funktion

flx) = 2" +32° + 2> + o + 1.

Aufgabe 20.7. Es sei
f:I—R

eine Funktion. Zeige, dass f genau dann konvex ist, wenn — f konkav ist.

Aufgabe 20.8. Es sei I C R ein Intervall und
f: I —R

eine zweimal differenzierbare Funktion. Zeige, dass f genau dann eine kon-
vexe Funktion ist, wenn fiir die zweite Ableitung f”(x) > 0 fiir alle x € T
gilt.

Aufgabe 20.9. Es sei f € R[X] ein Polynom mit ungeradem Grad > 3.
Zeige, dass f weder konvex noch konkav sein kann.
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Aufgabe 20.10. Partnerarbeit: Finde die Wendepunkte auf der Nase des
Partners. Fiir Fortgeschrittene: Finde die Wendepunkte auf dem Riicken des
Partners.

Aufgabe 20.11. Es sei f: R — R, z — f(z), ein Polynom vom Grad
n > 2. Zeige, dass f hochstens n — 2 Wendepunkte besitzt.

Aufgabe 20.12. Definiere die Begriffe streng konvez, streng konkav und
strenger Wendepunkt .

Aufgabe 20.13. Esseia < b < cundseieng: [a,b] - Rund h: [b,c] = R
stetige Funktionen mit ¢g(b) # h(b). Es sei

_ Jg(w) firz <0,
J(x) = {h(m) firz > 0.

Zeige, dass f nicht konvex ist.

Aufgabe 20.14. Es sei

f:la,b] — R
eine Funktion, die in a und in b isolierte lokale Minima besitzt. Zeige, dass
f mnicht konvex ist.

Aufgabe 20.15.*

Essei f: R — R eine konvexe differenzierbare Funktion. Zeige, dass in jedem
Punkt a € R die Tangente an den Graphen in (a, f(a)) mit dem Graphen
oberhalb eines (eventuell einpunktigen) Intervalles iibereinstimmt.
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Aufgabe 20.16.*
Es seien I, J C R reelle Intervalle und
fi1—J
eine bijektive wachsende konvexe Funktion. Zeige, dass die Umkehrfunktion
g —1I

konkav ist.

Aufgabe 20.17. Es seien I,J C R reelle Intervalle und

fi1—J
eine bijektive fallende konvexe Funktion. Zeige, dass die Umkehrfunktion
g —1I
ebenfalls konvex ist.
Aufgabe 20.18. Es seien
f,g: I — R

konvexe Funktionen. Zeige, dass die Summe f + g ebenfalls konvex ist.

Aufgabe 20.19. Es seien
f,g: I — R

konvexe Funktionen. Zeige durch Beispiele, dass die Differenz f — g konvex
oder konkav sein kann, aber weder konvex noch konkav sein muss.

Aufgabe 20.20. Es seien
f,g: I — R

konvexe Funktionen. Zeige durch Beispiele, dass das Produkt fg konvex oder
konkav sein kann, aber weder konvex noch konkav sein muss.

Aufgabe 20.21. Formuliere und beweise die konkave Version der Jensen-
schen Abschétzung.

Aufgabe 20.22.*

Es sei I C R ein offenes Intervall, f: I — R eine dreimal stetig differenzier-
bare Funktion und x € [ ein Punkt mit

f(w) =0
und

f"(x) # 0.

Zeige, dass x ein Wendepunkt von f ist.
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Aufgabe 20.23.*

Zeige mit Hilfe der Jensensschen Ungleichung, angewendet auf die konkave
Logarithmusfunktion, die allgemeine Abschitzung zwischen dem arithmeti-
schen und dem geometrischen Mittel, also die Aussage, dass fiir

T1,L2,...,Ty € Rzo

die Abschétzung

T+ 22+ -+ 2x,
Jry 202y <

n
gilt.

Aufgabe 20.24. Es sei >~ a,2" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius
R > 0. Zeige, dass der Konvergenzradius der Reihe "7 | na,z""! ebenfalls
R ist.

Aufgabe 20.25. Bestimme die Ableitung der Funktion

(C—>(C,z>—>22-exp(23—4z).

Aufgabe 20.26.*
Wir betrachten die Funktion

f: C—C, z+— f(z) = ze”.
Zeige durch Induktion, dass die n-te Ableitung (n > 1) von f gleich
fP(x) = (x+n)e’

ist.

Aufgabe 20.27.*
Bestimme die Ableitung der Funktion

an R+ —>R

Aufgabe 20.28.*

Bestimme die lokalen und globalen Extrema der Funktion

f: R—R, t— f(t) =t
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Aufgabe 20.29.*
Wir betrachten die Funktion

1
TR, — R z+—— f(z)=1+Inzx— —.
T

a) Zeige, dass f eine stetige Bijektion zwischen R, und R definiert.

b) Bestimme das Urbild u von 0 unter f sowie f’(u) und (f~')(0). Fertige
eine grobe Skizze fiir die Umkehrfunktion f~! an.

Aufgabe 20.30.*
Betrachte die Funktion

fiR—R, z— f(z) =2z +3)e ™.

Bestimme die Nullstellen und die lokalen (globalen) Extrema von f. Fertige
eine grobe Skizze fiir den Funktionsverlauf an.

Aufgabe 20.31.*

Bestimme den Grenzwert

. r—1
hma}—>1
In
Aufgabe 20.32.*
Bestimme den Grenzwert
, In(z + 1)
lim, ,p ———=.
Ha=0 (2x)

Aufgabe 20.33. Bestimme den Grenzwert lim,_, cos(z)—1

Aufgabe 20.34. Es sei
fi R—R z+— f(x),
eine differenzierbare Funktion mit den Eigenschaften
f'=fund f(0)=1.
Zeige, dass f(xr) = expx fiur alle z € R ist.
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Aufgabe 20.35.*

Es sei f: I — R, eine auf einem offenen Intervall definierte Funktion. Wir
interessieren uns fiir den Limes

zu einem Punkt z € 1.

(1) Bestimme diesen Limes fiir die Funktion
flz) = o

mit einem a € R,.
(2) Essei f in z € I differenzierbar. Zeige

o (228" (28

(3) Uberpriife das Ergebnis aus (1) mit Hilfe der Formel aus (2).

Aufgabe 20.36. Berechne bis auf drei Nachkommastellen den Wert von e'.

Aufgabe 20.37. Bestimme die Ableitung der Sinus- und der Kosinusfunk-
tion iiber ihre Potenzreihen (Satz 20.9).

Aufgabe 20.38. Bestimme die Ableitung der Sinus- und der Kosinusfunk-
tion unter Verwendung von Satz 15.10 (4).

Aufgabe 20.39. Bestimme die 1034871-te Ableitung der Sinusfunktion.

Aufgabe 20.40.*
Wir betrachten die Funktion
f: Ry — R, 2+ f(z) = cos(Inx).
a) Bestimme die Ableitung f’.
b) Bestimme die zweite Ableitung f”.

Aufgabe 20.41. Bestimme die Ableitung der Funktion

C — C, z+—— (sin z)(cos 2).
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Aufgabe 20.42. Bestimme fiir n € N die Ableitung der Funktion

C — C, z+— (sinz)".

Aufgabe 20.43. Es sei Y~ c¢,(z — a)" eine konvergente Potenzreihe. Be-
stimme die Ableitungen f*)(a).

Aufgabe 20.44.*

Beweise den Satz iiber die Ableitung der Exponentialfunktionen zu einer
Basis a > 0.

Aufgabe 20.45. Bestimme fiir die folgenden Funktionen, ob der Funktions-
limes existiert und welchen Wert er gegebenenfalls annimmt.

sin x
T )

(1)

( ) (sir;:p)27
(3) hmx_m Si;;c’
(4)

z—1

Aufgabe 20.46. Bestimme fiir die folgenden Funktionen, ob der Funktions-
limes fiir z € R\ {0}, z — 0, existiert und welchen Wert er gegebenenfalls
annimmt.
(1) sin,
(2) - sin <,
(3) 1 -sinl

x x”

Aufgabe 20.47. Bestimme den Grenzwert

(z — 1)

bimg 1 Inx

in Abhéngigkeit von a € R,.
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gtxi'-.; cash(x) |y
\ &

fix) ='sinh(x)-3

Der Verlauf der Hyperbelfunktionen im Reellen.
Die fiir z € C durch
inhz:=—(e* —€e~
sinhz = o (ef —e™)
definierte Funktion heif3t Sinus hyperbolicus.
Die fiir z € C durch
1
coshz = —(e*+e~
L+ e

definierte Funktion heifit Kosinus hyperbolicus.

Aufgabe 20.48. Zeige die folgenden Eigenschaften von Sinus hyperbolicus
und Kosinus hyperbolicus (dabei ist z € C.)

(1)

cosh z +sinh z = €.
coshz —sinhz =e7%.

(cosh 2)? — (sinh2)* = 1.

coshiz = cosz und sinhiz =1i-sinz.

Aufgabe 20.49. Bestimme die Ableitungen von Sinus hyperbolicus und Ko-
sinus hyperbolicus.
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Aufgabe 20.50. Beweise die Additionstheoreme fiir die Hyperbelfunktio-
nen, also

a)

sinh(x + y) = sinh z cosh y + cosh z sinh .

b)
cosh(z + y) = coshx coshy + sinh z sinh y.

Aufgabe 20.51.*

Zeige, dass der Sinus hyperbolicus auf R streng wachsend ist.

Aufgabe 20.52. Zeige, dass der Kosinus hyperbolicus auf R<( streng fallend
und auf R streng wachsend ist.

Aufgrund dieser beiden Aufgaben gibt es Umkehrfunktionen, die man Area-
sinus hyperbolicus bzw. Areakosinus hyperbolicus nennt.

Aufgabe 20.53.*
Zeige, dass fiir v € R, x > 1, die Gleichheit

arcosh r = In (x + Va2 — 1>

gilt.

Aufgabe 20.54.*
Zeige, dass die Funktion
Ry — R, z— e w-lng

nach unten beschrankt ist.

20.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 20.55. (4 Punkte)

Es sei

f:I—R
eine konvexe Funktion, seien zi,...,z, € [ und t¢,...,t, € Ry mit
Yoy t; = 1. Zeige die Jensensche Ungleichung
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Aufgabe 20.56. (3 Punkte)

Bestimme das Konvexititsverhalten und die Wendepunkte der Funktion

f(z) = 22* —2® — 32° + T + 5.

Aufgabe 20.57. (4 Punkte)

Es sei
fTR—R

eine ungerade Funktion, die nicht linear sei. Zeige, dass f weder konvex noch
konkav sein kann.

Aufgabe 20.58. (1 Punkt)
Bestimme die Ableitung der Funktion

C — C, z+—sin(cosz).

Aufgabe 20.59. (2 Punkte)
Bestimme die Ableitung der Funktion

R, — R, z+— 2"

21. VORLESUNG - 7

21.1. Die Zahl =.

Die Zahl 7 ist der Fliacheninhalt bzw. der halbe Kreisumfang eines Krei-
ses mit Radius 1. Um darauf eine prézise Definition dieser Zahl aufzubauen
miisste man zuerst die Mafitheorie (bzw. die Lange von ,krummen Kurven*)
entwickeln. Auch die trigonometrischen Funktionen haben eine intuitive In-
terpretation am Einheitskreis, doch auch diese setzt das Konzept der Bo-
genldnge voraus. Ein alternativer Zugang ist es, die Zahl 7 {iber analytische
Eigenschaften der durch ihre Potenzreihen definierten Funktionen Sinus und
Kosinus zu definieren und dann erst nach und nach die Beziehung zum Kreis
herzustellen.

Lemma 21.1. Die Kosinusfunktion besitzt im reellen Intervall [0,2] genau
eine Nullstelle.

Beweis. Wir betrachten die Kosinusreihe

o —1)" 2n
cosg = 3 2T

— (2n)!
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Fir x = 0 ist cosO0 = 1. Fiir x = 2 kann man geschickt klammern und
erhélt
22 2t 26 98

22 4 26 4
1—5<1—37>—a(1—m>—'~

1-2(2/3) — ...
~1/3.

IA I

Nach dem Zwischenwertsatz gibt es also mindestens eine Nullstelle im angege-
benen Intervall. Zum Beweis der Eindeutigkeit betrachten wir die Ableitung
des Kosinus, diese ist nach Satz 20.15

cos’ x = —sinx.

Es geniigt zu zeigen, dass der Sinus im Intervall |0, 2[ positiv ist, denn dann
ist das Negative davon stets negativ und der Kosinus ist dann nach Satz 19.5
im angegebenen Intervall streng fallend, so dass es nur eine Nullstelle gibt.
Fir z € ]0,2] gilt

. B [
sinx = ‘T—?—i_ﬁ_ﬁ—i_"‘
x? x® x?
— 12 I
x< y)+a( 67)+
x )
> a1 )+ (1- 2
—I( 3!>+5!< 67)+
> /3
> 0.

Eine rationale Approximation der Zahl 7 auf einem m-Pie.
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Definition 21.2. Es sei s die eindeutig bestimmte reelle Nullstelle der Ko-
sinusfunktion aus dem Intervall [0, 2]. Die Kreiszahl m ist durch

T = 28
definiert.

Im weiteren Verlauf dieses Kurses werden wir sehen, dass die so definierte
Zahl mit der Kreiszahl iibereinstimmt, dass also der Umfang eines Kreises
mit Radius r gleich 27r und sein Flicheninhalt gleich 7r? ist.

Satz 21.3. Die Sinusfunktion und die Kosinusfunktion erfiillen in C folgende
Periodizitétseigenschaften.

(1) Esist cos(z+2m) = cosz und sin (z + 27) = sinz fir alle z € C.

(2) Esistcos(z+7) = —cosz undsin(z+ m) = —sin z fir alle z € C.

(3) Es ist cos(z+m/2) = —sinz und sin(z+ 7/2) = cosz fir alle
z e C.

(4) Es ist cos0 = 1, cosm/2 = 0, cosm = —1 cos3n/2 = 0 und
cos2m = 1. Die Nullstellen des Kosinus sind von der Form 5 + n,
n € 7.

(5) Es ist sin0 = 0, sinw/2 = 1, sinm = 0, sin37/2 = —1 und

sin 2w = 0. Die Nullstellen des Sinus sind von der Form nw, n € 7Z.

Beweis. Aufgrund der Kreisgleichung
(cosz)® + (sinz)® = 1

ist (sin %)2 = 1, alsoist sin § = 1 wegen der Uberlegung im Beweis zu Lem-
ma 21.1. Daraus folgen mit den Additionstheoremen die in (3) angegebenen
Beziehungen zwischen Sinus und Kosinus, beispielsweise ist

™ ™

cos (z + g) = cos (z) cos (§> — sin (z) sin (5) = —sin(z).

Es geniigt daher, die Aussagen fiir den Kosinus zu beweisen. Alle Aussagen
folgen dann aus der Definition von 7 und aus (3). Dass die trigonometri-
schen Funktionen aufler den angegebenen reellen Nullstellen keine weiteren
Nullstellen in C \ R besitzen wurde in Aufgabe 15.12 bewiesen. g
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1.3

-1.5

i o-im2 o-m -mf 0 b 3 T im: Im

Korollar 21.4. Die reelle Sinusfunktion induziert eine bijektive, streng
wachsende Funktion

[=7/2,7/2] — [-1.1],

und die reelle Kosinusfunktion induziert eine bijektive streng fallende Funk-
tion
[0771-] — [_17 1]

Beweis. Siehe Aufgabe 21.3. O

21.2. Polarkoordinaten fiir C.

Satz 21.5. Die komplexe Exponentialfunktion besitzt die folgenden FEigen-
schaften.

(1) Esist e = e*T2m,

2) Es ist e = 1 genau dann, wenn z = 2win fir ein n € 7 ist.
g

3) Esist e = e“ genau dann, wenn z —w = 2xin fir ein n € 7 ist.
g

Beweis. Dies folgt aus Satz 15.10, aus Satz 21.3 und aus Satz 15.7. |

Insbesondere gilt also die beriihmte Formel

2mi =1
Aus der Eulerschen Gleichung
e'¥ = cosp +ising

kann man ebenso die Gleichung €™ = —1 bzw. e™ + 1 = 0 ablesen, die die
fiinf wichtigsten Zahlen der Mathematik enthélt.

Satz 21.6. Zu jeder komplexen Zahl z € C |, z # 0, gibt es eine eindeutige
Darstellung

z = r-exp(ip) = re'’ = r(cosp +isingp)
mit r € R, und mit ¢ € [0,27].



277

Beweis. Wegen Satz 15.10 ist

e

2| = [r[]e¥] = |r| =1,

d.h. r ist als Betrag der komplexen Zahl z festgelegt. Wir kénnen durch den
Betrag teilen und kénnen dann davon ausgehen, dass eine komplexe Zahl

z = a-+bi

mit a,b € R und mit a® + v* = 1 vorliegt. Es ist dann zu zeigen, dass es
eine eindeutige Darstellung

z =a+bi = cosp+ising

gibt. Beia = 1 (bzw. —1) ist b = 0 und ¢ = 0 (bzw. ¢ = ) ist die
einzige Losung. Wir zeigen, dass es fiir ein gegebenes a € |—1, 1] stets genau
zwei Moglichkeiten fiir o mit a = cos ¢ gibt, und eine davon wird durch das
Vorzeichen von b ausgeschlossen. Bei b > 0 gibt es aufgrund von Korollar
21.4 ein eindeutiges ¢ € [0,7] mit a = cosg. Fiir dieses gilt b = siny
wegen a? 4+ 0> = 1und b # 0. Bei b < 0 gibt es wiederum ein eindeutiges
0 € [0,7] mit a = cosf. Wegen sinf > 0 ist dies aber keine Losung fiir
beide Gleichungen. Stattdessen erfiillt ¢ := 27 — 0 beide Gleichungen. [

Die in diesem Satz beschriebene Darstellung fiir eine komplexe Zahl heiflen
ihre Polarkoordinaten. Zu z = x+iy heifit r der Betrag und ¢ das Argument
(oder der Winkel) von z.

Der Satz sagt insbesondere, dass die Abbildung
[0, 27[— R?, ¢ — (cos ¢, sin @),

eine bijektive Parametrisierung des Einheitskreises liefert. Zu ¢ gehort al-
so ein eindeutig bestimmter Punkt des Einheitskreises. Wir werden spéter
sehen, dass ¢ die Lénge des Kreisbogens zwischen (1,0) und dem Punkt
(cos @, sin ) ist. Das bedeutet, dass ¢ der Winkel im Bogenma$ ist.

Die Grundidee des Winkels ist es, ein Paar aus zwei Halbgeraden durch wei-
tere Halbgeraden (an den Schnittpunkt) gleichméfig und beliebig fein unter-
teilen zu konnen. Diese Homogenititseigenschaft wird durch das Argument
@ erfiillt.

Lemma 21.7. Seien ¢,1 € [0,2x]. Dann hingt der (euklidische) Abstand
zwischen

(cos ¢, sinp) und (cos (¢ +¢) ,sin (¢ + ¢))
nur von v ab. Insbesondere wird der Kreisbogen zwischen

(1,0) und (cos ¢, sin )

durch (cos (%(p) , sin (%(,0)), 7 =0,...,n, in n+ 1 Punkte derart unterteilt,
dass benachbarte®® Punkte den gleichen Abstand besitzen.

2lGemeint ist in der Indizierung benachbart.
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Bewets. Der euklidische Abstand zwischen den beiden Punkten ist
V(o8 (i + 1) — cos 9)” + (sin (9 + ©) — sin)?

Unter Verwendung der Additionstheoreme kann man den Radikanden um-
formen zu

(cos p cos ¥ — sin psinyy — cos p)” + (sin @ cos ) + sin 1 cos  — sin p)?

= cos® pcos® 1 + sin® psin® ¢ + cos® p + sin? p cos? ¥ + sin 1 cos® @
+sin? p — 2 cos p cos Y sin psin Y — 2 cos?  cos ¥ + 2 sin @ sin ¥ cos @
42 sin ¢ cos 9 sin i) cos ¢ — 2sin? p cos Y — 2sin psiny cos @

= 1—2cost)+ cos? +sin? e

= 2—2cos.

4

Korollar 21.8. Fiir zwei kompleze Zahlen z = r1e'¥' und zy = roe'¥? ist

Zwei komplexe Zahlen # 0 werden also miteinander multipliziert, indem man
ihre Betrdge in Ry multipliziert und ihre Argumente (Winkel) addiert.

Beweis. Die Aussage ist ein Spezialfall von Satz 15.7, die Interpretation als
Winkel beruht auf Satz 21.6. U

21.3. Wurzeln aus komplexen Zahlen.

Korollar 21.9. Es sei z € C eine komplere Zahl und n € N,. Dann gibt
es eine komplexe Zahl w mit

Beweis. Bei z = 0 ist w = 0 eine Losung, sei also z # 0. Nach Satz 21.6
gibt es eine Darstellung .
z = rev¥

1/n

mit r € R,. Es sei s = r'/" die reelle n-te Wurzel von r, die nach Satz 13.7

. ) ip )
existiert. Wir setzen w = sen . Dann ist nach Satz 15.7
ip\ ™ i\ ™ i .
w' = (sen) :s”<en> = re"n = re'¥ = 2.
O

Diese letzte Aussage besagt, dass jedes Polynom der Form X" — z in C
mindestens eine Nullstelle besitzt. Insofern handelt es sich dabei um eine
Vorstufe fiir den Fundamentalsatz der Algebra. Ein wichtiger Spezialfall liegt
bei z = 1 vor. Man spricht von komplexen Einheitswurzeln.

Definition 21.10. Es sei n € N,. Dann heiflen die komplexen Nullstellen

des Polynoms
X"—1

n-te komplexe Einheitswurzeln.
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Die 1 ist fiir jedes n eine n-te komplexe Einheitswurzel, und die —1 ist fiir
jedes gerade n eine n-te komplexe Einheitswurzel.

Lemma 21.11. Es sein € N,. Die Nullstellen des Polynoms X™ — 1 1iber
C sind
2rk

2rk
:cosi—|—isin—,k:0,1,...,n—1.
n n

627rilc/n

In C[X] gilt die Faktorisierung

X" 1 = (X . 1)(X . 627‘(’1/7’1)' . (X . 627ri(n—1)/n>‘

Beweis. Es ist

(627rik/n)” _ 2k _ (627ri>k — 1k = 1

Die angegebenen komplexen Zahlen sind also wirklich Nullstellen des Poly-
noms X" — 1. Diese Nullstellen sind alle untereinander verschieden, da aus

e27rik/n _ e27ri€/n
mit
0<k<{l<n-1

sofort durch betrachten des Quotienten e?™~*)/» = 1 folgt, und daraus £ —

k = 0. Es gibt also n explizit angegebene Nullstellen und daher miissen dies
alle Nullstellen des Polynoms sein. Die explizite Beschreibung in Koordinaten

folgt aus der eulerschen Formel. Die Faktorzerlegung folgt aus Lemma 11.6.
O

Es gibt also insbesondere genau n n-te komplexe Einheitswurzeln. Die kom-
plexen Einheitswurzeln bilden nach Lemma 21.7 die Ecken eines regelméfligen
n-Ecks, wobei die Eckpunkte auf dem Einheitskreis liegen und (1,0) dazu-
gehort.

5 Wet 3
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21. ARBEITSBLATT

21.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 21.1. Bestimme die Ableitung der Funktion
sin 2z

D—C, z+——tanz = .
cos z

Was ist die Definitionsmenge D des Tangens?

Aufgabe 21.2.*

Zeige, dass die Sinus- bzw. die Kosinusfunktion die folgenden Werte besitzt.

a)

T T 1
Sin— = coS— = ——.
Ty TN
b)
7T_1
C083 = 3
¢)
LT \/§
sin — = —.
3 2

Aufgabe 21.3.*
Zeige, dass die reelle Sinusfunktion eine bijektive, streng wachsende Funktion
[_71'/27 7T/2] — [_17 1]

induziert, und dass die reelle Kosinusfunktion eine bijektive, streng fallende
Funktion
[Oaﬂ-] — [_17 1]

induziert.

Aufgabe 21.4.*
Zeige, dass die komplexe Exponentialfunktion
C — C\ {0}, z —> exp z,

surjektiv ist.

Aufgabe 21.5. (1) Zeige, dass die reelle Sinusfunktion auf [0, 7| konkav
1st.
(2) Zeige, dass die reelle Sinusfunktion auf [—m, 0] konvex ist.
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(3) Zeige, dass die reelle Sinusfunktion im Nullpunkt einen Wendepunkt
besitzt.

Aufgrund von Korollar 21.4 ist die reelle Sinusfunktion und die reelle Kosi-
nusfunktion bijektiv auf gewissen Intervallen. Die Umkehrfunktionen heiflen
folgendermaflen.

Die Umkehrfunktion der reellen Sinusfunktion ist

-1,1] — , T — arcsin x,

T

[_57 E]

und heif3t Arkussinus.

Die Umkehrfunktion der reellen Kosinusfunktion ist
[—1,1] — [0, 7],  — arccos z,

und heiit Arkuskosinus.

Aufgabe 21.6. Zeige, dass die reelle Tangensfunktion eine bijektive, streng
wachsende Funktion
| —m/2,7/2[— R
und die reelle Kotangensfunktion eine bijektive streng fallende Funktion
0,7] — R

induziert.

Die Umkehrfunktion der reellen Tangensfunktion ist
T
R —]— > 5[, x — arctanz,
und heifit Arkustangens.
Die Umkehrfunktion der reellen Kotangensfunktion ist
R —]0, 7[, © — arccot z,

und heilt Arkuskotangens.

Aufgabe 21.7. Zeige, dass die inversen trigonometrischen Funktionen die
folgenden Ableitungen besitzen.

(1)

VS
(arcsinz) = Vit
(2)
;o 1
(arccosx) = T
(3) X
(arctanx)’ =
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(arccotx)’ = —

Aufgabe 21.8. Zeige, dass die Funktion
rsin * fiir v €0, 1],
flz) = {0 fiir x = 0,

stetig ist und unendlich viele Nullstellen besitzt.

Aufgabe 21.9.*
Wir betrachten die durch
x-sint fiir oz #0),
o=l 2
sonst ,

definierte Funktion
f: R—R.

Zeige, dass es zu jedem A, —1 < A < 1, eine Nullfolge (2,),, .y € Ry derart
gibt, dass die Folge der Differenzenquotienten

f(@n) = f(0)

gegen A konvergiert.

Aufgabe 21.10.*

Bestimme den Grenzwert der Folge
sinn

,n€N+.

Aufgabe 21.11. Zeige, dass die Folge
T, = sinn

nicht konvergiert.

Aufgabe 21.12.*

Zu einem Startwert zy € [0, 7] sei eine Folge rekursiv durch

Tpa1 = Sinx,

definiert. Entscheide, ob (x), .y konvergiert und bestimme gegebenenfalls
den Grenzwert.



283

Aufgabe 21.13. Untersuche die Funktionenfolge
fo: R— R, 2+ (sinx)",

auf punktweise und gleichméflige Konvergenz. An welchen Punkten existiert
die Grenzfunktion, an welchen ist sie stetig, an welchen differenzierbar? Wie
verhilt sich die abgeleitete Funktionenfolge, also g,(x) = f/(x)?

Aufgabe 21.14. Es sei n € N;. Es sei F' eine komplexe, auf C konvergente
Potenzreihe der Form
F = chnzj".
§=0

Zeige, dass fiir jede n-te komplexe Einheitswurzel ¢ die Gleichheit F/((z) =
F(z) fur alle z € C gilt.

Aufgabe 21.15. Es sei F' = > 7 ¢;2" eine komplexe auf C konvergente
Potenzreihe und n € N,. Fiir jede n-te komplexe Einheitswurzel ( gelte
F((z) = F(z) fir alle z € C. Zeige, dass ¢; = 0 fiir alle i gilt, die kein
Vielfaches von n sind.

Aufgabe 21.16.*
Es sei n € N, und sei ¢ eine n-te komplexe Einheitswurzel. Es sei
f: C—C, z+— f(2),

eine differenzierbare Funktion mit der Eigenschaft, dass die Gleichheit f({z)
= f(z) fiir alle z € C gelte. Zeige unter Bezug auf den Differenzenquotienten,
dass die Ableitung die Beziehung f'((z) = ("~ f/(z) erfiillt.

Was bedeutet die vorstehende Aufgabe fiir gerade und ungerade Funktionen?

Aufgabe 21.17. Es sei

f:C—C
eine stetige Funktion. Zeige, dass die beiden folgenden Aussagen &dquivalent
sind.

(1) Es gibt eine stetige Funtion
g: RZO — C

mit f(z) = g(|z|) fiir alle z € C.

(2) Fiir alle n-ten Einheitswurzeln ¢ € C (alle n € N) ist f(¢z) = f(2)
fiir alle z € C.

(3) Fiir alle w € C mit |w| = 1ist f(wz) = f(z) fur alle z € C.
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21.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 21.18. (3 Punkte)
Zeige, dass die Funktion
zsin i fiir z €0, 1],
flz) = {0 fiir x = 0,

unendlich viele isolierte lokale Maxima und unendlich viele isolierte lokale
Minima besitzt.

Aufgabe 21.19. (3 Punkte)
Man gebe ein Beispiel fiir eine stetige Funktion
f:100,1] — R, z— f(x),

die unendlich viele Nullstellen und unendlich viele isolierte lokale Maxima
besitzt, deren Funktionswert > 1 ist.

Aufgabe 21.20. (6 Punkte)
Zeige, dass es keine stetige Funktion
f:00,1] — R, x— f(x),

gibt, die unendlich viele Nullstellen besitzt derart, dass zwischen je zwei
Nullstellen ein lokales Maximum existiert, dessen Funktionswert > 1 ist.

Aufgabe 21.21. (6 Punkte)

Es sei z, € C eine Folge von komplexen Zahlen, die wir in Polarkoordinaten
als

Zp = rpetn

mit 7, € R>o und ¢, € [0, 27| schreiben. Zeige, dass die Folge genau dann
konvergiert, wenn einer der folgenden Fille vorliegt.

(1) Die Folge r,, konvergiert gegen 0.

(2) Die beiden Folgen r,, und ¢,, konvergieren (in R).

(3) Die Folge r, konvergiert und die Folge ¢, besitzt die Punkte 0 und
27 als einzige Haufungspunkte.

Aufgabe 21.22. (6 Punkte)

Zun > 3sei A, der Flicheninhalt eines in den Einheitskreis eingeschriebenen
gleichméfigen n-Eckes. Zeige A, < A,y1.
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22. VORLESUNG - TAYLOR-ENTWICKLUNG

Zu einer konvergenten Potenzreihe

o0

f(x) =) el —a)t
k=0
bilden die ,, Teilpolynome*
Z cr(x —a)k

k=0
polynomiale Approximationen fiir die Funktion f im Punkt a. Wir fragen
uns nun umgekehrt, inwiefern man aus den hoheren Ableitungen einer hin-
reichend oft differenzierbaren Funktion approximierende Polynome (oder eine
Potenzreihe) erhalten kann. Dies ist der Inhalt der Taylor-Entwicklung.

22.1. Taylor-Polynome.

Brook Taylor (1685-1731)

Eine konvergente Potenzreihe f(x) = > p, cx(z—a)¥ ist in a beliebig oft dif-
ferenzierbar und die Ableitungen im Punkt a lassen sich aus der Potenzreihe
ablesen. Es ist ja

f(a) =co, f'(a) =c1, ["(a) =2¢9, ["(a) = 6c3
und allgemein
P a) = (K)ey.
Umgekehrt kann man aus den Ableitungen die Koeffizienten der Potenzreihe
durch
_ %)
k!

Ck
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zuriickgewinnen. Dabei ist die rechte Seite unabhéngig davon definiert, ob
eine Potenzreihe vorliegt, so lange die Funktion nur hinreichend oft differen-
zierbar ist. Man gewinnt daher iiber die Ableitungen gute Kandidaten fiir
polynomiale Approximationen, ndmlich die Taylor-Polynome.

Definition 22.1. Es sei U C K eine offene Teilmenge,
f:U—K
eine n-mal differenzierbare Funktion und a € U. Dann heif3t

) (g
7. = 3 Y

das Taylor-Polynom vom Grad®* n zu f im Entwicklungspunkt a.

—a)

Die Funktion f und ihr n-tes Taylor-Polynom stimmen im Punkt a bis ein-
schliefllich zur n-ten Ableitung iiberein.
Beispiel 22.2. Wir mochten fiir die Funktion
f: C—C, x+—— zsinx,
das Taylor-Polynom der Ordnung 4 im Entwicklungspunkt a = 7 bestim-

men. Es ist
f'(z) = sinx + zcosz,

f"(z) = cosx + cosx —xsine = 2cosx — xsinz,
f"(x) = —2sinx —sinz — xcosx = —3sinx — xcos,
["(z) = =3cosx —cosx+xsine = —4cosz + wsinz.

Unter Verwendung von

m T 1
Sin — = COS — = —=
Ty 1= s
1st somit
(%) _rl
4 4.2 42’
, 7T> 1 (1 7r> I
_ - 4+ — = —,
f(4 2 1 44/2
" Z) _ L(g_i> _8-rm
/ (4 2 42

—-12 -7
42
f~~<z> _ 1 <_4 . z> _ “16+7
4 V2 4 4/2
220der genauer das Taylor-Polynom vom Grad < n. Wenn die n-te Ableitung in a null

ist, so besitzt das n-te Taylor-Polynom einen Grad kleiner als n. Man spricht hiufig auch
von der Ordnung des Taylor-Polynoms.

s
/%
N
N—

|

|H
[\
/I\

w

|
B~
N—

I
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Das Taylor-Polynom vom Grad 4 ist daher

T 4+ T 8—m ™2 —12—-7 ™\ 3
(-5 -2+ -

4V/2 42 4 8v/2 4 24+/2 4
+—16+7r< 7r)4
— == .
96/2 4

22.2. Die Taylor-Formel.

Die folgende Taylor-Formel (mit Lagrangeschem Restglied) macht eine Aus-
sage iiber die Giite der Approximation einer Funktion durch ihre Taylor-
Polynome. Wir beschréanken uns auf die reelle Situation. Bei n = 0 handelt
es sich einfach um den Mittelwertsatz.

Satz 22.3. Es sei I ein reelles Intervall,
f: I —R

eine (n + 1)-mal differenzierbare Funktion und a € I ein innerer Punkt des
Intervalls. Dann gibt es zu jedem Punkt x € I einc € I mat

— f®(a) S (e) 1
f(x):kz:; x (x—a)k+m(x—a)+.

Dabei kann ¢ zwischen a und x gewdhlt werden.

Beweis. Sei x # a fixiert. In Anlehnung an die zu beweisende Aussage be-
trachten wir zu » € R den Ausdruck

@ (y
o) = f(@)~ )~ ) )~ Ty
™) (u r
_f ( )(x—u)"— (x_u)n—i-l’

(n+1)!
den wir als Funktion in u € I auffassen. Es ist g,(x) = 0 und wir wéhlen r
so, dass g.(a) = 0 ist, was moglich ist. Die Funktion

9(u) = gr(u)
ist auf dem Teilintervall |a, z[ C I (bzw. |x,al, falls x < a ist.) differenzier-

bar (nach u) und besitzt an den beiden Intervallgrenzen den Wert 0. Nach
dem Satz von Rolle gibt es ein ¢ € Ja, z[ mit ¢'(c¢) = 0.

Aufgrund der Produktregel und der Kettenregel ist (Ableitung nach u)

f () H S () f () K1
(T(x—u) —T(x—u) —(k_l)!(x—u) :
Daher heben sich in der Ableitung von g die meisten Terme weg und es ergibt

sich
f(n—i—l) U . r .
g = 0wy Ly

n! n!
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Aus der Gleichung

f("H)(C) r

N / —_ J— n J— _ n

folgt r = f*V(c). Wenn wir dies und u = @ in die Anfangsgleichung
einsetzen und g,(a) = 0 ausnutzen, so ergibt sich die Behauptung. U

Eine gute Approximation fiir die Funktion erhélt man daraus, wenn man den
Betrag der (n + 1)-ten Ableitung abschétzen kann.

Korollar 22.4. Es sei I ein beschrinktes abgeschlossenes Intervall,
f: I —R

eine (n + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion, a € I ein innerer Punkt
und B := max (‘f(”“)(c)‘ ,c €1I). Dann gilt zwischen f(z) und dem n-ten
Taylor-Polynom die Fehlerabschdtzung

n (g :
-2y < 2 g
k=0 '

- (n+1)!\x—a| '

Beweis. Die Zahl B existiert aufgrund von Satz 13.10, da nach Voraussetzung
die (n + 1)-te Ableitung f™*+") stetig auf dem kompakten Intervall I ist. Die
Aussage folgt somit direkt aus Satz 22.3. O

Beispiel 22.5. Fiir die reelle Kosinusfunktion cos: R — R erhélt man aus
Korollar 22.4 in Verbindung mit Satz 20.15 und Satz 20.15 (bzw. direkt mit
Satz 15.10 (6)) fiir jedes m die Abschétzungen

m (—1)%22’
COST — Z (21)'

Damit kann man den Funktionsverlauf des Kosinus beliebig gut approximie-
ren und auch die Zahl 7 beliebig genau bestimmen.

|w|2m+1

— 2m+ 1)l

22.3. Anwendung auf Extrema.

Satz 22.6. Es sei I ein reelles Intervall,
f:I—R

eine (n + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion, und a € I ein innerer
Punkt des Intervalls. Es gelte

fla) = f"(a) = ... = f"(a) = 0 und f"(a) #0.
Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Wenn n gerade ist, so besitzt f in a kein lokales Extremum.
(2) Sein ungerade. Bei f"*V(a) > 0 besitzt f in a ein isoliertes lokales
Minimum.
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(3) Sein ungerade. Bei f"V(a) < 0 besitzt f in a ein isoliertes lokales
Mazimum.

Beweis. Unter den Voraussetzungen wird die Taylor-Formel zu

f(n+1)(c)

(n+1)! )”H

f(@) = fla) =

(x—a

mit ¢ (abhéngig von ) zwischen a und x. Je nachdem, ob f™*Y(a) > 0 oder
fY(a) < 0 ist, gilt auch (wegen der vorausgesetzten Stetigkeit der (n+1)-
ten Ableitung) "V (z) > 0 bzw. f)(z) < 0 fiir x € [a — ¢, a + € fiir ein
geeignetes € > 0. Fiir diese x ist auch ¢ € [a—¢, a+¢], so dass das Vorzeichen
von f(™+1(¢) vom Vorzeichen von f("*Y(a) abhingt. Bei n gerade ist n + 1
ungerade und daher wechselt (z—a)"*! das Vorzeichen beiz = a (beiz < a
ist das Vorzeichen negativ und bei x > a ist es positiv). Da das Vorzeichen
von f("*1(c) sich nicht dndert, s#ndert sich das Vorzeichen von f(x) — f(a).
Das bedeutet, dass kein Extremum vorliegen kann. Sei nun n ungerade. Dann
ist n + 1 gerade, so dass (z — a)"™' > 0 fiir alle * # a in der Umgebung
ist. Das bedeutet in der Umgebung bei f"*V(a) > 0, dass f(z) > f(a)
ist und in @ ein isoliertes Minimum vorliegt, und bei f"*V(a) < 0, dass
f(z) < f(a) ist und in a ein isoliertes Maximum vorliegt. O

Fiir Polynome und allgemeiner fiir Funktionen, die durch eine Potenzreihe
gegeben sind, ldsst sich also stets allein unter Bezug auf die Ableitungen ent-
scheiden, ob in einem Punkt ein lokales Extremum vorliegt. Bei Potenzreihen
beruht dies auf dem Identitétssatz.

22.4. Die Taylor-Reihe.

Definition 22.7. Es sei U C K eine offene Teilmenge,
f:U—K

eine oo-oft differenzierbare Funktion und a € U. Dann heifit

©1h)(g )
Zf/-c!( )(x_a)

k=0

die Taylor-Reihe zu f im Entwicklungspunkt a.
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Die reelle Sinusfunktion zusammen mit verschiedenen approximierenden
Taylorpolynomen (von ungeradem Grad).

Satz 22.8. Es sei Y - cn(z — a)" eine Potenzreihe mit einem positiven
Konvergenzradius v und

f: U(a,r) — K

die dadurch definierte Funktion. Dann ist f unendlich oft differenzierbar und
die Taylor-Reihe im Entwicklungspunkt a stimmt mit der vorgegebenen Po-
tenzreihe tiberein.

Beweis. Die unendliche Differenzierbarkeit folgt direkt aus Satz 20.9 durch
Induktion. Daher existiert die Taylor-Reihe insbesondere im Punkt a. Es ist
also lediglich noch zu zeigen, dass die n-te Ableitung von f in a den Wert
cpn! besitzt. Dies folgt aber ebenfalls aus Satz 20.9. O

Korollar 22.9. Es sei

= Z ez —a)"
n=0
eine konvergente Potenzreihe mit dem Konvergenzradius R > 0 und sei b €
U(a, R). Dann erhdlt man die umentwickelte Reihe im Entwicklungspunkt b
als Taylor-Reihe von f in b. Insbesondere konvergiert die Taylor-Reihe in b
mit einem Konvergenzradius > R — |a —b| > 0.

Beweis. Nach dem Entwicklungssatz wird die Funktion f in einer offenen
Umgebung von b durch eine Potenzreihe beschrieben. Somit folgt die Aussage
aus Satz 22.8. U

Das folgende Beispiel zeigt, dass die Taylor-Reihe existieren und auch kon-
vergieren kann, ohne dass dadurch die vorgegebene Funktion dargestellt wird
(sie kann auch existieren ohne zu konvergieren).
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Beispiel 22.10. Wir betrachten die Funktion
f: R—R z+— f(x),

0, falls x <0,
e 2

e"wz, fallsz > 0.

mit

Wir behaupten, dass diese Funktion unendlich oft differenzierbar ist, was nur
im Nullpunkt nicht offensichtlich ist. Man zeigt zunéchst durch Induktion,
dass sdmtliche Ableitungen von e~ (und der rechtsseitige Differenzenquo-
tient im Nullpunkt) die Form p(i)e_% mit gewissen Polynomen p € R[Z]
besitzen und dass davon der Limes fiir z — 0, = > 0 stets 0 ist (sieche Aufgabe
22.20 und Aufgabe 22.21.). Daher ist der (rechtsseitige) Limes fiir alle Ab-
leitungen gleich 0 und existiert. Alle Ableitungen am Nullpunkt haben also
den Wert 0 und daher ist die Taylor-Reihe im Nullpunkt die Nullreihe. Die
Funktion f ist aber in keiner Umgebung des Nullpunktes die Nullfunktion,
dae s > 0 ist.

22. ARBEITSBLATT

22.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 22.1. Bestimme sédmtliche Taylor-Polynome der Funktion
flz) = 2* =22 + 22 — 32 +5

im Entwicklungspunkt a = 3.

Aufgabe 22.2. Bestimme das Polynom
f(z) = 2 +322 — 72— 4.

in der neuen Variablen z — 2 (also das umentwickelte Polynom) auf zwei
verschiedene Arten, namlich
a) direkt durch Einsetzen,

b) iiber das Taylor-Polynom im Entwicklungspunkt 2.

Aufgabe 22.3.*
1

Bestimme das Taylor-Polynom der Funktion f(r) = . im Entwicklungs-
punkt a = 2 der Ordnung 4.
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Aufgabe 22.4.*
Bestimme das Taylor-Polynom vom Grad 2 der Funktion
2
— 3
fr CV{0} — C, 2 flz) = T

z
im Entwicklungspunkt i.

Aufgabe 22.5. Bestimme das Taylor-Polynom vom Grad 3 der rationalen

Funktion
312 —2x+5

fla) = =

im Entwicklungspunkt 0.

Aufgabe 22.6. Bestimme das Taylor-Polynom der Ordnung 4 zur Funktion
f(r) = 5 im Entwicklungspunkt a = 3.

Aufgabe 22.7. Bestimme das Taylor-Polynom vom Grad 4 der Funktion
C — C, z+— (sin z)(cos z),

im Nullpunkt.

Aufgabe 22.8.*

Bestimme das Taylor-Polynom der Ordnung 3 zur Funktion
f(x) = x-sinx

im Entwicklungspunkt a = %

5.

Aufgabe 22.9.*
Wir betrachten die Funktion

fz) =

sinx
im Reellen.

a) Bestimme den Definitionsbereich von f.

b) Skizziere f fiir x zwischen —27 und 27.

c¢) Bestimme die ersten drei Ableitungen von f.

d) Bestimme das Taylor-Polynom der Ordnung 3 von f im Punkt .
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Aufgabe 22.10.*
Bestimme das Taylor-Polynom der Ordnung 4 zur Funktion
flz) = e —x

im Entwicklungspunkt a = 1.

Aufgabe 22.11.*
Bestimme das Taylor-Polynom der Ordnung 4 zur Funktion
f(x) = sinz

im Entwicklungspunkt /2.

Aufgabe 22.12. Es sei f: C — C eine im Punkt a n-fach differenzierbare
Funktion. Zeige, dass das n-te Taylor-Polynom zu f im Punkt a, geschrieben
in der verschobenen Variablen x — a, gleich dem n-ten Taylor-Polynom der
Funktion g(z) = f(x+a) im Nullpunkt (geschrieben in der Variablen z) ist.

Aufgabe 22.13. Essei f: C — C eine Funktion. Vergleiche die polynomiale
Interpolation zu n + 1 gegebenen Punkten und die Taylor-Polynome vom
Grad n zu einem Punkt.

Aufgabe 22.14. Man mache sich klar, dass man zu einer Funktion f: C —
C das n-te Taylor-Polynom von f im Entwicklungspunkt b nicht aus dem
n-ten Taylor-Polynom in einem Entwicklungspunkt a bestimmen kann.

Aufgabe 22.15. Es seien f,g: C — C Polynome n-ten Grades und es seien
ai,...,ap € C Punkte und nq,...,n; > 1 natiirliche Zahlen mit

k
E n; > n.
Jj=1

Die Ableitungen von f und g in den Punkten a; sollen bis einschliellich zur
(nj — 1)-ten Ableitung iibereinstimmen. Zeige f = g.

Man mache sich zuerst die Aussage bei £k = 1 und n; = n + 1 und bei
k= n+1und n; = 1 fiir alle j klar.

Aufgabe 22.16. Essei f(z) = xi}fﬁf. Bestimme ein Polynom h vom Grad

< 3, das in den beiden Punkten x = 0 und x = 1 die gleichen linearen
Approximationen wie f besitzt.
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Aufgabe 22.17.*

(1) Zeige, dass man mit Hilfe von Beispiel 22.5 und drei Summanden (also
m = 2) auf dem Intervall [—2, 2] eine polynomiale Abschéitzung fiir
den Kosinus mit einem Fehler < % enthalt.

(2) Zeige mit der Abschitzung aus (1), dass

T 4
273
gilt.
(3) Kann man mit der Abschétzung aus (1) auch zeigem, dass
s )
2 3
ist?

Aufgabe 22.18. Bestimme die erste Nachkommastelle von 7/2 mit Hilfe
von Beispiel 22.5.

Aufgabe 22.19. Bestimme die Taylor-Reihe der Exponentialfunktion fiir
einen beliebigen Entwicklungspunkt a € C.

Aufgabe 22.20. Es sei p € R[Y] ein Polynom und

1

1
g: Ry — R, 2+ g(x) :p(—)ez.
x

Zeige, dass die Ableitung ¢'(z) ebenfalls von der Form

mit einem weiteren Polynom ¢ ist.

Aufgabe 22.21. Wir betrachten die Funktion
f: Ry — R, z+— f(2) —e 5.
Zeige, dass fiir jedes n € N die n-te Ableitung f die Eigenschaft
limger, 0 f™(2) = 0

besitzt.

Aufgabe 22.22. Bestimme den Wendepunkt der Funktion

1
R+ —)R, T H—— e =.
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22.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 22.23. (4 Punkte)
Seien n € N, und j € Z. Zeige

e n —_=

k=0

v ik n, falls j ein Vielfaches von n ist,
0 sonst .

Aufgabe 22.24. (4 Punkte)

Bestimme die Taylor-Polynome bis zur Ordnung 4 der Funktion
C — C, z+—> sin(cos z) + 2  exp (%),

im Entwicklungspunkt 0.

Aufgabe 22.25. (4 Punkte)
Bestimme das Polynom
f(z) = 224+ (4—1)2* — 21z +5.

in der neuen Variablen z — 1 — i (also das umentwickelte Polynom) auf zwei
verschiedene Arten, namlich

a) direkt durch Einsetzen,
b) iiber das Taylor-Polynom im Entwicklungspunkt 1 + i.

Aufgabe 22.26. (4 Punkte)

Diskutiere den Funktionsverlauf der Funktion
f:10,2n] — R, z+—— f(x) = (sinz)(cosx),

hinsichtlich Nullstellen, Wachstumsverhalten, (lokale) Extrema. Skizziere den
Funktionsgraphen.

Aufgabe 22.27. (4 Punkte)

Bestimme die ersten drei Nachkommastellen von 7/2 mit Hilfe von Beispiel
22.5.

(Ganzzahlige Rechnungen gerne mit Taschenrechner ausfiihren.)
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Aufgabe 22.28. (6 Punkte)

Seie, 0 <e< %, vorgegeben. Zeige, dass es eine unendlich oft differenzierbare
Funktion

T R—R
gibt mit
0 firz <0,
flz)=<q1firz>eund z <1—F¢,
Ofirx>1.

23. VORLESUNG - INTEGRIERBARKEIT

AY

/ﬁw/_,
S
a b?rh

In den folgenden Vorlesungen beschéftigen wir uns mit der Integrationstheo-
rie, d.h. wir wollen den Flécheninhalt derjenigen Fldche, die durch einen
Funktionsgraphen einer Funktion

f:la, 0] — R

und der x-Achse begrenzt wird, systematisch studieren und berechnen. Zu-
gleich ergibt sich ein direkter Zusammenhang zum Auffinden von Stamm-
funktionen, das sind Funktionen, deren Ableitung f ist. Der Flacheninhalt
ist kein unproblematischer Begriff, den wir erst im dritten Semester im Rah-
men der Maftheorie grundlegend behandeln werden. Dennoch handelt es
sich um einen intuitiv leicht zugénglichen Begriff, von dem wir hier nur ei-
nige wenige naheliegende Grundtatsachen verwenden. Sie dienen hier auch
nirgendwo der Argumentation, sondern lediglich der Motivation. Ausgangs-
punkt ist, dass der Flacheninhalt eines Rechtecks mit gegebenen Seitenlédngen
einfach das Produkt der beiden Seitenléngen ist, und dass der Fldcheninhalt
einer Fldche, die man mit Rechtecken ,,ausschépfen“ kann, als der Limes der
Summe der beteiligten Rechtecksinhalte erhalten werden kann. Beim Rie-
mannschen Integral, das zumindest fiir stetige Funktionen eine befriedigende
Theorie liefert, beschrinkt man sich auf solche Rechtecke, die parallel zum
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Koordinatensystem liegen, deren Breite (Grundseite auf der z-Achse) be-
liebig variieren darf und deren Hohe in Beziehung zu den Funktionswerten
iiber der Grundseite steht. Dadurch werden die Funktionen durch sogenannte
Treppenfunktionen approximiert.

23.1. Treppenfunktionen.

Fine Treppenfunktion. Im statistischen Kontext spricht man von Histogrammen
oder von Sdulendiagrammen.

Definition 23.1. Es sei [ ein reelles Intervall mit den Grenzen a,b € R.
Dann heifit eine Funktion

t: I — R

eine Treppenfunktion, wenn es eine Unterteilung
a=ay < a1 < A < - < Ap1 < @, = b

von [ derart gibt, dass ¢ auf jedem offenen Teilintervall Ja;_1, a;[ konstant ist.

Diese Definition stellt also keine Bedingung an den Wert der Funktion an den
Unterteilungspunkten. Das Intervall |a;_1, a;[ nennt man i-tes Teilintervall,
und a; — a;_1 heifft Lange dieses Teilintervalls. Wenn die Lénge der Teilin-
tervalle konstant ist, so spricht man von einer dquidistanten Unterteilung.

Definition 23.2. Es sei [ ein reelles Intervall mit den Grenzen a,b € R und
sei

t: I — R

eine Treppenfunktion zur Unterteilung a = ap < a1 < ag < -+ < a1 <
a, b und den Werten t;, i = 1,...,n. Dann heifit

T .= Z:l;tl(al - ai,l)

das Treppenintegral von t auf I.
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Das Treppenintegral wird auch mit fft(a:) dz bezeichnet. Bei einer dquidi-
stanten Unterteilung mit der Teilintervalllinge b’Ta ist das Treppenintegral

gleich 2=2(3"" | ¢;). Das Treppenintegral ist nicht von der gewéhlten Unter-
teilung abhéngig, beziiglich der eine Treppenfunktion vorliegt (man kann also
die Unterteilung verfeinern).

Definition 23.3. Es sei [ ein beschréinktes Intervall und sei
f: I —R

eine Funktion. Dann heifit eine Treppenfunktion
t: I —R

eine obere Treppenfunktion zu f, wenn t(z) > f(x) fir alle z € I ist. Eine
Treppenfunktion

s: I — R
heifit eine untere Treppenfunktion zu f, wenn s(z) < f(z) fir alle x € [
ist.

Eine obere (untere) Treppenfunktion zu f gibt es genau dann, wenn f nach
oben (nach unten) beschrénkt ist.

Definition 23.4. Es sei I ein beschranktes Intervall und sei

f:I—R
eine Funktion. Zu jeder oberen Treppenfunktion
t: I — R
von f zur Unterteilung a;, © = 0,...,n, und den Werten ¢;, 7 = 1, ..., n, heifit

das Treppenintegral

T .= iltl(al — ai,l)

ein oberes Treppenintegral (oder eine Obersumme) von f auf I.

Definition 23.5. Es sei I ein beschranktes Intervall und sei
f: I —R

eine Funktion. Zu jeder unteren Treppenfunktion

s: I —R
von f zur Unterteilung a;, ¢ = 0,...,n, und den Werten s;, « = 1,...,n,
heiflt .
S = Zsi(ai — ai_l)
i=1

ein unteres Treppenintegral (oder eine Untersumme) von f auf I.

Verschiedene obere (untere) Treppenfunktionen liefern natiirlich verschiedene
Obersummen (Untersummen).
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Definition 23.6. Es sei I ein beschranktes Intervall und sei
f: 1 —R

eine nach oben beschrankte Funktion. Dann heiffit das Infimum von séamt-
lichen Obersummen von oberen Treppenfunktionen von f das Oberintegral
von f.

Definition 23.7. Es sei I ein beschranktes Intervall und sei
f: 1 —R

eine nach unten beschrinkte Funktion. Dann heifit das Supremum von samt-
lichen Untersummen von unteren Treppenfunktionen von f das Unterintegral
von f.

Die Beschrankung nach unten stellt sicher, dass es iiberhaupt eine untere
Treppenfunktion gibt und damit die Menge der Untersummen nicht leer ist.
Unter dieser Bedingung allein muss nicht unbedingt die Menge der Unter-
summen ein Supremum besitzen. Fiir (beidseitig) beschrankte Funktionen
existiert hingegen stets das Ober- und das Unterintegral. Bei einer gegebe-
nen Unterteilung gibt es eine kleinste obere (grofite untere) Treppenfunktion,
die durch die Suprema (Infima) der Funktion auf den Teilintervallen festge-
legt ist (bei stetigen Funktionen auf abgeschlossenen Intervallen sind das
Maxima bzw. Minima). Fiir das Integral muss man aber Treppenfunktionen
zu sdmtlichen Unterteilungen beriicksichtigen.

23.2. Riemann-integrierbare Funktionen.

0.4 -

0.2 -

o
0 02 04 06 OB 1

Eine untere und eine obere Treppenfunktion. Der griine Flicheninhalt ist eine
Untersumme und der gelbe Flidcheninhalt (teilweise verdeckt) ist eine
Obersumme.

Definition 23.8. Es sei I ein kompaktes Intervall und sei

f: I —R
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eine Funktion. Dann heift f Riemann-integrierbar, wenn Ober- und Unter-
integral von f existieren und iibereinstimmen.

Historisch korrekter ist es, von Darbouz-integrierbar zu sprechen.

Definition 23.9. Es sei I = [a, b] ein kompaktes Intervall. Zu einer Riemann-
integrierbaren Funktion

f:I=1ab] — R t— f(t),

heifit das Oberintegral (das nach Definition mit dem Unterintegral iiberein-
stimmt) das bestimmte Integral von f tiber I. Es wird mit

/a ’ #(t) dt oder mit /I F(t) dt

bezeichnet.

Das Berechnen von solchen Integralen nennt man integrieren. Man sollte
sich keine allzu groflen Gedanken iiber das Symbol dt machen. Darin wird
ausgedriickt, beziiglich welcher Variablen die Funktion zu integrieren ist. Es
kommt dabei aber nicht auf den Namen der Variablen an, d.h. es ist

/abf(t) dt = /abf@;) dz.

Lemma 23.10. Es sei I ein kompaktes Intervall und sei
f: I—R

eine Funktion. Es gebe eine Folge von unteren Treppenfunktionen (s,),cx
mit s, < f und eine Folge von oberen Treppenfunktionen (t,), .y mit t, > f.
Es sei vorausgesetzt, dass die beiden zugehdrigen Folgen der Treppenintegrale
konvergieren und dass thr Grenzwert tibereinstimmt. Dann ist f Riemann-
integrierbar, und das bestimmte Integral ist gleich diesem Grenzwert, also

b b b
lim [ s,(x)de = / flz)dx = lim [ t,(z)dz

n—o0 a n—oo a

Beweis. Siehe Aufgabe 23.15. U
Beispiel 23.11. Wir betrachten die Funktion
f100,1] — R, t — ¢t

die bekanntlich in diesem Intervall streng wachsend ist. Fiir ein Teilinter-
vall [a,b] C [0,1] ist daher f(a) das Minimum und f(b) das Maximum der
Funktion iiber diesem Teilintervall. Sei n eine positive natiirliche Zahl. Wir
unterteilen das Intervall [0, 1] in die n gleichlangen Teilintervalle

1 I
i— (+1)—|,i=0,...,n—1,
n n
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der Lénge % Das Treppenintegral zu der zugehorigen unteren Treppenfunk-
tionen ist

n—1 2 n—1
Z:;”(Z”) N n?’gl N n3(3n 2" +6”) B

(sieche Aufgabe 1.16 fiir die Formel fiir die Summe der Quadrate). Da die
beiden Folgen (1/2n), . und (1/6n?), . gegen 0 konvergieren, ist der Limes
fiir n — oo von diesen Treppenintegralen gleich % Das Treppenintegral zu
der zugehorigen oberen Treppenfunktion ist

S%((i—k 1)%)2 = %n_l(H 1)?

i=0 =0
_ 1 - -2
= 52
j=1
1/1, 1, 1
- $<§”+§”+a")
_lo1
3 2n  6n?

Der Limes davon ist wieder % Da beide Limiten iibereinstimmen, miissen

nach Lemma 23.10 iiberhaupt das Ober- und das Unterintegral iibereinstim-
men, so dass die Funktion Riemann-integrierbar ist und das bestimmte In-

tegral
1
1
/ tdt = =
0 3

Lemma 23.12. FEs sei [ = [a,b] ein kompaktes Intervall und sei

f: I —R

ist.

eine Funktion. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) Die Funktion f ist Riemann-integrierbar.
(2) Es gibt eine Unterteilung a = ay < a; < --- < ap, b derart, dass

die einzelnen Einschrinkungen f; == f|a,_, ) Riemann-integrierbar
sind.

(3) Fiir jede Unterteilung a = ag < a3 < --- < ap, b  sind die Fin-
schrinkungen fi = flla,_,,a;) Riemann-integrierbar.

In dieser Situation gilt

/abf(t) it — z:;/ fi(t) dt.

Beweis. Siehe Aufgabe 23.19. O
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Definition 23.13. Es sei [ ein reelles Intervall und sei
f: I —R

eine Funktion. Dann heifit f Riemann-integrierbar, wenn die Einschréankung
von f auf jedes kompakte Intervall [a,b] C I Riemann-integrierbar ist.

Aufgrund des obigen Lemmas stimmen fiir ein kompaktes Intervall [a, b] die
beiden Definitionen {iberein. Die Integrierbarkeit einer Funktion f: R — R
bedeutet nicht, dass [ f(z)dz eine Bedeutung hat bzw. existieren muss.

23.3. Riemann-Integrierbarkeit stetiger Funktionen.

Satz 23.14. Es sei I ein reelles Intervall und sei
f: I —R

eine stetige Funktion. Dann ist f Riemann-integrierbar.

Beweis. Wir konnen annehmen, dass das Intervall kompakt ist, sagen wir I =
la, b]. Die stetige Funktion f ist auf diesem kompakten Intervall beschriankt
nach Korollar 13.11. Daher gibt es obere und untere Treppenfunktionen und
daher existieren Oberintegral und Unterintegral. Wir miissen zeigen, dass sie
iibereinstimmen. Dazu geniigt es, zu einem gegebenen ¢ > (0 eine untere
und eine obere Treppenfunktion fiir f anzugeben derart, dass die Differenz
ihrer Treppenintegrale < € ist. Nach Lemma 14.2 ist f gleichméfig stetig.
Daher gibt es zu ¢ = = ein § > 0 derart, dass fiir alle 7,2’ € I mit
d(z,2") < 6 die Abschéitzung d(f(z), f(z')) < € gilt. Sei nun n € N so,
dass b_Ta < ¢ ist, und betrachten wir die Unterteilung des Intervalls mit den
Punkten a; = a —1—2'17_7“. Auf den Teilintervallen [a;_1,a;], i =1,...,n, ist der
Abstand zwischen dem Maximum

t; = max (f(x),a;1 <z < a;)
und dem Minimum
s; = min (f(x),a,01 <z < a;)
kleiner/gleich €’. Die zu diesen Werten gehorigen Treppenfunktionen, also

t(z) =

t; fir z € [a;_1,a;/und 1 <i<n-—1,
ty fir x € [a,_1,a,],

und
s; fir ¢ € [a;1,a;/und 1 <i<n-—1,
s(x) = )
sp fur o € [ay_1,a,),
sind dann eine obere bzw. untere Treppenfunktion zu f. Die Differenz zwi-
schen den zugehorigen Ober- und Untersummen ist dann

n n n

b— " b— b— b— u

i=1 i=1
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Diese Aussage gilt auch fiir stiickweise stetige Funktionen.

Wenn man Aussagen beweist, bei denen auf Unterteilungen eines Intervalls
Bezug genommen wird, so ist es haufig sinnvoll, feinere Unterteilungen ein-
zufithren. Insbesondere ersetzt man haufig zwei verschiedene Unterteilungen
durch eine gemeinsame Verfeinerung.

Lemma 23.15. FEs sei I = [a,b] ein kompaktes Intervall und es seien
fyg: I — R zwei Riemann-integrierbare Funktionen. Dann gelten folgende
Aussagen.

(1) Ist m < f(x) < M fir allex € I, soist m(b—a) < fabf(t)dt <
M —a).

(2) Ist f(x) < g(x) fir alle x € I, so ist f; ft)dt < ffg(t) dt.

(3) Die Summe f + g ist Riemann-integrierbar und es ist

[usowa= [ rwas [ oo

(4) Firc e Rist [(cf)(t)dt = c 7 f(t)dt.

(5) Die Funktionen max (f, g) und min (f, g) sind Riemann-integrierbar.
(6) Die Funktion |f| ist Riemann-integrierbar.

(7) Das Produkt fg ist Riemann-integrierbar.

Beweis. Fir (1) bis (4) siche Aufgabe 23.20. (5). Wir betrachten die Aus-
sage fir das Maximum. Wir miissen zeigen, dass es zu jedem € > 0 eine
obere und eine untere Treppenfunktion derart gibt, dass die Differenz der
beiden Treppenintegrale < € ist. Sei also ein € > 0 vorgegeben. Aufgrund
der Riemann-Integrierbarkeit gibt es Treppenfunktionen

b
sp und t; mit 57 < f <ty und mit / (t1 — s1)(x) de < €/2
und
b
s9 und ty mit s9 < g <ty und mit / (to — s9)(x) dx < €/2.
Wir kénnen annehmen, dass diesen Treppenfunktionen die gleiche Untertei-

lung zugrunde liegt. Es sei ¢, k = 1,...,n die Lange des k-ten Teilintervalls
I, und es sei

O = (t1 — s1)|r, + (ta — s2)|r,-
Dann gilt

Dol = > (b= 1)l + (B — 52)l5,)
k=1 k=1
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n

= > ltr =)l + Y Gtz — o)l
k=1

Il IA
N mTlv
o)

Wir setzen
s := max (s1, So) und t := max (t1,ts) .

Dies ist offenbar eine untere bzw. obere Treppenfunktionen fiir max (f, g).
Wir betrachten ein Teilintervall I}, der gegebenen Unterteilung. Wenn dort
51 < spund t; <ty

gilt, so ist dort
t—s = t2—82 S 51:
Wenn dort
S1 S S92 und tg S tl
gilt, so ist dort ebenfalls
t—s = t1—$2 S tl—Sl S 5k
Dies gilt auch in den beiden anderen Féllen. Damit ist die Differenz der
Treppenintegrale < Y7 | (0; < €. (6) folgt direkt aus (5). Fiir (7) siche
Aufgabe 23.28. O

Lemma 23.16. Es se:

fo: [a,0] — R
eine gleichmdf$ig konvergente Folge von stetigen Funktionen mit der Grenz-
funktion

f: [a, 0] — R.
Dann g¢ilt die Beziehung
lim fn t)dt = / f(t)

n—o0

Beweis. Da die Grenzfunktion nach Lemma 16.4 stetig ist, existiert das be-
stimmte Integral rechts nach Satz 23.14. Fiir jedes € > 0 gibt es ein ng
mit

€

falt) = SO < 5

fur alle n > ny und alle t € [a,b]. Daher gilt fiir diese n die Abschitzung
unter Verwendung von Lemma 23.15 (3) und Lemma 23.15 (6)

[ - [ oa = | [ ho- f()dt'

< /|fn (1)) dt
< dt
- /ab—a
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23. ARBEITSBLATT

23.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 23.1. Bestimme das Treppenintegral iiber [—3, 44| zur Treppen-
funktion, die durch

5, falls —3<t< -2,

=3, falls —2<t< -1,

%, falls —1<t<—%,

f(t) =213, fallst = —%,

m, falls —%<t<e,

0, fallse <t <3,

1, falls 3 <t <4,

gegeben ist.

Aufgabe 23.2.*
a) Unterteile das Intervall [—4, 5] in sechs gleichgroBe Teilintervalle.

b) Bestimme das Treppenintegral derjenigen Treppenfunktion auf [—4,5],
die auf der in a) konstruierten Unterteilung abwechselnd die Werte 2 und —1
annimmt.

Aufgabe 23.3. Man gebe ein Beispiel fiir eine Funktion f: [a,b] — R an,
die nur endlich viele Werte annimmt, aber keine Treppenfunktion ist.

Aufgabe 23.4. Es seien
f7 g: [CL, b] — R

zwei Treppenfunktionen. Zeige, dass dann auch

(1) f+g,
(3) max (f,g),
(4) min (f,g),

Treppenfunktionen sind.
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Aufgabe 23.5. Es sei
[ [a,b] — [e,d]
eine Treppenfunktion und
g: [c,d] — R
eine Funktion. Zeige, dass die Hintereinanderschaltung g o f ebenfalls eine
Treppenfunktion ist.

Aufgabe 23.6.*
Man gebe ein Beispiel einer beschrankten Funktion
f:[0,1] — R,

die nicht Riemann-integrierbar ist.

Aufgabe 23.7. Berechne das bestimmte Integral

1
/ tdt
0

explizit iiber obere und untere Treppenfunktionen.

Aufgabe 23.8. Berechne das bestimmte Integral

2
/ 3 dt
1

explizit iiber obere und untere Treppenfunktionen.

Aufgabe 23.9. Berechne das bestimmte Integral

7
/ 3+ 32— 2t +5dt
-2

explizit iiber obere und untere Treppenfunktionen.

Aufgabe 23.10.*

Zeige (ohne Stammfunktionen zu verwenden)

1
/ e*dr = e — 1.
0

Aufgabe 23.11. Sei f eine Riemann-integrierbare Funktion auf [a,b] mit
f(z) > 0 fiir alle x € [a,b]. Man zeige: Ist f stetig in einem Punkt ¢ € [a, 0]
mit f(c) > 0, dann gilt

/abf(x)d:c>0.
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Aufgabe 23.12.*
Es sei

fila, b)) — R
stetig mit

/a  fa)g()dr = 0

fiir jede stetige Funktion g: [a,b] — R. Zeige f = 0.

Aufgabe 23.13. Wir betrachten die Funktion
fr00,1]] — R, t—1—1¢

Fiir welches z € [0, 1] besitzt die zugehorige zweistufige (maximale) untere
Treppenfunktion zu f den maximalen Flacheninhalt? Welchen Wert besitzt
er?

Aufgabe 23.14.*
Wir betrachten die Funktion

1
1,2] — R, t— g(t) = T

(1) Beschreibe den Flicheninhalt zur unteren maximalen Treppenfunk-
tion zu g zur Intervallunterteilung 1 < z < 2 in Abhéngigkeit von
x.

(2) Bestimme dasjenige = zwischen 1 und 2, fiir das der Fliacheninhalt zur
unteren maximalen Treppenfunktion zu ¢ zur Intervallunterteilung
1 < x < 2 maximal wird. Welchen Wert hat dieser Flacheninhalt?

Bei den beiden vorstehenden Aufgabe kann man sich fragen, wie bei einer
feineren Unterteilung, beispielsweise mit zwei Zwischenpunkten, das optimale

untere Treppenintegral aussieht. Dies wird im zweiten Semester beantwortet,
siche Aufgabe **#¥*

Aufgabe 23.15. Zeige, dass fiir die Funktion

1
10,1] — R, 2 — —,
xXr

weder das Unterintegral noch das Oberintegral existiert.
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Aufgabe 23.16.*
Es sei I = [a, b] ein kompaktes Intervall und sei
f:I—R

eine Funktion. Es gebe eine Folge von Treppenfunktionen (s,,), oy mit s, < f
und eine Folge von Treppenfunktionen (t,), .y mit ¢, > f. Es sei vorausge-
setzt, dass die beiden zugehorigen Folgen der Treppenintegrale konvergieren
und dass ihre Grenzwerte iibereinstimmen. Zeige, dass dann f Riemann-
integrierbar ist und dass

b

b b
lim [ s,(x)dr = / flz)dx = lim [ t,(x)dz

n—oo n—oo a

gilt.

Aufgabe 23.17.*

Es sei [ ein beschréanktes Intervall und f: I — R eine nach unten beschriankte
stetige Funktion. Es sei vorausgesetzt, dass das Supremum {iiber alle Treppen-
integrale zu dquidistanten unteren Treppenfunktionen existiert. Zeige, dass
dann auch das Supremum zu allen Treppenintegralen zu unteren Treppen-
funktionen (also das Unterintegral) existiert und mit dem zuerst genannten
Supremum iibereinstimmt.

Aufgabe 23.18. Es sei [ ein kompaktes Intervall und sei
f:I—R

eine monotone Funktion. Zeige, dass f Riemann-integrierbar ist.

Aufgabe 23.19.*

Es sei
fi]a, b)) — R

eine Riemann-integrierbare Funktion. Zu n € N, sei
Sp: la,b] — R

diejenige untere Treppenfunktion zu f zur dquidistanten Unterteilung in n
gleichlange Intervalle, die auf dem Teilintervall
G-—Db—-a)  jlb—a)

I =[a+ ,a+ Li=1,...,n,
n n

(fiir j = n sei das Intervall rechtsseitig abgeschlossen) das Infimum von f(z),
x € I;, annimmt. Zeige, dass die Folge der Treppenintegrale zu s, gegen

/ ; f(z)dx konvergiert.
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Aufgabe 23.20. Es sei I = [a, b] ein kompaktes Intervall und sei
f: I—R
eine Funktion. Zeige, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind.

(1) Die Funktion f ist Riemann-integrierbar.

(2) Es gibt eine Unterteilung @ = a9 < a3 < --- < a, b  derart, dass
die einzelnen Einschrinkungen f; := f|4,_, «,) Riemann-integrierbar
sind.

(3) Fiir jede Unterteilung a = a9 < a3 < -+ < a, b sind die Ein-
schrinkungen f; := f|j4,_, «,) Riemann-integrierbar.

Aufgabe 23.21. Es sei I = [a,b] C R ein kompaktes Intervall und es seien
fyg: I — R zwei Riemann-integrierbare Funktionen. Beweise die folgenden
Aussagen.

(1) Ist m < f(z) < M fiir alle z € I, so ist m(b — a) < fabf(t)dt <
M(b—a).

(2) Ist f(x) < g(x) fiir alle z € I, so ist fab f(t)dt < f: g(t)dt.

(3) Bsiist [0 f(t) + g(t)dt = [ f(t)dt+ [ g(t) dt.

(4) Fiir c € Rist [“(cf)(t)dt = c [7 f(t)dt.

Aufgabe 23.22.*

Es sei I = [a,b] ein kompaktes Intervall und es seien f,g: I — R zwei
Riemann-integrierbare Funktionen. Zeige, dass auch max (f,g) Riemann-
integrierbar ist.

Aufgabe 23.23. Es sei I = [a,b] ein kompaktes Intervall und f: I — R
eine Riemann-integrierbare Funktion. Zeige, dass

[ swal< [ i)

23.2. Aufgaben zum Abgeben.

gilt.

Aufgabe 23.24. (4 Punkte)

Bestimme das bestimmte Integral

b
/ 2 dt

in Abhéangigkeit von a und b explizit iiber obere und untere Treppenfunktio-
nen.
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Aufgabe 23.25. (5 Punkte)
Man gebe ein Beispiel einer stetigen Funktion
f: la,b] — [¢,d]
und einer Treppenfunktion
g: [c,d] — R

derart, dass die Hintereinanderschaltung g o f keine Treppenfunktion ist.

Aufgabe 23.26. (6 Punkte)

Zeige, dass fiir die Funktion

1
0.1] —m R, 2 +— —
]7] 71" \/E?

das Unterintegral existiert, aber nicht das Oberintegral.

Tipp: Verwende Aufgabe 9.5.

Aufgabe 23.27. (8 Punkte)

Berechne das bestimmte Integral

2
1
[
Lt

explizit iber obere und untere Treppenfunktionen.

Aufgabe 23.28. (5 Punkte)
Wir betrachten die Funktion
f:]0,1] — R, t — f(2),

0firt=20
t) = ’
/) {sin%fﬁrt#o.

Zeige, dass f Riemann-integrierbar ist, dass es aber keine Treppenfunktion
s mit der Eigenschaft gibt, dass [s(t) — f(¢)| < 1 fiir alle t € [0, 1] ist.

Aufgabe 23.29. (6 Punkte)

Es sei I = [a,b] ein kompaktes Intervall und es seien f,g: I — R zwei
Riemann-integrierbare Funktionen. Zeige, dass auch fg Riemann-integrierbar
ist.
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Aufgabe 23.30. (6 Punkte)
Man gebe ein Beispiel fiir eine stetige, streng wachsende Funktion
f:00,1] —R

derart, dass es ein n € N mit der Eigenschaft gibt, dass das Treppenintegral
zur maximalen unteren Treppenfunktion zur dquidistanten Unterteilung in
n Teilintervalle grofler ist als dasjenige zu n + 1 Teilintervallen (d.h. mehr
Teilungspunkte fithren zu einer schlechteren Approximation).

24. VORLESUNG - HAUPTSATZ

24.1. Der Mittelwertsatz der Integralrechnung.

Funklion 5.Grades [fxh=ie5)" (5 3" 0 1) 2132))

' b
f fiz)dz= f(z)(k- a)

G

0]

Zu einer Riemann-integrierbaren Funktion f: [a,b] — R kann man

[P r@t)dt

b—a
als die Durchschnittshohe der Funktion ansehen, da dieser Wert mit der
Lange b — a des Grundintervalls multipliziert den Fldcheninhalt unterhalb
des Graphen zu f ergibt. Der Mittelwertsatz der Integralrechnung besagt,

dass fiir eine stetige Funktion dieser Durchschnittswert (oder Mittelwert)
von der Funktion auch angenommen wird.

Satz 24.1. Es sei [a,b] ein kompaktes Intervall und sei
f:la,b] — R

eine stetige Funktion. Dann gibt es ein ¢ € |a,b] mit
b
| sterae = s -a)

Beweis. Uber dem kompakten Intervall ist die Funktion f nach oben und
nach unten beschrankt, es seien m und M das Minimum bzw. das Maximum
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der Funktion, die aufgrund von Satz 13.10 angenommen werden. Dann ist
insbesondere m < f(x) < M fiir alle z € |[a,b] und

m(b—a) < /bf(t)dt < M(b—a).

Daher ist f;f(t) dt = d(b— a) mit einem d € [m,M] und aufgrund des
Zwischenwertsatzes gibt es ein ¢ € [a,b] mit f(c) = d. d
24.2. Der Hauptsatz der Infinitesimalrechnung.

Es ist geschickt, auch Integralgrenzen zuzulassen, bei denen die untere Inte-
gralgrenze die obere Intervallgrenze und die obere Integralgrenze die untere
Intervallgrenze ist. Dazu definieren wir fiir @ < b und eine integrierbare
Funktion f: [a,b] = R

/baf(t) dt = —/abf(t) dt.

Definition 24.2. Es sei [ ein reelles Intervall und sei
f: I —R

eine Riemann-integrierbare Funktion und a € I. Dann heifit die Funktion
I — R, x»—>/ f(t)dt,
die Integralfunktion zu f zum Startpunkt a.

Man spricht auch von der Flichenfunktion oder einem unbestimmten Integral.

Das z im Satz ist das g in der Animation, und x + h im Satz ist das wandernde
2 in der Animation. Der wandernde Punkt z in der Animation ist ein Punkt, wie
er im Mittelwertsatz der Integralrechnung auftritt.

Die folgende Aussage heifit Hauptsatz der Infinitesimalrechnung.
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Satz 24.3. Es sei I ein reelles Intervall und sei
f: I —R

eine stetige Funktion. Es set a € I und es sei

Flz) = / () dt
die zugehorige Integralfunktion. Dann ist F' differenzierbar und es gilt

F'(z) = f(z)

fir alle x € 1.

Beweis. Es sei x fixiert. Der Differenzenquotient ist

F(x+h})L—F(a:) _ %(/j“”f(t) dt_/amf(t) dt) _ %/:Jrhf(t) dt.

Wir miissen zeigen, dass fir h — 0 der Limes existiert und gleich f(x)
ist. Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gibt es zu jedem h ein?®
¢n € [x,x + h] mit

z+h
fleh = | " par

und damit ist

z+h
. f (t)dt
flew) = J= 1O,
Fiir h — 0 konvergiert ¢;, gegen x und wegen der Stetigkeit von f konvergiert
f(cn) gegen f(x). O
24.3. Stammfunktion.
Zur Definition von Stammfunktionen setzen wir wieder K = R oder = C.

Wir werden uns aber weitgehend auf den reellen Fall beschranken.
Definition 24.4. Es sei D C K offen und sei
f: D—K
eine Funktion. Eine Funktion
F: D—K
heifit Stammfunktion zu f, wenn F' auf D differenzierbar ist und F'(z) =

f(z) fiir alle x € D gilt.

Den Hauptsatz der Infinitesimalrechnung kann man zusammen mit Satz
23.14 als einen Existenzsatz fiir Stammfunktionen interpretieren.

23Bei h positiv. Bei h negativ ist ¢;, € [+ h, z]. In jedem Fall liegt es in [z — |h|, 2+ |h]].
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Korollar 24.5. Es sei I ein reelles Intervall und set
f: I —R

eine stetige Funktion. Dann besitzt f eine Stammfunktion.

Beweis. Es seia € I ein beliebiger Punkt. Aufgrund von Satz 23.14 existiert
das Riemann-Integral
/ 70

und aufgrund des Hauptsatzes ist F'(z (x), d.h. F ist eine Stammfunk-
tion von f. O

Lemma 24.6. Es sei I ein reelles Intervall und sei
f: I —R

eine Funktion. Es seien F' und G zwei Stammfunktionen von f. Dann ist
F — G eine konstante Funktion.

Beweis. Es ist
(F-G)) =F -G =f-f=0.
Dabher ist nach Korollar 19.4 die Differenz F' — G konstant. O

Gottfried Wilhelm Leibniz
IsaaC NeWtOD (1643—1727) (1646—1716)

Die folgende Aussage ist ebenfalls eine Version des Hauptsatzes, der darin
ausgedriickte Zusammenhang heifit auch Newton-Leibniz-Formel.

Korollar 24.7. Es sei I ein reelles Intervall und set

f: I —R
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eine stetige Funktion, fir die F' eine Stammfunktion sei. Dann gilt fiir a,b €

I die Gleichheit ,
/ F(t)dt = F(b) — Fla).

Beweis. Aufgrund von Satz 23.14 existiert das Integral. Mit der Integralfunk-
tion

G(x) ::/ f(t)dt
gilt die Beziehung

b
/ f(t)dt = G(b) = G(b) — G(a).
Aufgrund von Satz 24.3 ist G differenzierbar mit

G'(z) = f(2),

d.h. G ist eine Stammfunktion von f. Wegen Lemma 24.6 ist F'(z) = G(x)+
c. Daher ist

/ F#)dt = Gb) — Cla) = F(b) — ¢ — Fla)+ ¢ = F(b) — Fla).
O

Da eine Stammfunktion nur bis auf eine additive Konstante bestimmt ist,
schreibt man manchmal

/f(t)dt:F+c,

und nennt c eine Integrationskonstante. In gewissen Situationen, insbesondere
im Zusammenhang mit Differentialgleichungen, wird diese Konstante durch
zusitzliche Bedingungen festgelegt.

Notation 24.8. Es sei I ein reelles Intervall und F: I — R eine Stamm-
funktion zu f: I — R. Es seien a,b € I. Dann setzt man

b
F|® .= F(b) — F(a) = / f(t)dt.

Diese Notation wird hauptséichlich bei Rechnungen verwendet, vor allem
beim Ermitteln von bestimmten Integralen.

Mit den schon frither bestimmten Ableitungen von differenzierbaren Funk-
tionen erhélt man sofort eine Liste von Stammfunktionen zu einigen wichti-
gen Funktionen. In der néchsten Vorlesung werden wir weitere Regeln zum
Auffinden von Stammfunktionen kennenlernen, die auf Ableitungsregeln be-
ruhen. Im Allgemeinen ist das Auffinden von Stammfunktionen schwierig.

Die Stammfunktion zu %, wobei z € R, und a € R, a # —1, ist, ist ﬁwaﬂ.
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Beispiel 24.9. Zwischen zwei (punktformig gedachten) Massen M und m
bestehe der Abstand Ry. Aufgrund der Gravitation besitzt dieses System
eine gewisse Lageenergie. Wie dndert sich die Lageenergie, wenn die beiden
Massen auf einen Abstand von R; > Ry auseinander gezogen werden?

Die aufzubringende Energie ist Anziehungskraft mal Weg, wobei die Anzie-
hungskraft allerdings selbst vom Abstand der Massen abhéngt. Nach dem
Gravitationsgesetz ist die Kraft beim Abstand r gleich

wobei 7 die Gravitationkonstante bezeichnet. Daher ist die Energie (oder Ar-
beit), die man aufbringen muss, um den Abstand von Ry auf R; zu erhdhen,
gleich

Damit kann man der Differenz der Lageenergien zum Abstand Ry bzw. R,
einen sinnvollen Wert zuweisen, nicht aber den Lageenergien selbst.

Die Stammfunktion der Funktion % ist der natiirliche Logarithmus.

Die Stammfunktion der Exponentialfunktion ist die Exponentialfunktion
selbst.

Die Stammfunktion von sinx ist — coszx, die Stammfunktion von coszx ist
sin x.

1

Die Stammfunktion von 5 T
X

ist arctan x, es ist ja

1

1
cos?(arctan z)

1

cos?(arctan z)+sin?(arctan x)
cos?(arctan )

(arctanz)” =

1 + tan?(arctan )
1

1422
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Die Stammfunktion von - auf |—1,1] ist
1.1 1
§1n1fz = S(n(1+2)~In(1-2)),
es ist ja
N ' 1 1—2 (I1—-2)+(1+2)
— - In — — . .
2 1—z 2 14z (1 —x)?
1 2
2 (1+2)(1—2)
1
= m.

Auf R\ {—1,1} ist 1 In || eine Stammfunktion.

In der iibernéchsten Vorlesung werden wir ein Verfahren angeben, wie man
zu einer beliebigen rationalen Funktion (also einem Quotienten aus zwei Po-
lynomen) eine Stammfunktion finden kann.

Achtung! Integrationsregeln sind nur anwendbar auf Funktionen, die im ge-
samten Intervall definiert sind. Z.B. gilt nicht

“dt 1, 1 1 2

— __|a _ - = _Z
—a -

= —
ot T a a a

)

da hier iiber eine Definitionsliicke hinweg integriert wird.

Beispiel 24.10. Wir betrachten die Funktion
[ R— R t— f(t),

Ft) = {0 fiir t = 0,

%sint%fﬁrt#o.

Diese Funktion ist nicht Riemann-integrierbar, da sie weder nach oben noch
nach unten beschrankt ist. Es existieren also weder untere noch obere Trep-
penfunktionen fiir f. Trotzdem besitzt f eine Stammfunktion. Dazu betrach-

ten wir die Funktion
Ofirt=0
H(t) == { e

%COS%Z firt #£0.

mit

Diese Funktion ist differenzierbar. Fiir t # 0 ergibt sich die Ableitung
1 1 1
/ _ .
H'(t) = tcost—2 + S sin .

Fir t = 0 ist der Differenzenquotient gleich

h? 1

2w ﬁCosi.

h 2 h?

Fiir h +— 0 existiert der Grenzwert und ist gleich 0, so dass H iiberall diffe-
renzierbar ist (aber nicht stetig differenzierbar). Der erste Summand in H' ist
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stetig und besitzt daher nach Korollar 24.5 eine Stammfunktion G. Daher
ist H — G eine Stammfunktion von f. Dies ergibt sich fiir ¢ # 0 aus der
expliziten Ableitung und fiir ¢ = 0 aus

H'(0) = G'(0) = 0—0 = 0.

24 .4. Stammfunktionen zu Potenzreihen.

Wir erinnern daran, dass die Ableitung einer konvergenten Potenzreihe glied-
weise gewonnen werden kann.

Lemma 24.11. FEs ses
F= Y
n=0

eine in U(0,r) konvergente Potenzreihe. Dann ist die Potenzreihe

o0

2 : Ap—1 l’n
n

n=1

ebenfalls in U(0, 1) konvergent und stellt dort eine Stammfunktion fir f dar.

Beweis. Seiz € U(0,r). Nach Voraussetzung und nach Lemma 16.7 ist dann

auch die Reihe
o
E |anxn|
n=0

konvergent. Fiir jedes n > |z| gelten die Abschétzungen

Ap—1 CCn
n

Daher gilt fiir ein & > |z| die Abschitzung
Ap—1 n -
x

o0
Z - < Z ‘an_lx"_l‘.

_ x _
< |an—12""| E‘ < |an—12"7'|.

Die rechte Reihe konvergiert nach Voraussetzung und ist daher eine konver-
gente Majorante fiir die linke Reihe. Daher konvergiert auch )7, ‘%x"‘
und nach Satz 9.9 auch 7, “==1z". Die Stammfunktionseigenschaft folgt

aus Satz 20.9. O

Mit dieser Aussage kann man manchmal die Taylor-Polynome (bzw. die
Taylor-Reihe) einer Funktion bestimmen, indem man die Taylor-Polynome
der Ableitung verwendet. Wir geben dazu ein typisches Beispiel.

Beispiel 24.12. Wir wollen die Taylor-Reihe des natiirlichen Logarithmus
im Entwicklungspunkt 1 bestimmen. Die Ableitung des natiirlichen Loga-
rithmus ist nach Korollar 20.12 gleich 1/x. Diese Funktion besitzt nach Satz
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9.13 die Potenzreihenentwicklung

L= S 1

im Entwicklungspunkt 1 (die fiir |z — 1| < 1 konvergiert). Daher besitzt nach
Lemma 24.11 der natiirliche Logarithmus die Potenzreihe

— (—1)F k
> (x—1)*.
k=1 k
Mit z = z — 1 ist dies die Reihe
22 23zt S
r— - -

24. ARBEITSBLATT

24.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 24.1. Lucy Sonnenschein fahrt fiinf Stunden lang Fahrrad. In den
ersten zwei Stunden schafft sie 30 km und in den folgenden drei Stunden
schafft sie auch 30 km. Was ist insgesamt ihre Durchschnittsgeschwindigkeit?

Aufgabe 24.2. Es seien
fa g: [CL, b] — R

zwei stetige Funktionen mit der Eigenschaft

/ab f(z)dz = /abg(x)dx

Beweise, dass es ein ¢ € [a,b] mit f(c) = g(c) gibt.

Aufgabe 24.3. Es seien
f’ g: [aa b] — R

zwei stetige Funktionen und es sei g(t) # 0 fiir alle ¢ € [a, b]. Zeige, dass es
dann ein s € [a,b] gibt mit

b b
/ﬂm®ﬁ=ﬂ$/ﬂmw
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Aufgabe 24.4.*

Beweise den Mittelwertsatz der Differentialrechnung fiir differenzierbare
Funktionen

g R—R
und ein kompaktes Intervall [a,b] C R aus dem Mittelwertsatz der Integral-
rechnung (es muss nicht gezeigt werden, dass die Durchschnittsgeschwindig-
keit im Innern des Intervalls angenommen wird).

Aufgabe 24.5. Essei f: R — R, z — f(z), eine stetige Funktion und F(x)
eine Stammfunktion zu f(z). Zeige, dass F(xz — a) eine Stammfunktion zu

f(x —a) ist.

Aufgabe 24.6. Es sei f: R — R, z — f(z), eine stetige Funktion und
F(z) eine Stammfunktion zu f(x). Zeige, dass —F(—x) eine Stammfunktion
zu f(—x) ist.

Aufgabe 24.7. Essei f: R — R, z +— f(z), eine stetige Funktion und F(x)
eine Stammfunktion zu f(x). Zeige, dass F(x) + cz eine Stammfunktion zu
f(z) + c ist.

Aufgabe 24.8. Bestimme eine Stammfunktion zu
f(z) = 42* — 32 + 2,
die an der Stelle 3 den Wert 5 besitzt.

Aufgabe 24.9. Berechne das bestimmte Integral fOS f(t) dt, wobei die Funk-
tion f durch

t+1, falls 0 <t <2,

2 —6t+11, falls2 <t <5,
6, falls 5 <t <6,

—2t+ 18, falls 6 <t <8,

ft) =
gegeben ist.

Aufgabe 24.10. Berechne das bestimmte Integral

4
/ 322 — 5x + 6dzx.

-1
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Aufgabe 24.11. Ein Korper werde zum Zeitpunkt 0 losgelassen und falle
luftwiderstandsfrei aus einer gewissen Hohe unter der (konstanten) Schwer-
kraft der Erde nach unten. Berechne die Geschwindigkeit v(¢) und die zuriick-
gelegte Strecke s(t) in Abhéngigkeit von der Zeit ¢t. Nach welcher Zeit hat
der Korper 100 Meter zuriickgelegt?

Aufgabe 24.12.*

Berechne das bestimmte Integral zur Funktion

1 1 B
f: R+—>R,x>—>f(x):\/§—%+2x+3—e ,

tiber [1,4].

Aufgabe 24.13. Berechne das bestimmte Integral

/5x2+3x—6
—dx.
9 r—1

Aufgabe 24.14. Bestimme den Fldcheninhalt unterhalb des Graphen der
Sinusfunktion zwischen 0 und 7.

Aufgabe 24.15.*

Berechne den Flacheninhalt der Fliche, die durch die beiden Graphen zu
f(x) = 2% und g(x) = /7 eingeschlossen wird.

Aufgabe 24.16. Es sei a die minimale positive Zahl mit sina = cosa.
Berechne den Fldacheninhalt derjenigen Flédche, die durch den Graphen des
Kosinus und den Graphen des Sinus oberhalb von [0, a] eingeschlossen wird.

Aufgabe 24.17.*

Bestimme den Durchschnittswert der Quadratwurzel /x fir x € [1,4]. Ver-
gleiche diesen Wert mit der Wurzel des arithmetischen Mittels von 1 und 4
und mit dem arithmetischen Mittel der Wurzel von 1 und der Wurzel von 4.

Aufgabe 24.18. Bestimme den Durchschnittswert des Sinus sinz fiir v €
[0, 7.
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Aufgabe 24.19.*

Wir betrachten die Exponentialfunktion e* auf einem Intervall der Form
la,a+1].

(1) Bestimme den Mittelwert (Durchschnittswert) der Exponentialfunk-
tion auf [a,a + 1].

(2) Bestimme den Punkt ¢ € [a,a + 1], in dem die Exponentialfunktion
den Durchschnittswert annimmt.

(3) Was féllt auf?

Aufgabe 24.20.*

Eine Person will ein einstiindiges Sonnenbad nehmen. Die Intensitét der Son-
neneinstrahlung werde im Zeitintervall [6,22] (in Stunden) durch die Funk-
tion

f:06,22] — R, t —> f(t) = —t> +27t* — 120¢,
beschrieben. Bestimme den Startzeitpunkt des Sonnenbades, so dass die Ge-
samtsonnenausbeute maximal wird.

Aufgabe 24.21.*
Zeige, dass fiir jedes n € Ny die Abschétzung

1 1
i — < In2
n+1+n+2+ +2n_n

gilt. Tipp: Betrachte die Funktion f(z) = < auf dem Intervall [1,2].

Aufgabe 24.22. Bestimme die zweite Ableitung der Funktion

F(z) = / V5 — 13 1 2t dt.
0

Aufgabe 24.23. Es sei g: R — R eine differenzierbare Funktion und es sei
f: R — R eine stetige Funktion. Zeige, dass die Funktion
9(z)

hz) = F(t) at

0
differenzierbar ist und bestimme ihre Ableitung.

Aufgabe 24.24. Es sei f: [0,1] — R eine stetige Funktion. Betrachte die
durch

3=

0 = / () dt

definierte Folge. Entscheide, ob diese Folge konvergiert und bestimme gege-
benenfalls den Grenzwert.
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Aufgabe 24.25. Es sei )~ a, eine konvergente Reihe mit a,, € [0,1] fir
allen € Nund sei f: [0,1] — R eine Riemann-integrierbare Funktion. Zeige,

dass dann die Reihe -
> [ s
n=1 0

absolut konvergent ist.

Aufgabe 24.26. Man zeige, dass die Gleichung

/ dt = 1
0

eine einzige Losung x € [0, 1] besitzt.

24.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 24.27. (3 Punkte)
Berechne das bestimmte Integral

/7x3—2x2—x+5
1 r+1

dx .

Aufgabe 24.28. (3 Punkte)

Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
1

NN

Aufgabe 24.29. (4 Punkte)

Berechne den Flicheninhalt der Flache, die durch die Graphen der beiden
Funktionen f und ¢ mit

f(z) =2 und g(z) = —22* + 3w + 4

eingeschlossen wird.

Aufgabe 24.30. (4 Punkte)
Wir betrachten die Funktion
f: R— R t— f(t),

0firt=0
t) = ’
/) {sin%ﬁirt;«éo.

2

Zeige, unter Bezug auf die Funktion g(z) = x* cos 91?7 dass f eine Stammfunk-

tion besitzt.
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Aufgabe 24.31. (5 Punkte)
Betrachte die durch

:_Z\[

gegebene Folge. Zeige, dass diese Folge konvergiert und bestimme den Grenz-
wert.

(Verwende Eigenschaften der Wurzelfunktion.)

Aufgabe 24.32. (6 Punkte)
Man gebe ein Beispiel fiir eine stetige, streng wachsende Funktion
f:10,1] —R

derart, dass es ein n € N mit der Eigenschaft gibt, dass das Treppenintegral
zur maximalen unteren Treppenfunktion zur dquidistanten Unterteilung in
n Teilintervalle grofler ist als dasjenige zu n + 1 Teilintervallen (d.h. mehr
Teilungspunkte fithren zu einer schlechteren Approximation).

(Ignoriere zuerst die beiden Bedingungen stetig und streng.)

25. VORLESUNG - INTEGRATIONSREGELN

Wir besprechen nun die wesentlichen Rechenregeln, mit denen man Stamm-
funktionen finden bzw. bestimmte Integrale berechnen kann. Sie beruhen auf
Ableitungsregeln.

25.1. Partielle Integration.

Satz 25.1. Es seien
fyg: [a,b] — R

stetig differenzierbare Funktionen. Dann gilt

g/f (t)dt = fol’— /f

Beweis. Aufgrund der Produktregel ist fg eine Stammfunktion von f¢'+ f’g.
Daher ist

/f ﬁ+/f Azmwfm@ﬁzfﬁ-
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Bei der partiellen Integration sind insbesondere zwei Dinge zu beachten. Er-
stens liegt die zu integrierende Funktion im Allgemeinen nicht in der Form f¢’
vor, sondern einfach als Produkt v (wenn kein Produkt vorliegt, so kommt
man mit dieser Regel sowieso nicht weiter, wobei allerdings die triviale Pro-
duktzerlegung 1u manchmal helfen kann). Dann muss man einen Faktor in-
tegrieren und den anderen differenzieren. Wenn V' eine Stammfunktion von
v ist, so lautet die Formel

/uv:uV—/u'V.

Zweitens fithrt partielle Integration nur dann zum Ziel, wenn das Integral
rechts, also fab f(t)g(t) dt, integriert werden kann.

Beispiel 25.2. Wir bestimmen eine Stammfunktion des natiirlichen Loga-
rithmus In  mittels partieller Integration, wobei wir Inz = 1-Inz schreiben
und die konstante Funktion 1 integrieren und den Logarithmus ableiten. Da-
mit ist

b b b
/ Inzxdr = (a:-lnx)|g—/ - dx = (x-ln:v)|2—/ ldr = (z-Inz)?—2°.

Eine Stammfunktion ist also z - Inx — .

Beispiel 25.3. Eine Stammfunktion der Sinusfunktion sin x ist — cos x. Um
Stammfunktionen zu sin™ z zu finden, verwenden wir partielle Integration,
um eine rekursive Beziehung zu kleineren Potenzen zu erhalten. Um dies
préazise zu machen, arbeiten wir mit Intervallgrenzen, und zwar sollen die
Stammfunktionen von 0 ausgehen, also fiir 0 den Wert 0 besitzen. Fiirn > 2
ist mittels partieller Integration

xT €T
/ sin"tdt = / sin®2¢ - sin®tdt
0 0

= / sin” 2 ¢ - (1 — cos? t) dt
0

xT X
= / sin" 2t dt — / (sin”_2 t cos t) costdt
0 0

T i an—1 T
sin" "¢ 1
= / sin" 2t dt — cost|y — —— / sin" tdt |.

Durch Multiplikation mit n — 1 und Umstellen erhélt man

n/ sin"tdt = (n—1) / sin""?tdt — sin" ! x cos z.
0 0
Speziell ergibt sich fiir n = 2

v 1
/ sin*tdt = §(x—sinxcos:c).
0

Die folgende Darstellung von 7 heifit Wallissches Produkt.
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John Wallis (1616-1703)

Korollar 25.4. FEs gilt die Darstellung

= 4k o 4k
H4k2—1_mféopl4k2—1'

Beweis. Wir setzen

™

7
an =/ sin” ¢ dt.
0

Dies ist eine fallende Folge, fiir die aufgrund von Beispiel 25.3 die rekursive

Beziehung
n—1

Ap = Ap—2

und die Anfangsbedingungen ap = § und a; = 1 gelten. Ausgeschrieben
bedeutet dies fiir gerades n

W nm—1)(n-3)---3-1

" nin—2)---4-2

und fiir ungerades n

(n—1)(n—3)---4-2
n(n—2)---5-3

Mit n = 2m bzw. n = 2m + 1 schreibt sich dies als

Ap =

(2m—1)2m—3)---3-1
Ao = —
2 om(2m —2)---4-2 2
bzw. als
2m(2m —2)---4-2
aom+1 =

(2m+1)2m —1)---5-3
Da die Folge fallend ist und aZiz = Zﬁ gilt, konvergieren die Quotienten
a“ﬁ gegen 1. Also ist insbesondere

Q2m

1 = lim
m=00 A2m+1
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(2m-1)(2m—3)--31 x
— 2m(2m—2)--42 2
- mLmOO 2m(2m—2)--+4-2
(2m+1)(2m—1)--5-3
I (2m+1)(2m —1)*(2m —3)?---52-3*-1 =
im - —,

m—o0 (2m(2m —2)---4- 2)2 2

Hier kann man den Zéahler, indem man zwei aufeinander folgende Faktoren
ausmultipliziert, als [],~,(4k* — 1) und den Nenner als [],-, 4k* schreiben.

Dabher ist
lim [[iz 47 = g

m—roo H?:l(‘lkg —1)

25.2. Integration der Umkehrfunktion.

Satz 25.5. Es sei f: [a,b] — [c,d] eine bijektive differenzierbare Funktion
und es sei ' eine Stammfunktion von f. Dann ist

Gy) = yf () —F(f ()

eine Stammfunktion der Umkehrfunktion 1.

Beweis. Ableiten unter Verwendung von Lemma 18.7 und Satz 18.9 ergibt

S ey 1 1
(wf ') = F(f'()) f (y)+y—f,(f_1(y)) f(f (y))—f,(f_l(y))
= ().
O
d
C
;| R T

Funktionsgraph mit Umkehrfunktion und Flédchen zur Berechnung eines Integrals
der Umkehrfunktion.
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Diese Aussage besitzt einen einfachen geometrischen Hintergrund. Wenn
f: [a,b] — Ry eine streng wachsende stetige Funktion ist (und daher ei-
ne Bijektion zwischen [a,b] und [f(a), f(b)] induziert), so besteht zwischen
den beteiligten Fldcheninhalten der Zusammenhang

b f(b)
/ fydst [ 0 =070) - as@)
bzw.

f(b)
dt—b —
[ 0@ =010) - afla /f

Fiir die Stammfunktion G von f~! mit dem Startpunkt f(a) gilt daher, wenn
F die Stammfunktion zu f bezeichnet, die Beziehung

)
Gly) = /f()f‘1

FUE W)
= / fH(t)dt
f(a)

1)
= W) — af(a) - / £(s) ds

yf ') — af(a) - F(f~' @) + F(a)
= yf Y y) - F(f () - af(a) + Fla),

wobei —af(a) + F(a) eine Integrationskonstante ist.

Beispiel 25.6. Wir berechnen eine Stammfunktion von arctan x unter Ver-
wendung von Satz 25.5. Eine Stammfunktion des Tangens ist

/tantdt = —In(cosx).

Also ist
x - arctan x + In(cos(arctan z))

eine Stammfunktion von arctan z.

25.3. Die Substitutionsregel.

Satz 25.7. Es sei I ein reelles Intervall und ses
f+ I —R
eine stetige Funktion. Es sei
g: la,b] — I
stetig differenzierbar. Dann gilt

g(b)
/ fg t)dt = f(s)ds

g(a)
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Beweis. Wegen der Stetigkeit von f und der vorausgesetzten stetigen Diffe-
renzierbarkeit von g existieren beide Integrale. Es sei F' eine Stammfunktion
von f, die aufgrund von Korollar 24.5 existiert. Nach der Kettenregel hat die
zusammengesetzte Funktion

t= Fg(t)) = (Fog)t)
die Ableitung F'(g(t))g'(t) = f(g(t))g'(t). Daher gilt insgesamt

b g(b)
/ﬂmmmﬁzwwm:nm»me:ﬂ%: f(s)ds.

g(a)

4

Beispiel 25.8. Typische Beispiele, wo man sofort erkennen kann, dass man
die Substitutionsregel anwenden kann, sind beispielsweise

/ g

mit der Stammifunktion

1 gn+1
n+1
oder
g/
/
mit der Stammfunktion
Ing.

Héufig liegt ein bestimmtes Integral nicht in einer Form vor, dass man die
vorstehende Regel direkt anwenden koénnte. Haufiger kommt die folgende
umgekehrte Variante zum Zug.

Korollar 25.9. Es sei
fila, b)) — R
eine stetige Funktion und es sei
@ [Ca d] — [CL, b]u S §0(8>7
eine bijektive, stetig differenzierbare Funktion. Dann gilt
b 1 (b)
[ rwae= |7 g s
a v~ 1(a)
Beweis. Nach Satz 25.7 ist

$H(b) e(e1 (1) b
/ flp(s)¢'(s) ds —/ flt)ydt = / F(t)dt.

“1(a) (¢=1(a))
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Bemerkung 25.10. Die Substitution wird folgendermaflen angewendet: Es

soll das Integral
b
/ f(t)dt

berechnet werden. Man muss dann eine Idee haben, dass durch die Substi-
tution

t = p(s)
das Integral einfacher wird (und zwar unter Beriicksichtigung der Ableitung
¢'(s) und unter der Bedingung, dass die Umkehrfunktion ¢! berechenbar
ist). Mit ¢ = o !(a) und d = ¢~ !(b) liegt insgesamt die Situation
e, d] -2 [a,0] - R
vor. In vielen Féallen kommt man mit gewissen Standardsubstitutionen weiter.

Bei einer Substitution werden drei Operationen durchgefiihrt.

(1) Ersetze f(t) durch f(p(s)).
(2) Ersetze dt durch ¢'(s)ds.
(3) Ersetze die Integrationsgrenzen a und b durch ¢~!(a) und ¢=1(b).

Fiir den zweiten Schritt empfiehlt sich die Merkregel

dt = dp(s) = ¢(s)ds,
der man im Rahmen der Theorie der , Differentialformen® auch eine inhalt-
liche Bedeutung geben kann.

Beispiel 25.11. Die obere Kreislinie des Einheitskreises ist die Punktmenge
{(z,y) | 2* +y* =1, -1<a<1,y>0}.

Zu gegebenem x, —1 < x < 1, gibt es genau ein y, das diese Bedingung erfiillt,
namlich y = +/1 — 22. Daher ist der Fliacheninhalt der oberen Einheits-
kreishélfte gleich der Fldche unter dem Graphen der Funktion x — /1 — 22
tiber dem Intervall [—1, 1], also gleich

1
/ vV1—22dz.
-1

Mit der Substitution
x = cost bzw. t = arccos x

(wobei cos : [0, 7] — [—1, 1] nach Korollar 21.4 bijektiv ist), erhdlt man unter
Verwendung von Beispiel 25.3

arccos b

b
/ V1—22dz = V1 — cos? t(—sint) dt

arccos a

arccos b
= — / sin® t dt
arccos a

arccos b
arccos a*

= i(sintcost —t)
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Insbesondere ist

1 1
5(3: - sin (arccos x) — arccos x) = 3 <:C -V 1 — 22 — arccos :c)

eine Stammfunktion zu v/1 — z2. Daher ist

! 1
/ V1—22de = §(x~\/1—x2—arccosac>|£1
-1

1
— 5(—alrccosl%—MCCOS(—I))
= /2.

Beispiel 25.12. Wir bestimmen eine Stammfunktion von /2 — 1 unter
Verwendung der Hyperbelfunktionen sinh ¢ und cosh ¢, fiir die die Beziehung
cosh?t —sinh®t = 1 gilt. Die Substitution

x = cosh ¢ mit dr = sinh tdt

liefert
b
/ Vi —1dx =

Eine Stammfunktion des Sinus hyperbolicus im Quadrat ergibt sich aus

. 2 1 t —t ? 1 2t —2t
sinh“¢ = 5(6—6) :—(e +e —2).

arcosh b

vVcosh?t — 1 -sinhtdt = / sinh? t dt.

arcosh a

arcosh b

arcosh a

4
Dabher ist
1/1 1 1 1
/sinhQudu = 1 (562“ — 56’2“ — 2u> = 1 sinh 2u — §u
und somit

1 1
/\/1’2 —ldx = ) sinh(2 arcosh z ) — 5 arcosh .

Aufgrund des Additionstheorems fiir Sinus hyperbolicus ist
sinh 2u = 2sinh u cosh u

und daher kann man diese Stammfunktion auch als

1
§(sinh (arcosh x ) cosh (arcosh x ) — arcosh z)

1
= 5(\/cosh(arcosh 2)* —1-z — arcosh x)

1
= 5(\/x2—1-x— arcosh :z:)

schreiben.

Beispiel 25.13. Wir wollen eine Stammfunktion fiir die Funktion

f@) = :

X

(x cosx — sinx)?
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bestimmen. Als Voriiberlegung berechnen wir die Ableitung von
1

rCoST —sinx

Diese ist ) ]
cosx — rsinx — cosx rsinx
(x cosx — sinx)? (x cosx — sinx)?’
Wir schreiben daher f als ein Produkt f(zr) = —=222 __ . L und wenden
(zcosz—sinz)? sinz

darauf partielle Integration an, wobei wir den ersten Faktor integrieren und
den zweiten Faktor ableiten. Die Ableitung des zweiten Faktors ist

( X )’ sinx — £ cosx
sin?
Dabher ist

/f(:c)dx = ! °

TCOST —sinx sinx

sinx

1 SINT — X Ccosx
_ : . — dx
T COST —sinx sin“ x
1 T 1
rCcosx —sinx sinx sin“ x
1 T
= — cot x.

TCoST —sinx Sinx
25. ARBEITSBLATT

25.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 25.1.*

Zeige durch Induktion nach n unter Verwendung der partiellen Integration
1 In!

/ (1 —x)"de = _mm

0 (m+n+1)!

In den folgenden Aufgaben, bei denen es um die Bestimmung von Stamm-
funktionen geht, ist jeweils ein geeigneter Definitionsbereich zu wahlen.

Aufgabe 25.2. Sei n € N, . Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion

z" - Inx.

Aufgabe 25.3. Es sei [ ein reelles Intervall und es sei
f: I —R

eine stetige Funktion mit der Stammfunktion F'. Es sei G eine Stammfunktion
von F' und es seien b, ¢ € R. Bestimme eine Stammfunktion der Funktion

(bt +¢) - f(t)
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Aufgabe 25.4. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
3

2% cosx —x?-sinz.
Aufgabe 25.5.*
Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion

(In(1+sinx)) -sinz.

Aufgabe 25.6. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion

sin?

cos?zx

Aufgabe 25.7. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion

arcsin z .

Aufgabe 25.8. Sei n € N, . Bestimme eine Stammfunktion der Funktion
R, — R, z — z'/",

unter Verwendung der Stammfunktion von 2™ und Satz 25.5.

Aufgabe 25.9. Bestimme eine Stammfunktion des natiirlichen Logarithmus
unter Verwendung der Stammfunktion seiner Umkehrfunktion.

Aufgabe 25.10.*
Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion

tanx .

Aufgabe 25.11. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
3
x

et 42
Aufgabe 25.12. Berechne das bestimmte Integral

NG
/ rsinz?dx.
0

Aufgabe 25.13. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
N3
ev®.
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Aufgabe 25.14. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
14+3vVe —2
(=22 —Vr—2

Aufgabe 25.15. Es sei

I la,b] — [c,d]
eine bijektive, stetig differenzierbare Funktion. Man beweise die Formel fiir
die Stammfunktion der Umkehrfunktion, indem man fiir das Integral

/c )y

die Substitution y = f(x) durchfithrt und anschlieBend partiell integriert.

Aufgabe 25.16.*

Begriinde den Zusammenhang

ab 1 a 1 b 1
/ —dx = / —d$+/ —dzx
1 X 1 T 1 T

fiir a,b € R, allein mit der Hilfe von Integrationsregeln.

Aufgabe 25.17.*

Berechne das bestimmte Integral
1
x
/ S
0 \3/ or + 1

Aufgabe 25.18.*

Berechne durch geeignete Substitutionen eine Stammfunktion zu

V3x2 +5r —4.

Aufgabe 25.19. Bestimme die Fliacheninhalte der beiden rechts skizzierten,
durch die blauen Kurven umrandeten Gebiete.
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25.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 25.20. (3 Punkte)

Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion

sin(lnz) .

Aufgabe 25.21. (4 Punkte)

Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
22+ 1
(x+1)%°

T .

Aufgabe 25.22. (4 Punkte)
Es sei I ein reelles Intervall und es sei
f: I —R

eine stetige Funktion mit der Stammfunktion F'. Es sei G eine Stammfunktion
von F'und H eine Stammfunktion von G. Es seien a, b, ¢ € R. Bestimme eine
Stammfunktion der Funktion

(at®> + bt +c) - f(t)

Aufgabe 25.23. (5 (2+3) Punkte)
Es sei

v: le,d] — [a, b]
eine streng wachsende, bijektive Funktion und

fila, b)) — R

eine Treppenfunktion.
a) Zeige, dass f o p ebenfalls eine Treppenfunktion ist.
b) Sei nun ¢ zusétzlich stetig differenzierbar. Bestétige die Gleichung

[ s = [ stotnesas

direkt, ohne Bezug auf die Substitutionsregel.
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Aufgabe 25.24. (5 Punkte)
Es sei g: R — R eine stetige Funktion. Betrachte die Funktion

@) = /0 “sin(t)g(x — Dt

fiir x € R. Zeige, dass f eine zweite Ableitung besitzt, und dass die folgende
Beziehung gilt:

f"+f=y

(Mit einer geeigneten Substitution kann man erreichen, dass die Variable x
nicht mehr als Argument der Funktion ¢ auftritt. Danach geht es darum,
geeignete trigonometrische Formeln anzuwenden.)

Aufgabe 25.25. (5 Punkte)

1]
y=f(x)

Es sei
f: [0’ 1] — ]R+
eine differenzierbare Funktion mit f’(z) > 0 fir alle z > 0. Fiir welche

Punkte ¢ € [0, 1] besitzt der Flacheninhalt der schraffierten Fléche ein lokales
Extremum? Handelt es sich dabei um ein Minimum oder um ein Maximum?

26. VORLESUNG -PARTIALBRUCHZERLEGUNG

Wir erinnern an den Begriff einer rationalen Funktion:

Zu zwei Polynomen P, Q) € K[X], @ # 0, heifit die Funktion
P(z)

Q(z)’

wobei D das Komplement der Nullstellen von @ ist, eine rationale Funktion.

D— K, z+——
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Wir méchten zeigen, wie man zu solchen rationalen Funktionen eine Stamm-
funktion finden kann. In vielen Féllen wissen wir das bereits. Wenn ) = 1
ist, so handelt es sich um ein Polynom P, das problemlos zu integrieren ist.

Fiir die Funktion 1/ ist der natiirliche Logarithmus In |z| eine Stammfunk-
tion.?* Damit ist auch eine Funktion vom Typ
1
ar +b
(mit @ # 0) integrierbar, eine Stammfunktion ist < In|az 4 b|. Damit kann
man iiberhaupt beliebige rationale Funktionen der Form
P(x)
ar +b
integrieren. Die Division mit Rest? fiihrt zu einer Darstellung
P = H(ax +0b) +c,
mit einem weiteren Polynom H und wobei das Restpolynom ¢ konstant ist,
da sein Grad kleiner als der Grad des linearen Polynoms ist, durch das die
Division durchgefiihrt wird. Aus dieser Gleichung erhélt man die Darstellung
P
Pa) g, e
ar +b ar +b
wobei wir fiir die beiden Summanden Stammfunktionen angeben kénnen. Die
Division mit Rest wird auch im allgemeinen Fall entscheidend sein. Davor

betrachten wir aber noch den Fall eines quadratischen Nennerpolynoms mit
Zahler 1, also

1
ax?+bx +c
mit a,b,c € R, a # 0. Durch Multiplikation mit a (bzw. Division des Nen-
ners durch a) kann man den Koeffizienten vor 2% zu 1 normieren. Durch
quadratisches Ergénzen kann man

P rbrtc=(z+d?+e

schreiben. Mit der neuen Variablen u = z + d (bzw. mit der Substitution
u = z+d) schreibt sich dies als u>+e. Mit einer weiteren Substitution unter
Verwendung der Quadratwurzel von e bzw. von —e gelangt man zu

1
5 oder o2
Im ersten Fall gilt
1
/1 _szdv = arctanv

24Die Wahl eines geeigneten Definitionsbereichs, um die Aussagen iiber Stammfunktio-
nen auch in dieser Hinsicht prézise zu machen, iiberlassen wir dem Leser.

25Man kann die Division mit Rest durch ein lineares Polynom az+b sukzessive fortsetzen
und erhélt ein Polynom in der ,neuen Variablen“ u = ax + b. Dies geht nicht mit einem
Polynom von héherem Grad.



338

und im zweiten Fall gilt
1 1. 14w 1
/1_U2dv = Elnl—v = §(ln|1+v| —In|1 —v]),
wie in der 24. Vorlesung gezeigt wurde. Fiir die inversen Funktionen zu Poten-

zen von reellen quadratischen nullstellenfreien Polynomen werden die Stamm-
funktionen durch folgende Rekursionsformel bestimmt.

Lemma 26.1. Es sei 22 + bz + ¢ (mit b,c € R) ein quadratisches Polynom
ohne reelle Nullstelle (d.h., dass A\ = Pde ) ist). Dann ist*

1
eine Stammfunktion von

2+ br+c
und fiirn > 1 gilt die Rekursionsformel

/r
i

1 2z+b s 1
= S+ (dn — 2 dz |.
n(4c—b2)((22—l—bz—|—c)n|r+< " )/T (22 + bx + ¢)" x)

Beweis. Ableiten ergibt

R E)) I ——
1

Al
1

c—bz21+x2+bx+%

2+ bxr+c

Zum Beweis der Rekursionsformel setzen wir ¢(z) := 2 + bz + ¢ und leiten

ab.

((2z + b)q’”)/ = 2¢7" —n(2r +b)g " (2z +b)
= 2¢7" —ng "2z +b)?
= 2¢7"—ng "t (4x2 + 4xb + b2)

Z6Manchmal wird eine Stammfunktion zu einer Funktion mit einer neuen Variablen an-
gegeben, um die Rollen von Integrationsvariablen und Variable fiir die Integrationsgrenzen
auseinander zu halten. In einem unbestimmten Integral, wo keine Integrationsgrenzen auf-
gefithrt werden, ist das nicht wichtig. Bei einem Integral der Form fOZ f(x)dx ist z die
Integrationsvariable und z die Grenzvariable. Der Ausdruck hingt aber nicht von x ab,
sondern lediglich von z. Deshalb ist [ f(z)dz = F(2) (auf beiden Seiten steht eine von
z abhiingige Funktion, und diese stimmen {iberein) richtig und [; f(z)dz = F(z) falsch.
Eine Formulierung wie F(x) ist eine Stammfunktion von f(x) ist aber korrekt.
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= 2¢7 " —ng "t (4q —4c+ b2)
= 2¢7 " —4dng" + n(4c — b2)q_"_1
= (2—4n)g " +n(4dc—b*)g "
Division durch n(4c — b*) und Umstellen ergibt
1 / 4n — 2
-n—1 _ 2 bg™™ -n
1 n(4c—b2)((x+ )" +n(40—b2)q
Dies ist die Behauptung. U

Bemerkung 26.2. Mit Lemma 26.1 kann man auch rationale Funktionen

der Form
rr —+ s

(2% + bx + )"

(mit 7, s € R, r # 0,) integrieren, wo also das Zéahlerpolynom linear und das
Nennerpolynom eine Potenz eines quadratischen Polynoms ist. Bei n = 1 ist

r 2x + b re + %b
T2 224brt+c  2+br+c
D.h., dass die Differenz zwischen dieser Ableitung und der zu integrierenden
Funktion vom Typ

(gln (1:2 + bx + c))l

u

22 +bx+c
ist, was wir aufgrund von Lemma 26.1 integrieren konnen. Bei n > 2 ist

<2@;f])'(x2+b;+wﬂ”4>/

- Zggﬁ-@m+1y@x+m-
re 4+ %b
(22 + bz + )"
und wieder ist das Integral auf eine schon behandelte Situation zuriick-
gefiihrt.

(22 + bz + )"

Wir mochten fiir beliebige rationale Funktionen f = g mit P,Q € R[X]
Stammfunktionen bestimmen. Dies geht grundsétzlich immer, vorausgesetzt,
dass man eine Faktorzerlegung des Nennerpolynoms besitzt. Aufgrund der
reellen Version des Fundamentalsatzes der Algebra, den wir in Analysis 11
beweisen werden,?” gibt es eine Faktorzerlegung

Q = (X_b1>"'(X_br)'Q1"'QS7
wobei die ¢; quadratische Polynome ohne reelle Nullstellen sind. Das Bestim-

men der Stammfunktionen zu rationalen Funktionen beruht auf der Partial-
bruchzerlegung von rationalen Funktionen, die wir zuerst besprechen.

2TWenn man auf diese spitere Aussage nicht vorgreifen méchte, so kann man sich im
Folgenden auf die Situation beschréanken, wo eine Zerlegung des Nennerpolynoms explizit
gegeben ist.
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26.1. Partialbruchzerlegung.

Die Partialbruchzerlegung liefert eine wichtige Darstellungsform fiir eine ra-
tionale Funktion P/Q, bei der die Nenner besonders einfach werden. Wir
beginnen mit dem Fall K = C, wo wir den Fundamentalsatz der Algebra zur
Verfiigung haben.

Satz 26.3. Es seien P,Q € C[X], Q # 0, Polynome und es sei
Q=X-a)" (X —ay"

mit verschiedenen a; € C. Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes Polynom
H € C[X] und eindeutig bestimmte Koeffizienten ¢;; € C, 1 < i < s,

P C11 C12 Cirq Cs1

. - H I S H

Q +X—a1+(X—a1)2+ +(X—(Z1)T1+ +X—GS

Cs2 Csrs
TXoar T T X —a
Beweis. Die Division mit Rest liefert eine eindeutige Darstellung

P p
— = H + —
Q Q

mit grad (P) < grad (Q)). Wir miissen daher die Aussage nur fiir Quotienten
aus Polynomen zeigen, wo der Grad des Z&hlerpolynoms kleiner als der Grad
des Nennerpolynoms ist. Wir fithren Induktion iiber den Grad r = Y7, r;
des Nennerpolynoms. Bei »r = 0,1 ist nichts zu zeigen, denn der Quotient
steht bereits in der gewiinschten Form. Es sei nun ) ein Nennerpolynom
vom Grad r und die Aussage sei fiir kleineren Grad bereits bewiesen. Es sei

X — a; ein Linearfaktor von (), so dass wir

Q = @ (X —a)
schreiben kénnen, wobei @ den Grad r — 1 besitzt. Die Ordnung von X — a;
in @) sei ri. Wir setzen

P o Clry 1 _f)

Q@ (X —a)™ Q@
an. Dies fiihrt auf

P=cp(X—a)? (X —ay)™+ P(X —ay),
aus der wir ¢y, und P bestimmen wollen. Da die Gleichheit insbesondere fiir
X = ay gelten soll, muss
P(a1)

(a1 — a2)7”2 e (al — as)rs
sein, wobei diese Division erlaubt ist, da die a; als verschieden vorausgesetzt
wurden. Wir betrachten nun

P—cy (X —a)? (X —as)™

Ciry =
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mit dem soeben bestimmten Wert cy,.,. Fiir diese Differenz ist dann a; nach
Konstruktion eine Nullstelle, so dass man nach Lemma 11.6 durch X — a4
teilen kann, also

P—c (X —ap)?- (X —a,)™ = (X —ay)P

erhiilt. Dadurch ist P eindeutig festgelegt. Der Grad von P ist kleiner als
der Grad von P und der Grad von P ist kleiner als der Grad von (). Daher

kénnen wir auf £ 3 die Induktionsvoraussetzung anwenden. U

Wir wenden uns nun der reellen Situation zu.
Satz 26.4. Es seien P,Q € R[X], Q # 0, Polynome und es sei
Q: (X_CLl)Tl...(X_aS)TS ithuu

mit verschiedenen a; € R und verschiedenen quadratischen Polynomen Q)
ohne reelle Nullstellen. Dann gibt es ein eindeutig bestimmtes Polynom H &€
R[X] und eindeutig bestimmte Koeffizienten ¢;; € R, 1 <i<s,1<j <y,
und eindeutig bestimmte lineare Polynome Ly, = dieX + epe, 1 < k < w,
1 S 14 S tk, mat

P C11 C12 Cirqy
— = H+ + 4o —1
Q X — ai (X — a1)2 (X — (Zl)rl
R Cs1 + Cs2 +...+L
X —as (X —ay)? (X —ag)s
Ly Lo Ly,
+— 4+ +
Q1 Qi i
T VI T .
Qu Q3 Qt“ '

Beweis. Wir gehen von der komplexen Partialbruchzerlegung von P/Q aus.
Die reell quadratischen Polynome @)}, zerfallen komplex als

Qr = (X —2)(X —%)

mit z = z;, € C. In der komplexen Partialbruchzerlegung betrachten wir
die Teilsumme

c d
(X—2)f  (X—3)
mit ¢,d € C. Wenn man auf die gesamte komplexe Partialbruchzerlegung die
komplexe Konjugation anwendet, so bleibt der reelle Quotient g unverandert,
so dass auch die Partialbruchzerlegung in sich iiberfiihrt wird. Daher miissen
c und d zueinander konjugiert sein und die obige Teilsumme ist daher

c ,_ ¢ (X -2 +eX -2 S
(X -2 (X-%2¢  (X-2X-2¢  Q

wobei das Zéhlerpolynom S reell ist, da es invariant unter der komplexen

Konjugation ist. Dieses Zdhlerpolynom ist im Allgemeinen nicht linear, wir

werden aber zeigen, dass man weiter auf lineare Zahlerpolynome reduzieren
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kann. Der Grad von S ist kleiner als der Grad des Nennerpolynoms. Durch
sukzessive Division mit Rest von S durch @), erhélt man

S = Lo+ LiQy + LoQi + - + Leq@ifl
mit linearen (reellen) Polynomen L;. Daher ist
S Lo+ LiQp+ LQi + - + Lo Q" Lo, Ly Leo Ly
o 7 Sl Tt T s Ty
Wenn man alles aufsummiert, so erhélt man insgesamt die Existenz der re-
ellen Partialbruchzerlegung. Fiir die Eindeutigkeit siche Aufgabe 26.19. [

Neben dem Umweg iiber die komplexe Partialbruchzerlegung gibt es weite-
re Methoden, in Beispielen die reelle Partialbruchzerlegung zu bestimmen.
Grundsétzlich bedeutet das Bestimmen der (reellen oder komplexen) Koeffi-
zienten in der Partialbruchzerlegung, ein (inhomogenes) lineares Gleichungs-
system zu l6sen, wobei man sowohl durch Koeffizientenvergleich als auch
durch das Einsetzen von bestimmten Zahlen zu hinreichend vielen linearen
Gleichungen kommt.

Beispiel 26.5. Wir betrachten die rationale Funktion
1 1

X331 (X-DX2+X+1)

wobei der Faktor rechts reell nicht weiter zerlegbar ist. Daher muss es eine
eindeutige Darstellung

1 _a n bX +c
X3—-1 X-1 X24+X+1
geben. Multiplikation mit dem Nennerpolynom fiihrt auf
I = a(X?+X+1)+ (X +c)(X-1)
= (a+b)X*+(a+c—bX +a—-c

Koeffizientenvergleich fithrt auf das inhomogene lineare Gleichungssystem
a+b=0unda+c—b=0unda—c=1

mit den eindeutigen Losungen

1 1 2
“=3 5 €
Die Partialbruchzerlegung ist also
1 3 N —3X -2 11 1 X+2

X3-1 X-1 ' X’+X+1 3 X—-1 3 X?4+X+1
Beispiel 26.6. Wir betrachten die rationale Funktion
X3 - X+5 X3 - X+5
X4+ X2 X2(X2+1)




343

wo die Faktorzerlegung des Nennerpolynoms sofort ersichtlich ist. Der Ansatz
X —X+5 a b cX +d
XX+ X x2 X
fithrt durch Multiplikation mit dem Nennerpolynom auf
XP—X+5 = aX(XP+1)+b(X*+1) 4 (X +d)X?
= aX’+aX +bX*+b+cX’+dX?
= (a+)X°’+ (b+d)X*+aX +b.
Koeffizientenvergleich fithrt auf das inhomogene lineare Gleichungssystem

a+c=1lundb+d=0unda=—-1und b=25

mit der Losung
b=5a=—-1,d=—-5c=2.
Insgesamt ist die Partialbruchzerlegung also gleich
X*-X+5 1 5 2X -5
X1 X X2 TXE 1

26.2. Integration rationaler Funktionen.

Verfahren 26.7. Es sei eine rationale Funktion

P
F=a

gegeben, fiir die eine Stammfunktion gefunden werden soll. Dabei seien P
und @ reelle Polynome. Man geht folgendermaflen vor.

(1) Bestimme die reelle Faktorzerlegung des Nennerpolynoms Q.
(2) Finde die Partialbruchzerlegung

ok (Bem) ()

(3) Bestimme fiir H, fir jedes
Cij
(X — ai)j
und fiir jedes
dng + €k

Qs

eine Stammfunktion.

Beispiel 26.8. Wir mdchten eine Stammfunktion zu

1
bestimmen. Nach Beispiel 26.5 ist die reelle Partialbruchzerlegung gleich
1 1 1 1 T +2

3 —1 5'33—1_5.:62—1—954—1
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1 1 20 +4

.x—l_é.xz—i—aﬂrl
1 1 2c+1 1 3

t—1 6 z224z+1 6 x2+z+1
1 1 20 +1 1 1

‘z—1 6 2242+1 2 22+z+1
Als Stammfunktion ergibt sich daher

W —RW| —,W| —

1 1 1 2 1
—ln|x—1|—6~ln(x2+x+1)——~arctan—<x+—),

3 /3 NEAGEE

wobel wir fiir den rechten Summanden Lemma 26.1 verwendet haben.

Beispiel 26.9. Wir mochten eine Stammfunktion zu

3 —x+5
f) =
bestimmen. Nach Beispiel 26.6 ist die reelle Partialbruchzerlegung gleich
3 —1+5 1 5 2x -5
x2(22 + 1) S TrteT 2+1

Als Stammfunktion ergibt sich daher
—In|z| — 527" +1n(2* + 1) — Sarctanz .

26. ARBEITSBLATT

26.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 26.1. Bestimme die Partialbruchzerlegung von
1
X(X-1)

iiber einem Korper K.

Aufgabe 26.2. Bestimme die Partialbruchzerlegung von
3X5 +4X*—-2X2+5X —6
X3 '

Aufgabe 26.3. Bestimme die Koeffizienten in der Partialbruchzerlegung in
Beispiel 26.6 durch Einsetzen von einigen Zahlen fiir X.

Aufgabe 26.4. Bestimme die komplexe und die reelle Partialbruchzerlegung

von
1

X2(X2 4 1)
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Aufgabe 26.5. Bestimme die komplexe Partialbruchzerlegung von
1
X3 -1

Aufgabe 26.6. Bestimme die komplexe und die reelle Partialbruchzerlegung

von
1

X3(X 13

Aufgabe 26.7. Bestimme die komplexe und die reelle Partialbruchzerlegung
von
X3 4+4X24+7
X2—-X -2~

Aufgabe 26.8. Bestimme die komplexe und die reelle Partialbruchzerlegung

von
1

XX - DX —2) (X =3)°

Aufgabe 26.9.*

Bestimme die reelle Partialbruchzerlegung von
1
xt+1

unter Verwendung der Zerlegung

1 = <x2+\/§x+1><x2—\/§x+1>.

Aufgabe 26.10.*
Es sei

3+ 722 —br+4

a) Bestimme die reelle Partialbruchzerlegung von f(z).

b) Bestimme eine Stammfunktion von f(z).

Aufgabe 26.11.*

Wir betrachten die Funktion
P 4+3 =22+ —1

FRA{I} = R = s

a) Bestimme die reelle Partialbruchzerlegung von f.

b) Bestimme eine Stammfunktion von f fiir x > 1.
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Aufgabe 26.12.*
Bestimme eine Stammfunktion von
S5a3 +4x — 3
2+ 1
mittels Partialbruchzerlegung.

Aufgabe 26.13.*
Bestimme eine Stammfunktion von
2?2 +1
z(x —1)(z — 2)

fir x > 2.

Aufgabe 26.14.*

Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
1

2245

Aufgabe 26.15. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
1
22 -5

Aufgabe 26.16. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
1
202+ —1

Aufgabe 26.17. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
1
1+t

Aufgabe 26.18. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
T2 — 1825 + 823 — 922 + 2
27— 320 + 224 — 323+ 22— 5

Aufgabe 26.19. Beweise die Eindeutigkeit der reellen Partialbruchzerle-
gung.
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26.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 26.20. (2 Punkte)
Es sei K ein Korper. Zeige, dass im Funktionenkérper K (X) die Gleichheit
X -1 X-1 X-1 X-1 X-1
+ +

xXr X Xz T T xe

gilt.

Aufgabe 26.21. (4 Punkte)

Schreibe die rationale Funktion
203 —4x® +5x — 1
4 + 3

in der neuen Variablen v = 4z 4 3. Berechne die Stammfunktion iiber die
reelle Partialbruchzerlegung und iiber die Substitution v = 42 + 3.

Aufgabe 26.22. (4 Punkte)

Bestimme die komplexe und die reelle Partialbruchzerlegung von
1
X4-1

Aufgabe 26.23. (5 Punkte)
Bestimme die komplexe und die reelle Partialbruchzerlegung von

X
X+)X + )X - D(X-2)

Aufgabe 26.24. (4 Punkte)
Bestimme die komplexe und die reelle Partialbruchzerlegung von

X'+ X*—5X+3
X8+ X6 — X4 - X2

Aufgabe 26.25. (5 Punkte)
Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
3r —5
(2422 +7)%
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27. VORLESUNG - WEITERE STAMMFUNKTIONEN

27.1. Stammfunktionen zu rationalen Funktionen in der Exponen-
tialfunktion.

Nachdem wir nun rationale Funktionen integrieren kénnen, kénnen wir auch
fiir eine ganze Reihe von Funktionen eine Stammfunktion finden, die wir
durch gewisse Standardsubstitutionen auf eine rationale Funktion zuriick-
fithren kénnen.

Lemma 27.1. Es sei [ eine rationale Funktion in der Exponentialfunktion,
d.h. es gebe Polynome P,Q € R[X], Q # 0, derart, dass

P(e!
1o = 2

Q(e")
gilt. Dann kann man durch die Substitution t = Ins das Integral [ f(t)dt
auf das Integral einer rationalen Funktion zurickfihren.

Beweis. Bei der Substitution ¢t = In s ist
1

dt = —ds,
s

und fiir die Polynome P(e') und Q(e') ergeben sich

P(et) = P(elns) = P(s) und Q(et) = Q(elns) =Q(s).

Insgesamt ergibt sich also die rationale Funktion %(SS)). In deren Stammfunk-

tion muss man dann s = e’ einsetzen. U

Im vorstehenden Lemma geht es um die zusammengesetzten Funktionen vom
Typ

P
U5 R %R,
wobei der Definitionsbereich U C R durch

U= {zeR| Q) # 0}
festgelegt ist.

Beispiel 27.2. Wir wollen eine Stammfunktion fiir die Funktion

ft) = —

et 4 e3t
finden. Das in Lemma 27.1 beschriebene Verfahren fithrt auf die rationale

Funktion
1 1 1 1

(s + s3)s - s2(s2+1) T2 241
so dass die Partialbruchzerlegung direkt vorliegt. Die Stammfunktion von
dieser rationalen Funktion ist

—— —arctan s.
S
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Die Stammfunktion von f ist daher

- arctan e’ .

e

Neben dem Polynomring K[X] in einer Variablen iiber einem Kérper K gibt
es auch Polynomringe in mehreren Variablen, wobei wir im Folgenden nur
den Polynomring in zwei Variablen benétigen. Man schreibt ihn als K[X, Y]
und definiert ihn am einfachsten als

(KXDYT,

wobei der Grundring K[X]| allerdings kein Korper ist. Jedenfalls besteht die-
ser Ring aus allen Polynomen in zwei Variablen, also aus Ausdriicken der
Form

a00+a10X+a01Y+a20X2+a11XY—I—a02Y2+a30X3+a21X2Y+a12XY2—l—a03Y3+. e

Entsprechend gibt es auch rationale Funktionen in zwei Variablen. Diese sind
wiederum Quotienten aus zwei Polynomen in zwei Variablen. Wenn man in
eine solche Funktion in zwei Variablen zwei Funktionen in einer Variablen
einsetzt, so erhédlt man wieder eine Funktion in einer Variablen. Dies ist der
Fall in den folgenden Situationen.

Korollar 27.3. Es sei eine rationale Funktion in den Hyperbelfunktionen
sinh und cosh gegeben, d.h. es gebe zwei Polynome P und Q) in zwei Variablen
mit Q # 0 derart, dass

P(sinht, cosht)

Q(sinh t, cosht)

ft) =

gilt. Dann ldsst sich das Integral

/ () dt

auf das Integral einer rationalen Funktion in der Exponentialfunktion zurick-
fiihren und damit losen.

Beweis. Mit
el — et et + et
und cosht = +2
erhélt man eine rationale Funktion in ef und e~ = (¢f) ™", so dass insgesamt
eine rationale Funktion in der Eponentialfunktion vorliegt. Deren Stamm-
funktion ldsst sich wie in Lemma 27.1 beschrieben finden. U

sinht =

Beispiel 27.4. Wir berechnen eine Stammfunktion zum Sinus hyperbolicus
mit der Methode aus Korollar 27.3, was in diesem Fall nicht der beste Ansatz
ist. Es ist
el—et (e =1
inht = =
sin 5 oot
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Mit s = €' miissen wir
s2—1 1 s2—1 1 1
S Y ——
2s s 252 2 s?
integrieren. Eine Stammfunktion davon ist

1+1
—s+-].
2 S

Riicksubstitution liefert schlieflich die Stammfunktion
1/, 1 1, i
5(6 +;) = E(e +e") = cosht.

27.2. Stammfunktionen zu rationalen Funktionen in trigonometri-
schen Funktionen.

Lemma 27.5. FEs sei eine rationale Funktion in den trigonometrischen Funk-
tionen sint und cost gegeben, d.h. es gebe zwei Polynome P und Q) in zwet
Variablen mit Q # 0 derart, dass

ft) =

gilt. Dann fiihrt die Substitution

P(sint, cost)
Q(sint, cost)

t = 2arctans

/ () dt

auf das Integral einer rationalen Funktion zuriick.

das Integral

Beweis. Bei der Substitution ¢ = 2arctan s ist s = tan% und dt = 1Jr%als.

Aus den trigonometrischen Funktionen wird unter Verwendung von Satz
15.10

. Y A

sint = sin (5 + 5)

t t
= 2sin (5) - COS (5)
t
2

= 2tan - cos?

cos? (%)

cos? (5) + sin® (§)
1

1+ tan? (£)

= 2tan

= 2tan

| ~+ N+ N <+
N— " N

H/\/\/‘\

= 2s

14 52
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und

cost = cos(

-1

= 2 1+ s2
1—s2
1+ 8%
Da sowohl das Differential dt als auch die trigonometrischen Funktionen bei
dieser Substitution rationale Ausdriicke in s sind, liegt nach dieser Substitu-
tion insgesamt eine rationale Funktion vor. U

Beispiel 27.6. Die Stammfunktion von
1

sint

berechnet sich unter Verwendung von Lemma 27.5 folgendermaflen.

1 1 2 2 1
—dt = / ts . ds = /—ds.
sint 25 14 52 S

Die Stammfunktion von —— ist daher In (tan E).
sint 2

27.3. Stammfunktionen zu rationalen Funktionen in Wurzelfunk-
tionen.

Lemma 27.7. Es sei f eine rationale Funktion in x und in { % (mit

a,byr,s € R, a,rex+s #0,n € Ny ), d.h. es gebe Polynome in zwei Variablen,

P,Q € Rlz,y|, Q # 0, derart, dass
P(a, {/=2)

o /1)

gilt. Dann kann man durch die Substitution

flz) =

su™ —b

Tr =
a — ru”

die Berechnung von [ f(x)dx auf das Integral einer rationalen Funktion in
u zurtckfiihren.
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Beweis. Wir kénnen sa — rb # 0 annehmen, da sonst Zihler und Nenner
im Wurzelausdruck linear abhéngig sind und man teilen konnte. Bei der
angegebenen Substitution ist

su™—b

n G.T—f-b o aa—ru”_'_b
- sun—b

T + S r——+s

il/a(su” —b) + bla — run)

r(su™ —b) + s(a — run)
. Jasu™ — bru™
—rb+ sa
u.
Da die Ableitung der rationalen Funktion z = % nach u wieder eine

rationale Funktion in w ist, ist das Gesamtergebnis nach dieser Substitution
eine rationale Funktion in w. O

Lemma 27.8. Es sei f eine rationale Funktion in x und in vax? + br + ¢
(mita,b,c € R, a # 0 und so, dass ax*+bx-+c auch positive Werte annimmt),
schreiben kann, d.h. es gebe Polynome in zwei Variablen, P,Q € R[X], Q #

0, derart, dass
P(x,vaz?+bx + ¢
flz) = ( )
Q(a:, Vax? + b + c)
gilt. Dann kann man durch eine Substitution der Form
x=at+f
(o, B € R, a #0), die Berechnung von [ f(x)dx auf ein Integral der Form
(1) [R(t, V1 —1?)dt,
(2) [R(t, V> —1)dt,
(3) [ R(t, V> +1)dt,

zuriickfihren, wobei R wieder eine rationale Funktion in zwei Variablen ist.
In diesen drei Fdllen fiihren die Substitutionen

(1) t = sins,
(2) t = coshs,
(3) t = sinhs,

auf das Integral tiber eine rationale Funktion in trigonometrischen Funktio-
nen bzw. in Hyperbelfunktionen

Beweis. Durch eine Substitution der Form u = /ax bzw. v = /—ax ver-

einfacht sich die Quadratwurzel zu Vu2 + bu + é bzw. zu vV —u2 + bu + ¢.

Quadratisches Ergénzen fiithrt zu vv? 4 € bzw. v/ —v? + é. Durch eine weitere
Substitution der Form w = \/”H erhilt man vévw? + 1 oder v/—evuw? — 1
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oder aber®® v/év/—w? + 1. Dies sind alles affin-lineare Substitutionen. Die Er-
gebnisse unter der Gesamtsubstitution sind von der angegebenen Art. Wenn
es sich um ein Integral zu einer rationalen Funktion der Form

R(t, Vi— t2>
handelt, so fithrt t = sins zu

V1—12 = y/1—sin’s = Vcos2s = coss

und zu

dt = (sins)'ds = cos sds,
so dass sich eine rationale Funktion in den trigonometrischen Funktionen
sins und cos s ergibt. Bei einem Integral zu einer rationalen Funktion der

Form
R(t, \/ﬁTl)

fithrt ¢ = cosh s (unter Verwendung von cosh? s —sinh? s = 1, siche Aufgabe
20.43) zu
t2 —1 = sinhs
und zu
dt = (coshs)'ds = sinh sds,
so dass sich eine rationale Funktion in den Hyperbelfunktionen sinh s und
cosh s ergibt.

Bei einem Integral zu einer rationalen Funktion der Form
R(t, N 1)

fithrt ¢ = sinh s zu
Vt2+1 = coshs
und zu
dt = (sinhs)'ds = cosh sds,
so dass sich wieder eine rationale Funktion in den Hyperbelfunktionen sinh s
und cosh s ergibt. U

Beispiel 27.9. Wir wollen fiir die Funktion
1

2yI—2
eine Stammfunktion bestimmen. Mit der in Lemma 27.8 beschriebenen Sub-

stitution
t = sin s und dt = cos sds

werden wir auf die Funktion

1 1
©COSSs = 5

25-cos3 s sin

sin S -cos? s

28Der Fall v—w? — 1 ist nicht moglich, da dann die urspriingliche Funktion fiir keine
reelle Zahl definiert wére.
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gefiihrt. Mit der in Lemma 27.5 beschriebenen Substitution

2
s = 2arctanu, ds = du, sins = 4
14+ u? 14+ u?

1 — u?
und coss = ——
14 u?

werden wir auf die rationale Funktion
(1+u?)® (1+u?)® 2 (14 u?)®

a2 (1 —u2)’ T 2u2(1 — u)*(1 + u)? N
gefithrt. Hierfiir miissen wir die Partialbruchzerlegung finden. Die Division

ul 4+ 3ut +3u? + 1
2ub — 4ut + 2u2

mit Rest ergibt
1
ub + 3ut +3u? +1 = (2u6 —dut + 2u2)§ + 5ut + 2u® + 1,

so dass es also um die rationale Funktion
1 N Sut +2u? + 1
2 2ub —dut + 2u2

geht. Diese Funktion ist eine rationale Funktion in v = u?, so dass wir zuerst

die Partialbruchzerlegung von
%UQ +v+ % 5
v3 — 202 4+ v v(v—1)2

bestimmen. Der Ansatz

%112+U+% a b c
22—y +
v(v —1)2 v v—1 (v—1)2

fithrt zu
5 1
51)2—{—1)—1-5 =a(v—1)?%+bv(v—1)+ cv.

Einsetzen von v = 1, v = 1 und v = 2 fithrt zu

1
- = a7
2
4 = ¢,
und
25 1
5 =a+20+2c= §+2b+8, also b= 2.
Dabher ist )
5,2 1
P4vts 32 4
v(v —1)2 v v—1 (v—1)2
bzw.
Sut+ut+ 1 2 2 4
=24 + .
u?(u? —1)2 ur o ur—-1 (u?—1)2
Mit den Identitaten
2 1 1

w2—1 wu—1 wu+1



und
4 B 1 1\?
w-1)?  \u—1 u+1
IS S S 2
 w-17 w+1)? (w—1(u+1)
1 1 1 1

—17  (wr1)p u—1u+l
ergibt sich schlieSlich
sttt 45§ N
u?(u? —1)° w2 (u—12  (u+1)?

Die Stammfunktion von

ist daher

Dabher ist
1 s 1 1

2 tan <§)  2tan (%)  tan (

eine Stammfunktion von

1
)—1 tan(§)+1

1% | —

1
sin®s - cos?s’
und
1 arcsint 1 1 1 1
§ta’n 2 - étan (arc;int) - tan (arc;int) -1 - tan (arc;int

ist eine Stammfunktion von
1

2yi—
27. ARBEITSBLATT

27.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 27.1. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
e et +1
et —1

Aufgabe 27.2. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
5
et —1°

355
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Aufgabe 27.3. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
1
9a* 4+ 4a~*
mit a > 1.

Aufgabe 27.4.*

Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
1

sinh ¢

fir ¢t > 0.

Aufgabe 27.5. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
1

cosh  + sinh® z

Aufgabe 27.6. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion

Inz

X

Aufgabe 27.7.*

a) Bestimme die reelle Partialbruchzerlegung von

4s
st —2s2 41"
b) Bestimme eine Stammfunktion von
4s
st —2s2 41"
¢) Bestimme eine Stammfunktion von
1
sinh?t
Aufgabe 27.8.*
Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion ( —5 <t< %)
1

cost
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Aufgabe 27.9. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion

1
3

sin” x

Aufgabe 27.10. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion ( 0 < t <

3)
1

sint 4+ cost

Aufgabe 27.11. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
2 —cosx
2+ cosx

Aufgabe 27.12. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion

cos (2x) sin? (z) .

Aufgabe 27.13. Zeige, dass die in Lemma 27.5 verwendeten Substitutionen

T =cost = };iz und y = sint = 1?:9 > die Kreisgleichung 22 + 2 = 1 erfiillen.

Aufgabe 27.14. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion

V3r24+4r —2.

Aufgabe 27.15. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
1

V2 —2r+2°

Aufgabe 27.16. Erstelle ein Abbildungsdiagramm, das aufzeigt, wie sich
eine rationale Funktion in den trigonometrischen Funktionen als eine zusam-
mengesetze Funktion ergibt.

Aufgabe 27.17.*

Berechne das bestimmte Integral
! r
/ "
0o Vv 1—1r2

Aufgabe 27.18. Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion

u—+1
-
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27.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 27.19. (4 Punkte)

Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
o2t 4 3t
et —1 7

Aufgabe 27.20. (4 Punkte)
Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion

In 2z

rlndx

Aufgabe 27.21. (4 Punkte)
Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion

1
sin (3x) cos (z)

Aufgabe 27.22. (5 Punkte)

Berechne durch geeignete Substitutionen eine Stammfunktion zu

Vax? + 22z +3.

Aufgabe 27.23. (6 Punkte)
Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion

1
v/ —12+515—6

Aufgabe 27.24. (6 Punkte)
Bestimme eine Stammfunktion fiir die Funktion
(Va2 +z+ 1) +42°Va2+2+1 -3z
222+ +1 '
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28. VORLESUNG - DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

28.1. Gewdhnliche Differentialgleichungen.

Wir beginnen mit zwei Beispielen, die beide zu gewohnlichen Differentialglei-
chungen fiihren.

Beispiel 28.1. Wir versuchen, die Ausbreitung einer Virusinfektion wie bei
den Wellen der Corona-Pandemie seit 2020 zu modellieren. Die Ausbreitung
wird durch eine Funktion

y: R— R, t — y(t),

beschrieben, wobei ¢t € R fiir die Zeit und y(t) fiir die Gesamtanzahl der bis
zum Zeitpunkt ¢ Infizierten (einschliefllich der Genesenen) angibt. Dies ist
zunéchst eine empirische Funktion, die man aus verschiedenen Griinden auch
gar nicht genau kennt, insbesondere, da nicht jeder getestet wird. Man kann
stattdessen auch die Entwicklung der bestétigt Infizierten betrachten. Diese
empirische Funktion wird durch die Daten, die jeden Tag das Robert-Koch-
Institut iibermittelt, beschrieben, und ist so gesehen zunéchst eine Abbildung
von einer Anfangsmenge der natiirlichen Zahlen (die ersten 100 Tage seit
Ausbruch) in die natiirlichen Zahlen, wobei jedem Tag die Anzahl der bis
dahin Infizierten zugeordnet wird.

COVID-19 cases in Germany COVID-19 cases in Sweden

—— confirmed cases 12000 1 — confirmed cases

120000 4 — deaths —— deaths

10000
100000

4 8000

8 80000

5

5 6000
£ 60000

€

5

2 2
40000 4000
20000 2000

, /_/

0
Feb 08 15 22 Mar 08 15 22  Apr 08 15 Feb 08 15 22 Mar 08 15 22  Apr 08 15
Iast update: 2020-04-16, source: ECDC 2020-Apr last update: 2020-04-16, source: ECDC

2020-Apr

Wenn man zu den Daten aus verschiedenen Léndern (oder verschiedenen
Wellen) den Verlauf skizziert, ergibt sich jeweils ein dhnliches Bild. Die Aus-
breitung scheint einer Gesetzméfigkeit zu folgen, die man in der mathe-
matischen Modellierung verstehen mochte. Das bedeutet (in einem ersten
Schritt), dass man die empirische Funktion, also das vorliegende Datenmate-
rial, durch eine mathematische Funktion, also einen funktionalen Ausdruck,
annahern mochte, um so den qualitativen und den quantitativen Verlauf der
Ausbreitung zu verstehen und auch Extrapolationen (Prognosen) formulieren
zu konnen. Hierbei wird man den Definitionsbereich und den Wertebereich
als die reellen Zahlen (oder Intervalle davon) und die Funktion als stetig oder
differenzierbar ansetzen. Man kann mit verschiedenen Zeiteinheiten arbeiten
und auch die Gesamtzahl absolut oder aber prozentual (bezogen auf die Erd-
bevolkerung, ein Land, ...) angeben. So oder so ergibt sich, dass der Verlauf
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gut durch eine Exponentialfunktion beschrieben werden kann, also von der
Bauart

R — R, t — b,
mit einer Basis b > 1 ist. Welche Basis b zu nehmen ist, hingt von der
Skalierung und auch von lédnderspezifischen Gegebenheiten ab. Diese Basis
ist dquivalent zum Verdoppelungszeitraum der Ausbreitung, man kann das
eine aus dem andern berechnen, siche Aufgabe 28.2.

Diese Modellierung ist bisher aber nur die Beobachtung einer Ubereinstim-
mung einer mathematischen Funktionsklasse mit empirischen Funktionen.
In einem zweiten Schritt kann man sich fragen, ob es ,,in der Natur der
Sache liegt“, dass die Ausbreitung eines Virus exponentiell verlauft. Gibt
es einen mathematischen Grund dafiir, eine innere Dynamik, eine zu jedem
Zeitpunkt giiltige GesetzméafBigkeit, die den Verlauf erkldren kann? Die Ant-
wort zu dieser Frage erfolgt im Rahmen der Theorie der gewchnlichen Dif-
ferentialgleichungen, und beruht auf einer einfachen Beobachtung. Wir neh-
men die Funktion y(t) als differenzierbar an. Die Ableitung 3/(¢) beschreibt
dann den momentanen Zuwachs zu jedem Zeitpunkt, ist also ein Maf fiir die
Neuansteckungen. Der naheliegende Ansatz ist nun zu sagen, dass zu jedem
Zeitpunkt die Anzahl der Infizierten, also y(t), proportional zur Anzahl der
Begegnungen zwischen Infizierten und Nichtinfizierten ist und damit propor-
tional zur Anzahl der Neuinfektionen, also zu ¢/(¢) (fiir Einschrinkungen zu
dieser Uberlegung siche weiter unten). Dies fiihrt zur Beziehung

y'(t) = cy(t)

mit einem konstanten Proportionalitatsfaktor ¢, der ein Maf§ fiir die An-
steckungswahrscheinlichkeit ist und vom Virus, der Saison, vom Abstands-
verhalten der Bevélkerung u. A. abhingt. Wir haben also eine Beziehung
zwischen der gesuchten Funktion und ihrer Ableitung, die in jedem Moment
gilt und fiir die Ausbreitung eines Virus charakteristisch sein sollte. Ein sol-
cher Zusammenhang zwischen einer Funktion und ihrer Ableitung heif}t ei-
ne gewohnliche Differentialgleichung. Wenn eine solche Differentialgleichung
vorliegt, fragt man sich, welche Funktionen y(¢) diese Gleichung erfiillen. Dies
ist im Allgemeinen schwierig. Im vorliegenden Fall l&sst sich direkt durch Ab-
leiten bestétigen, dass die Funktionen

y(t) = ae”
mit a € R Losungen sind. Der Vorfaktor a ist dabei durch
y(0) = a

festgelegt, also durch den Wert der Funktion zum Zeitpunkt 0, und das ¢
im Exponenten ist direkt der Proportionalitdtsfaktor aus der Differential-
gleichung. Wegen

c _ 6lna c _ elna+ct

ae €

ist der Vorfaktor a im Wesentlichen eine Verschiebung im Zeitargument, und
¢ kann man durch eine Umskalierung der Zeit zu 1 normieren. Man kann
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nun sogar zeigen, dass die Exponentialfunktionen die einzigen Funktionen
sind, die diese Differentialgleichung erfiillen, siche Aufgabe 20.33 bzw. Auf-
gabe 28.5. Dies bedeutet, dass eine Virusausbreitung durch den Faktor ¢ und
dem Wert an einem einzigen Zeitpunkt eindeutig bestimmt ist. Dies ist ein
Spezialfall des Satzes, dass ein Anfangswertproblem eine eindeutige Losung
besitzt, von dem wir verschiedene Varianten kennenlernen werden.

Kommen wir nun zu einigen Einschriankungen der oben formulierten Mo-
dellierung. Zunéchst ist klar, dass die Exponentialfunktion zu jeder Basis
b > 1 gegen unendlich geht, es aber nur endlich viele Menschen gibt. Al-
so kann irgendwas nicht stimmen. Der Punkt ist, dass in unserer Modellie-
rung die Anzahl der Infizierten zur Anzahl der Begegnungen von Infizier-
ten mit der Gesamtbevolkerung proportional ist, aber nicht mit der Anzahl
der Begegnungen mit den Nichtinfizierten. Dieser Unterschied ist zu Beginn
der Ausbreitung unerheblich, da zu Beginn die Gesamtbevilkerung nahe-
zu vollstéindig nicht infiziert ist. Im Verlauf der Epidemie, wenn sich der
Durchseuchungsgrad erhoht, wird es zunehmend wahrscheinlicher, dass sich
Infizierte und Infizierte begegnen, was zu keiner Neuansteckung fiihrt.

Ferner haben wir ignoriert, dass die Genesenen nicht mehr andere Leute
anstecken konnen. Hier muss man den Unterschied zwischen infiziert und
akut infiziert beriicksichtigen. Dieser Unterschied ist fiir den Anfangsverlauf
der Ausbreitung ebenfalls unerheblich, spielt aber im spéteren Verlauf eine
wichtige Rolle. Die Neuansteckung ist also proportional zur Anzahl der akut
Infizierten, dies ist die Differenz zwischen der Gesamtinfiziertenzahl und der
Gesamtinfiziertenzahl vor einem gewissen Genesungszeitraum d (bei Corona
ca. 2 — 3 Wochen). Dies fiihrt auf die Bedingung

y(t) = cly(t) —y(t —d)),

man spricht von einer Differentialgleichung mit Verzogerung, was wir nicht
behandeln werden. Fiir den ersten Zeitraum der Linge d nach Ausbruch
spielt der Korrekturterm aber keine Rolle.

Schliellich ist der Faktor ¢ keine Konstante, sondern wird durch politische
Mafinahmen und Verhaltensregeln beeinflusst.

Beispiel 28.2. Welche Bewegung vollzieht ein Lowenzahnfallschirmchen?
Das Fallschirmchen lasst sich zu jedem Zeitpunkt von dem Wind tragen, der
an der Stelle herrscht, wo es sich gerade befindet. Der Wind, seine Stérke
und seine Richtung, hingt sowohl von der Zeit als auch vom Ort ab. Das be-
deutet, dass hier ein gewisser ,, Riickkopplungsprozess® vorliegt: Die bisherige
Bewegung (also die Vergangenheit) bestimmt, wo sich das Fallschirmchen be-
findet und damit auch, welcher Wind auf es einwirkt und damit den weiteren
Bewegungsablauf. Solche Bewegungsprozesse werden durch Differentialglei-
chungen beschrieben.
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Differentialgleichungen sind ein fundamentaler Bestandteil der Mathema-
tik und der Naturwissenschaften. Sie driicken eine Beziehung zwischen ei-
ner abhingigen GréBe (hiufig y(¢)) und der Anderung dieser Grofe (v'(t))
aus. Viele GesetzméBigkeiten in der Natur wie Bewegungsprozesse, Ablauf
von chemischen Reaktionen, Wachstumsverhalten von Populationen werden
durch Differentialgleichungen beschrieben. Hier besprechen wir nur solche
Differentialgleichungen, die durch Integration gelost werden kénnen.

Die Vektorfelder werden im Folgenden nicht immer auf ganz R? definiert sein,
sondern auf einer offenen Menge U C R?. Dabei heifit U offen, wenn es zu
jedem Punkt P € U eine offene Ballumgebung U(P,r) gibt, die ganz in U
liegt.

Definition 28.3. Es sei U C R? eine offene Teilmenge und es sei
f: U _>]Ra (tvy) — f(tay)v
eine Funktion. Dann nennt man
y = fty)
die (gewdhnliche) Differentialgleichung zu f (oder zum Vektorfeld oder zum
Richtungsfeld f).

Dabei ist ¢y = f(t,y) erstmal nur ein formaler Ausdruck, dem wir aber
sofort eine inhaltliche Interpretation geben. Das y soll eine Funktion in einer
Variablen reprasentieren und 3’ ihre Ableitung. Dies wird préizisiert durch
den Begriff der Ldsung einer Differentialgleichung.

Definition 28.4. Es sei U C R? eine offene Teilmenge und es sei
f: U —>R7 (t7y) L f(t7y>>
eine Funktion. Zur gewohnlichen Differentialgleichung
y = f(ty)

heifit eine Funktion
y: I — R, t — y(t),
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auf einem (mehrpunktigen) Intervall I C R eine Ldsung der Differentialglei-
chung, wenn folgende Eigenschaften erfiillt sind.

(1) Esist (t,y(t)) € U fir allet € I.
(2) Die Funktion y ist differenzierbar.
(3) Esist y/(t) = f(t,y(t)) fir allet € I.

Statt Losung sagt man auch Ldsungsfunktion oder Losungskurve. Es sei be-
tont, dass anders als bei vielen Gleichungen wie quadratische Gleichungen
oder lineare Gleichungssysteme, wo die Losung eine Zahl oder ein Vektor ist,
die Losungen von Differentialgleichungen Funktionen sind.

Differentialgleichungen beschreiben héufig physikalische Prozesse, insbeson-
dere Bewegungsprozesse. Daran soll auch die Notation erinnern, es steht t
fiir die Zeit und y fiir den Ort. Dabei ist hier der Ort eindimensional, d.h. die
Bewegung findet nur auf einer Geraden statt. Den Wert f(¢,y) sollte man
sich als eine zu einem Zeit- und Ortspunkt vorgegebene Richtung auf der
Ortsgeraden vorstellen. Eine Losung ist dann eine Funktion

y: I — R, t— y(t),

die differenzierbar ist und deren Ableitung, vorgestellt als Momentange-
schwindigkeit, zu jedem Zeitpunkt ¢ mit dem durch f(¢,y(t)) gegebenen
Richtungsvektor iibereinstimmt. In Analysis II werden wir auch Bewegungen
betrachten, die sich in der Ebene oder im Raum abspielen, und die durch ein
entsprechendes Richtungsfeld gesteuert werden.

Die Losung einer Differentialgleichung ist im Allgemeinen nicht eindeutig,
man muss noch Anfangsbedingungen festlegen.

Definition 28.5. Es sei U C R? eine offene Teilmenge und es sei
f:U—R, (t,y) — f(t,y),
eine Funktion. Es sei (to,y9) € U vorgegeben. Dann nennt man
y' = f(t,y) und y(to) = o

das Anfangswertproblem zur gewohnlichen Differentialgleichung v = f(¢,y)
mit der Anfangsbedingung y(to) = vo.

Definition 28.6. Es sei U C R? eine offene Teilmenge und es sei
f: U —>R7 (tvy) — f(tay)a
eine Funktion. Es sei (g, yo) € U vorgegeben. Dann nennt man eine Funktion
y: I — R, t — y(t),
auf einem Intervall I C R eine Losung des Anfangswertproblems
y' = f(t,y) und y(to) = yo
wenn y eine Losung der Differentialgleichung ist und wenn zusétzlich

y(to) = Yo
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gilt.

Es gibt kein allgemeines Verfahren eine Differentialgleichung bzw. ein An-
fangswertproblem explizit zu losen. Die Losbarkeit hdngt wesentlich von der
gegebenen Funktion f(t,y) ab.

Das eine Differentialgleichung beschreibende Vektorfeld f(t,y) héngt im All-
gemeinen von beiden Variablen ¢ und y ab. Einfache, aber keineswegs triviale
Spezialfille von Differentialgleichungen liegen vor, wenn das Vektorfeld nur
von einer der beiden Variablen abhingt.

28.2. Ortsunabhingige Differentialgleichungen.

Definition 28.7. Eine gewohnliche Differentialgleichung
y = ft.y)

heifit ortsunabhdngig, wenn die Funktion f nicht von y abhéngt, wenn also
f(t,y) = g(t) mit einer Funktion g in der einen Variablen ¢ gilt.

Eine ortsunabhéngige gewohnliche Differentialgleichung

y = g(t)
zu einer stetigen Funktion ¢ ist nichts anderes als das Problem, eine Stamm-
funktion G(t) von ¢ zu finden; eine Losung y der Differentialgleichung ist
ja genau durch die Bedingung ausgezeichnet, dass 3/(t) = ¢(t) ist. Da eine
Stammfunktion nur bis auf die Integrationskonstante bestimmt ist, besitzt
ein ortsunabhéingiges Anfangswertproblem eine eindeutige Losung.

Beispiel 28.8. Wir betrachten das ortsunabhéngige Anfangswertproblem
, 1
V=5
Die Funktion z— besitzt die Partialbruchzerlegung
1 1 1 1 1

21 2 t—1 2 t+1
daher sind die Stammfunktionen (wir beschrénken uns auf ¢ > 1) gleich

Anfangsbedingung y(5) = 3.

y(t) = % n(t — 1)~ 3 Inft 4 1)+ e

Die Anfangsbedingung y(5) = 3 fiihrt auf

114 116—{— =3
21r12n c =3,

also ist ] ]
c = 3—§-ln4+§-ln6
und die Losungsfunktion des Anfangswertproblems ist

1 1 1 1
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Beispiel 28.9. Wir betrachten das ortsunabhéingige Anfangswertproblem
1
cos

/

y:

mit der Anfangsbedingung y(0) = 5.

Es ist
1 2 2et

cosht el tfet 41’
so dass eine rationale Funktion in der Exponentialfunktion vorliegt, die wir
nach Lemma 27.1 {iber die Substitution ¢ = In s 16sen kénnen. Das transfor-

mierte Integral ist dabei
/ 2s 1 d
- —ds.
s2+1 s

Eine Stammfunktion dazu ist
2arctans.

Somit ist
2 arctan (et)

eine Stammfunktion von ﬁ Fiir das Anfangswertproblem setzen wir

2 arctan (eo) +c=5
an. Dies fiihrt auf
¢ = b —2arctanl,
also ist
y(t) = 2arctan (') +5 — 2arctan1
die Losung des Anfangswertproblems.

28.3. Zeitunabhingige Differentialgleichungen.

Definition 28.10. Eine gewohnliche Differentialgleichung

y = ft.y)
heifit zeitunabhdngig, wenn die Funktion f nicht von ¢ abhéngt, wenn also
f(t,y) = h(y) mit einer Funktion A in der einen Variablen y gilt.

Bei einer zeitunabhéngigen Differentialgleichung héngt nur das zugrunde lie-
gende ,, Vektorfeld“ nicht von der Zeit ab, die Losungsfunktionen sind hinge-
gen im Allgemeinen zeitabhéngig.

Beispiel 28.11. Wir betrachten die zeitliche Entwicklung einer Population,
die durch folgende Eigenschaften charakterisiert ist.

(1) Die Individuen der Population leben ewig.

(2) Alle Individuen beteiligen sich ab ihrer Geburt mit gleichem (durch-
schnittlichen) Engagement und Erfolg an der Fortpflanzung.

(3) Zeugung und Geburt finden gleichzeitig statt.

(4) Der Fortpflanzungserfolg eines Individuums ist unabhéngig von der
Grofle der Gesamtpopulation.
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Unter diesen Bedingungen ist die Vermehrung, also der Zuwachs der Popula-
tion, allein von der momentanen Populationsgrofie abhéngig und proportional
zu dieser. Wenn man die Populationsentwicklung als y(t) ansetzt, so erhélt
man eine gewOhnliche Differentialgleichung

y'(t) = cy(t)

(oder kurz ' = cy) mit einer Konstanten ¢ € R, . Die Losungsfunktionen
sind

)\SCt

(wobei im Populationsbeispiel A € R, ist). Man spricht von exponentiellem
Wachstum der Population, und zwar unabhéngig davon, ob ¢ grof§ oder klein
ist.

Beispiel 28.12. Eine Wiiste (oder ein Kornblumenfeld) sei kreisrund und
breite sich mit der Zeit kontinuierlich aus, indem die Grenze gleichmifig
nach auflen geschoben werde, und zwar pro Zeiteinheit um einen gewissen
Vortrieb. Die Fliache der Wiiste werde durch die Funktion z(t) beschrieben.
Die Grenze der Wiiste hat somit die Linge 2/m+/2(t) und diese Linge ist
proportional zum Wiistenzuwachs zum Zeitpunkt ¢. Es ergibt sich daher eine
Differentialgleichung

mit einer Konstanten ¢ € R, . Die Losungen haben die Form

2
o) = Tt

wie man direkt durch Ableiten bestétigen kann.

28.4. Differentialgleichungen héherer Ordnung.

Viele physikalische Bewegungsprozesse sind nicht dadurch determiniert, dass
zu jedem Zeit- und Ortspunkt die Bewegungsrichtung (also die gerichtete
Geschwindigkeit) vorgegeben wird, sondern dadurch, dass zu jedem Zeit-
und Ortspunkt eine Kraft auf ein Teilchen wirkt, die dieses beschleunigt. In
diesem Fall kann die Bewegung also nicht durch die erste Ableitung (Ge-
schwindigkeit) modelliert werden, sondern durch die zweite Ableitung (Be-
schleunigung). Typische Beispiele hierzu sind die durch die Gravitation oder
eine Federkraft hervorgerufenen Bewegungen.
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Galileo Galilei (1564-1642) entdeckte das Gesetz des freien Falls.

Beispiel 28.13. Ein Gegenstand der Masse m wird im Vakuum aus einer
Hohe 0 zum Zeitpunkt 0 losgelassen und féllt unter dem Einfluss der Gra-
vitation zu Boden (freier Fall im Vakuum). Dabei wirkt auf den Kérper die
Gravitationskraft gm (die Erdbeschleunigung g nehmen wir fiir diesen Be-
wegungsvorgang als konstant an), die ihn nach dem Gesetz ,, Kraft ist Masse
mal Beschleunigung® beschleunigt. Die Beschleunigung ist also konstant und
unabhéngig von der Masse. Dies bedeutet, dass die Geschwindigkeit v(t) des
Korpers die Differentialgleichung

V(t) = —g
erfiillt (die Wahl des Vorzeichens bewirkt, dass der Korper ins Negative fillt).

Die durch die Anfangsbedingung (der Gegenstand ruhe zum Zeitpunkt 0)
v(0) = 0 festgelegte Losung fiir die Geschwindigkeit ist daher

v(t) = —gt.
Der zuriickgelegte Weg y(t) des Korpers ergibt sich wiederum aus der Diffe-
rentialgleichung
y(t) = v(t) = —gt,
die besagt, dass die Ableitung des Weges nach der Zeit die Momentange-
schwindigkeit beschreibt. Die Losung davon ist
9,0
t) = —2¢.
y(t) 5
Den Gesamtvorgang kann man durch die Differentialgleichung zweiter Ord-
nung
Yy =g
ausdriicken.

Beispiel 28.14. Ein Gegenstand der Masse m wird aus der Hohe losgelassen
und fallt unter dem Einfluss der Gravitation zu Boden. Dabei wirkt auf den
Korper einerseits die Gravitationskraft gm (die Erdbeschleunigung ¢ neh-
men wir fiir diesen Bewegungsvorgang als konstant an), die ihn beschleunigt,
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andererseits wird diese Beschleunigung durch den Luftwiderstand verringert.
Nach einem physikalischen Gesetz ist die Reibung (bei relativ kleinen Ge-
schwindigkeiten) proportional und entgegengesetzt zur Geschwindigkeit des
Korpers. Es sei 8 der Reibungswiderstand, also dieser Proportionalitatsfak-
tor. Die auf den Korper (nach unten) wirkende Gesamtkraft ist daher

F(t) = gm — By (t).

Wegen
F(t)
7
t) = —2
yt) = —-
gilt daher fiir diesen Bewegungsvorgang die Differentialgleichung zweiter
Ordnung
v =-Lyig
m

Wenn wir dies mit der Ableitungsfunktion v = 3’ schreiben, so erhalten wir
die Bedingung
/ s

V= Sy,
m

die nach Beispiel 29.11 die Losungen
v(t) = cemmt + %

besitzt. Durch Intergration erhélt man fiir die Differentialgleichung zweiter
Ordnung die Losungsfunktionen

y(t) = —c%e_rit + %t +d

mit beliebigen Konstanten ¢,d € R. Siehe auch Aufgabe 29.21.

Real Space Phasa Space

Orbait

Posdtion

Wadooity

Beispiel 28.15. Wir betrachten die Bewegung eines Punktes auf einer Ge-
raden, wobei die auf den Punkt (in Richtung des Nullpunkts) wirkende Kraft
(bzw. Beschleunigung) proportional zur Lage des Punktes sein soll. Wenn der
Punkt sich in R befindet und sich in die positive Richtung bewegt, so wirkt
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diese Kraft bremsend, wenn er sich in die negative Richtung bewegt, so wirkt
die Kraft beschleunigend. Mit der Proportionalitdtskonstante 1 gelangt man
zur Differentialgleichung (zweiter Ordnung)

"= -Y,
die diesen Bewegungsvorgang beschreibt. Als Anfangsbedingung wéhlen wir
y(0) = 0 und ¢/'(0) = v, zum Zeitpunkt 0 soll die Bewegung also durch den
Nullpunkt gehen und dort die Geschwindigkeit v besitzen. Man kann sofort
die Losung

y(t) = v-sint

angeben.

28. ARBEITSBLATT

28.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 28.1. Die Siiddeutsche Zeitung schrieb am 10.3.2020 unter dem
Titel ,,Die Wucht der grofien Zahl“ (von Christian Endt, Michael Mainka und
Soren Miiller-Hansen):

,Um zu verstehen, warum das neue Coronavirus so gefahrlich ist, muss man
sich klarmachen, was exponentielles Wachstum bedeutet. Der Begriff ist et-
was sperrig, das Konzept dahinter aber einfach. Es geht um eine Vermehrung,
die sich stadndig selbst beschleunigt. Und dieses Muster ldsst sich auch beim
Coronavirus erkennen. Das ist der Hintergrund, warum nun immer strengere
Auflagen verhdngt werden, Fufiballspiele ohne Publikum ausgetragen, Fe-
ste und Kongresse abgesagt werden. Und warum Gesundheitsminister Jens
Spahn, Kanzlerin Angela Merkel und andere davon sprechen, man miisse
die Ausbreitung des Virus verlangsamen. Sprich: Verhindern, dass es sich
exponentiell verbreitet.*

(1) Beschleunigt sich lineares Wachstum ,,stéandig selbst*?

(2) Beschleunigt sich quadratisches Wachstum wie bei der Funktion
f(z) = x? _stindig selbst“?

(3) Wie kann man exponentielles Wachstum charakterisieren?

(4) Wenn man exponentielles Wachstum , verlangsamen* mochte, verhin-
dert man dann exponentielles Wachstum oder &ndert man Parameter
(welche?) fiir exponentielles Wachstum?

Aufgabe 28.2.*

(1) Es sei @ > 1 und g(x) = & die Exponentialfunktion zur Basis a.
Zeige, dass es ein w € Ry mit g(x+w) = 2¢(x) fiir alle z € R gibt.
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(2) Es sei w > 0 vorgeben. Zeige, dass es eine Exponentialfunktion b*
mit b > 1 und mit
szrw — 2bx
fiir alle x € R gibt.
(3) Man gebe ein Beispiel fiir eine stetige, streng wachsende Funktion
f: R—=Rmit f(zx+1) = 2f(x) fiir alle x € R, die keine Exponen-
tialfunktion ist.

Aufgabe 28.3. Bestimme, fiir welche ¢,d € R die Differentialgleichung mit
Verzogerung

y'(t) = c(y(t) —y(t — d))
eine Losung der Form
y(t) = at+ 5
besitzt.

Aufgabe 28.4. Finde alle Losungen zur gewohnlichen Differentialgleichung
/
y =Y.

Aufgabe 28.5. Finde alle Losungen zur gewohnlichen Differentialgleichung
/
Yy = cy.

Aufgabe 28.6.*
Lose das Anfangswertproblem
y' =2 mit y(5) = 3.

Aufgabe 28.7.*
Lose das Anfangswertproblem

y =3t — 3t + 4 mit y(—1) = —5.

Aufgabe 28.8. Lose das Anfangswertproblem
y' = sint mit y(7) = 7.

Aufgabe 28.9. Lose das Anfangswertproblem
y = 3t> — 2t + 5 mit y(3) = 4.
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Aufgabe 28.10. Man mache sich anschaulich und mathematisch klar, dass
bei einer ortsunabhéngigen Differentialgleichung der Abstand zwischen zwei
Losungen y; und y, zeitunabhéngig ist, d.h. dass y;(t) — y2(t) konstant ist.

Man gebe ein Beispiel, dass dies bei zeitunabhéngigen Differentialgleichungen
nicht der Fall sein muss.

Aufgabe 28.11. Untersuche die gewohnlichen Differentialgleichungen, die
sowohl zeit- als auch ortsunabhéingig sind.

Aufgabe 28.12. Wie sieht der Graph einer Abbildung
RxR-—R

aus, die nur von einer Variablen abhingt.

Die folgende Aufgabe setzt Aufgabe 19.18 voraus.

Aufgabe 28.13. Es sei
D(R,R) = {f:R — R | f differenzierbar}

die Menge der differenzierbaren Funktionen. Bestimme die Eigenwerte, die
Eigenvektoren und die Dimension der Eigenrdume der Ableitung

D(R,R) —s Abb (R,R), f+— f".

Aufgabe 28.14. Finde die Losungen fiir die gewohnliche Differentialglei-
chung

~
winN

y =y
mit ¢ € Ry.

Finde eine inhaltliche Interpretation zu dieser Differentialgleichung analog
zu Beispiel 28.10.

Aufgabe 28.15. Zeige, dass y(x) = 2™ (n € N, ) eine Losung der gewohnli-
chen Differentialgleichung

1

y/ = ny”%
auf R, ist.
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Aufgabe 28.16.*
a) Es sei

f: RxR—R
ein nullstellenfreies Vektorfeld, d.h. f(¢,y) # 0 fiir alle (¢,y) € R2 Zeige,
dass jede Losungskurve zur Differentialgleichung

v = fty)

injektiv ist.
b) Sei f nun ein zeitunabhingiges Vektorfeld. Zeige, dass f genau dann
nullstellenfrei ist, wenn jede Losungskurve injektiv ist.

¢) Man gebe ein Beispiel fiir ein Vektorfeld, das nicht nullstellenfrei ist, fiir
das aber jede Losungskurve injektiv ist.

Aufgabe 28.17. Finde eine differenzierbare Funktion y(¢) (nicht die Null-
funktion), die die Bedingung

y(t) = y(t—1)
erfiillt (dabei ist y(t — 1) als der Wert der Funktion y an der Stelle t — 1

zu verstehen, nicht als das Produkt der Funktionsvariablen y mit ¢t — 1; es
handelt sich also nicht um eine Differentialgleichung).

Aufgabe 28.18. Finde einen zweidimensionalen Losungsraum fiir die Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung

1

y =Y.
Lose damit das Anfangswertproblem

y" =y mit y(0) = 3 und ¢'(0) = —2.

Aufgabe 28.19. Finde einen zweidimensionalen Losungsraum fiir die Diffe-
rentialgleichung zweiter Ordnung

!

Yy =Y.
Lose damit das Anfangswertproblem

y" = —y mit y(0) =5 und ¢/ (0) =6.

Aufgabe 28.20. Zeige, dass die Menge aller Losungen der Differentialglei-
chung
y(n) =0

einen n-dimensionalen reellen Vektorraum bilden.
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28.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 28.21. (2 Punkte)

Lose das Anfangswertproblem

y =3t — 4t + 7 mit y(2) = 5.

Aufgabe 28.22. (3 Punkte)

Finde eine Losung zur gewohnlichen Differentialgleichung

y = y+t
Aufgabe 28.23. (4 Punkte)
Lose das Anfangswertproblem

/ t3
V=5 mit y(1) = 2.
Aufgabe 28.24. (4 Punkte)
Lose das Anfangswertproblem
1
/
1) =
y(t) sinh ¢

auf R, mit der Anfangsbedingung y(1) = 7.

Tipp: Man schreibe Sinus hyperbolicus mit der Exponentialfunktion, fiihre
die Substitution s = e! durch und finde so eine Stammfunktion.

Aufgabe 28.25. (4 Punkte)

Finde alle polynomialen Losungen der Differentialgleichung dritter Ordnung

y/// — 9y _ 3ty/ _‘_y//.

Aufgabe 28.26. (5 Punkte)
Zeige, dass es zu jedem n € N, unendlich oft differenzierbare Funktionen
f: C—C, z+—— f(2),

derart gibt, dass die n-te Ableitung f (") mit f {ibereinstimmt, die Ableitun-
gen f® i < n, aber nicht.

Tipp=Denke an Potenzreihen.
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29. VORLESUNG - LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Wir besprechen in dieser und der néchsten Vorlesung Losungsverfahren fiir
gewohnliche eindimensionale Differentialgleichungen

y/ = f(t7y)'

wenn das Vektorfeld f(t,y) eine bestimmte Form besitzt. Heute sprechen wir
iiber sogenannte lineare Differentialgleichungen.

29.1. Homogene lineare gewohnliche Differentialgleichungen.

Definition 29.1. Eine Differentialgleichung der Form
y =gty
mit einer Funktion (/ reelles Intervall)
g: I — R, t— g(t),

heifit gewdohnliche homogene lineare eindimensionale Differentialgleichung.

Wir sprechen kurz auch von linearen Differentialgleichungen. Linear bedeutet
hierbei, dass im (auf I x R definierten) Vektorfeld f(¢,y) = ¢(t)y der Ort
y linear eingeht, d.h. zu jedem fixierten Zeitpunkt ¢y ist f(to,y) eine lineare
Funktion in y.

Die folgende Aussage zeigt, dass solche Differentialgleichungen durch Integra-
tion gelost werden konnen. Die Nullfunktion ist natiirlich immer eine Losung,
interessant sind daher die Losungen, die noch zusétzliche Eigenschaften (ty-
pischerweise eine Anfangsbedingung) erfiillen.

Satz 29.2. FEs sei

y = g(t)y
eine homogene lineare gewdhnliche Differentialgleichung mit einer stetigen
Funktion

g: I — R, t— g(t),

die auf einem Intervall I C R definiert sei. Es sei G eine Stammfunktion
zu g auf I. Dann sind die Losungen der Differentialgleichung gleich

y(t) = c-exp(G(t)) mit c € R.
Das Anfangswertproblem
y' = g(t)y und y(to) = yo
(mit ty € I, yo € R) besitzt eine eindeutige Lisung.

Beweis. Zunichst gibt es eine Stammfunktion G von ¢ aufgrund von Ko-
rollar 24.5, so dass die angegebenen Funktionen existieren. Durch Ableiten
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bestétigt man direkt, dass diese Funktionen wirklich Losungen sind. Es sei y
eine beliebige Losungsfunktion. Wir betrachten den Quotienten

( y() )' _ Y (B)exp(G(t)) —y(t) - (exp(G(E)) - g(t))
exp(G(t)) exp?(G(t))
y(B)g(t) exp (G(1)) = y(t) - (exp(G(2)) - 9(1))
exp?(G(1))

= 0,

so dass aufgrund von Lemma 24.6 der Quotient y(t)

exp(G(t))
woraus die Behauptung folgt. Die Bedingung y(tg) = yo legt den Skalar

eindeutig fest. O

konstant sein muss,
— Y0
exp(G(to))
Beispiel 29.3. Die homogene lineare gewhnliche Differentialgleichung
y =0
besitzt genau die konstanten Losungen
y(t) =cmit c € R.
Dies folgt direkt aus Lemma 24.6, aber auch aus Satz 29.2.
Beispiel 29.4. Die homogene lineare gewohnliche Differentialgleichung
y =y
besitzt genau die Losungen
y(t) = ce' mit c € R.

Beispiel 29.5. Sei ¢ € R. Die homogene lineare gewohnliche Differential-
gleichung
y = cy
besitzt nach Satz 29.2 die Losungen
y(t) = ae” mit a € R.

In den bisherigen Beispielen war die Funktion ¢(¢) konstant, und es war
besonders einfach, die Losungen anzugeben. Man spricht von einer homo-
genen linearen gewohnlichen Differentialgleichung mit konstanten Koeffizi-
enten. Diese sind insbesondere zeitunabhéingig. Die folgenden Beispiele be-
sitzen keine konstanten Koeflizienten, sondern variable Koeffizienten. Diese
Differentialgleichungen sind sowohl orts- als auch zeitabhéngig.

Beispiel 29.6. Wir betrachten die homogene lineare gewthnliche Differen-
tialgleichung (¢ > 0)

r_ Y
Yy ;e
Eine Stammfunktion zu g(t) = % ist der natiirliche Logarithmus. Die Losun-

gen dieser Differentialgleichung sind daher nach Satz 29.2 gleich
c-exp(lnt) = ct
mit ¢ € R.
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Beispiel 29.7. Wir betrachten die homogene lineare gewthnliche Differen-
tialgleichung (¢ > 1)

y = Y
2—-1
Um die Losungen zu bestimmen brauchen wir eine Stammfunktion zu
1 1 1/2 1/2

I = T TGS hus) i-1 i+t

Aus der Partialbruchzerlegung gelangt man zur Stammfunktion
1 1
G(t) = 3 In(t—1) — 5 In(t +1).

Daher sind die Losungen nach Satz 29.2 gleich

exp (2 In(t — 1))
exp ($In(t + 1))
C\/exp (In(t — 1))
vexp (In(t + 1))

t—
t

c - exp (%ln(t -1) - %ln(t + 1)) =

i

= C -

:

Beispiel 29.8. Wir betrachten die homogene lineare gewthnliche Differen-
tialgleichung

y/ _ Y
24+ 1
Um die Losungen zu bestimmen brauchen wir eine Stammfunktion zu
1
) = ——
9(t) = 5 et

eine solche ist (nach Aufgabe 21.7 (3)) durch
G(t) = arctant
gegeben. Daher sind die Losungen gleich

¢ - exp(arctant) .

29.2. Inhomogene lineare gewohnliche Differentialgleichungen.

Es gibt homogene lineare Gleichungsysteme, bei denen es darum geht, den
Kern einer linearen Abbildung zu bestimmen, und es gibt inhomogene lineare
Gleichungssysteme, wo man das Urbild zu einem Vektor (Storvektor) unter
einer linearen Abbildung bestimmen soll. Auch zu den linearen Differential-
gleichungen gibt es eine inhomogene Variante, bei der eine Stdrfunktion die
Sache verkompliziert. Wie bei linearen Gleichungssystemen ist es auch hier
wichtig, zuerst die zugehorige homogene Gleichung zu losen.
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Definition 29.9. Eine Differentialgleichung der Form
y' = g(t)y + h(t)

mit zwei auf einem Intervall I C R definierten Funktionen ¢ — ¢(¢) und
t — h(t) heilt inhomogene lineare gewéhnliche Differentialgleichung.

Die folgende Aussage zeigt, dass solche Differentialgleichungen durch Inte-
gration gelost werden konnen.
Satz 29.10. Es se:

y = g(t)y + h(t)
eine inhomogene lineare gewohnliche Differentialgleichung mit stetigen Funk-
tionen g,h: I — R. Es sei G eine Stammfunktion von g und es sei

a(t) = exp(G(t))

eine Losung der zugehdrigen homogenen linearen Differentialgleichung. Dann
sind die Losungen (auf I) der inhomogenen Differentialgleichung genau die
Funktionen

y(t) = clt)a(t),

wobei c(t) eine Stammfunktion zu % ist. Das Anfangswertproblem

y = g(t)y + h(t) und y(to) = yo
(mit to € I, yo € R) besitzt eine eindeutige Lisung.

Beweis. Da a(t) keine Nullstelle besitzt, kann man jede (differenzierbare)
Funktion
y: I — R
als
y(t) = c(t)al(t)

mit einer unbekannten (differenzierbaren) Funktion c(t) ansetzen. Dabei ist
(fiir eine differenzierbare Funktion y)

y'(t) = d(t)a(t) +c(t)a'(t).
Daher kann man die Losungsbedingung
y'(t) = g(t)y(t) + h(t)
als
d(t)a(t) + c(t)ad'(t) = g(t)e(t)a(t) + h(t)
schreiben, und diese gilt wegen a/(t) = g(t)a(t) genau dann, wenn

bzw.
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gilt. D.h. ¢(t) muss eine Stammfunktion zu % sein. Es sei nun noch die

Anfangsbedingung y(tg) = yo vorgegeben. Mit c¢(t) ist auch c(t) + ¢ fiir

jedes ¢g € R eine Stammfunktion zu % Die Bedingung

Yo = (c(to) + co)a(to)
legt dann ¢y eindeutig fest. U

Die in diesem Satz verwendete Methode heifit Variation der Konstanten. Man
ersetzt dabei die Losungsfunktionen der zugehorigen homogenen Gleichung,
also ca(t) mit konstantem ¢ € R, durch eine variable Funktion c(t).

Beispiel 29.11. Wir betrachten die inhomogene lineare gewthnliche Diffe-
rentialgleichung

y =ay+b
mit Konstanten a,b € R. Die Funktion

2(t) = e

ist eine Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung. Nach Satz
29.10 miissen wir daher eine Stammfunktion zu be~* bestimmen. Diese sind
durch —ge_“t + ¢ gegeben. Also haben die Lésungen der inhomogenen Diffe-
rentialgleichung die Form

Lieber den Kaffee trinken, bevor er geméifl einer inhomogenen linearen
gewoOhnlichen Differentialgleichung die Auflentemperatur angenommen hat.

Eine solche Differentialgleichung tritt bei Abkiihlungsprozessen auf. Wenn ein
(heifler) Korper (beispielsweise eine Tasse Kaffee) sich in einem umgebenden
Medium (beispielsweise in einem Straffencafé) mit konstanter Auflentempe-
ratur A befindet, so wird die Temperaturentwicklung y(¢) des Kérpers nach
dem Newtonschen Abkiihlungsgesetz durch die Differentialgleichung

y(t) = —d(y(t) — A)
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beschrieben. Dieses Gesetz besagt, dass die Abkiihlung proportional zur Dif-
ferenz zwischen Auentemperatur und Korpertemperatur ist (der Proportio-
nalitdtsfaktor d > 0 hingt von der Warmeleitfahigkeit des Korpers ab). Die
Losungen sind

y(t) = ce™ + A.

Dabei ist das ¢ durch eine Anfangsbedingung bestimmt, also typischerweise
durch die Anfangstemperatur des Korpers zum Zeitpunkt 0. Fiir t — 400
nimmt der Korper die Auflentemperatur A an.

Beispiel 29.12. Wir betrachten die inhomogene lineare gewthnliche Diffe-
rentialgleichung

y =y+t
mit der Anfangsbedingung y(3) = 4. Die Exponentialfunktion a(t) = e

ist eine Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung. Nach Satz

29.10 miissen wir daher eine Stammfunktion zu
tz 2
t

E =t"-e

finden. Mit zweifacher partieller Integration findet man die Stammfunktion
(—t* =2t —2)e".
Also haben die Losungen der inhomogenen Differentialgleichung die Form
e ((—* =2t —=2)e " +¢) = —t* =2t — 2+ ce".
Wenn wir noch die Anfangsbedingung y(3) = 4 beriicksichtigen, so ergibt
sich die Bedingung
—9—6—24ce® = =17+ ce® = 4,

also ¢ = —i% Die Losung des Anfangswertproblems ist also
21
_ 42 t
y(t) = £ =2t =2+ e

Beispiel 29.13. Wir betrachten fiir ¢ > 1 die inhomogene lineare gewohn-
liche Differentialgleichung

/ )
- t—1
(I
mit der Anfangsbedingung y(2) = 5. Hier ist also h(t) = ¢t —1 die Storfunk-
tion und

Y
2 —1

ist die zugehorige homogene lineare Differentialgleichung. Eine Stammfunk-

tion von tg%l ist

y =

1 1 1 1
G(t) = ghalt =) = lale+1) = 3 ({57) =

(Vo)
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Daher ist nach Satz 29.2 (bzw. nach Beispiel 29.7)

t—1
Vi+1

eine Losung zur homogenen Differentialgleichung. Zur Losung der inhomo-
genen Differentialgleichung brauchen wir eine Stammfunktion zu

h(t)  Vt+1 B B e N
a(t)_m-(t—n_\/tﬂ Vi—1=Vi2—1.

Eine Stammfunktion dazu ist

1
c(t) = 5 (t\/t2 — 1 — arcosh t).

a(t) =

Die Losungen der inhomogenen Differentialgleichung haben also die Gestalt

-1 ((t\/t2—1—arcosht>+c)

t+1

Die Anfangsbedingung fiihrt zu

1
5 = . (5(2\/5— arcosh 2) +co) =1- arcosh 2 + ¢p

1 1
V3 23 V3

Also ist
1
co = 43 + 3 arcosh 2

und die Losung des Anfangswertproblems ist

t— 1
y(t) = ( <t\/t2 1 — arcosh t) +4V3 + 3 arcosh 2).

t+1

Das folgende Beispiel zeigt, dass man schon bei recht einfach aussehenden
linearen Differentialgleichungen schnell an die Integrationsgrenzen kommt.

Beispiel 29.14. Wir betrachten die inhomogene lineare gewthnliche Diffe-
rentialgleichung

y =ty + 1.
Die zugehorige homogene Differentialgleichung 1/ = ty hat die Losung
142

e,

somit sind nach Satz 29.10 die Losungen der inhomogenen Gleichung gleich
c(t)ez” wobei ¢(t) eine Stammfunktion von e~2*" ist. Diese Funktion ist aber
nicht elementar integrierbar (diese Funktion kommt auch beim sogenannten
Fehlerintegral vor).
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29. ARBEITSBLATT

29.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 29.1. Finde samtliche Losungen der gewohnlichen Differentialglei-
chung
y = (t* — 4t +5)y.

Aufgabe 29.2. Lose das Anfangswertproblem
y = (t* — 4t + 5)y mit y(6) = —3.

Aufgabe 29.3. Zeige durch Ableiten, dass
y(t) = Vet
eine Losung der Differentialgleichung
y = t"y
ist.

Aufgabe 29.4. Es sei y(t) eine Losung der Differentialgleichung v/ = g(t)y
und z(t) eine Losung der Differentialgleichung 2’ = h(t)z. Zeige, dass die
Produktfunktion yz eine Losung der Differentialgleichung

u' = (g(t) + h(t))u

ist, und zwar einmal durch Ableiten und einmal mit Satz 29.2.

Aufgabe 29.5. Finde sdmtliche Losungen der gewhnlichen Differentialglei-
chung

Aufgabe 29.6. Finde sdmtliche Losungen der gewohnlichen Differentialglei-
chung

/

_ Y
y—t—Q-

Aufgabe 29.7. Finde sdmtliche Losungen der gewhnlichen Differentialglei-
chung

/ t

Yy = ey.
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Aufgabe 29.8. Bestétige durch Nachrechnen, dass die in Beispiel 29.7 ge-
fundenen Funktionen

t—1
t)=c
y(?) t+1
die Differentialgleichung
v =y/(t" 1)

erfiillen.

Aufgabe 29.9.*

Bestimme eine Losung der Differentialgleichung
y = Y
t2(t—1)

firt > 1.

Aufgabe 29.10. Es sei

Y =g(t)y
eine homogene lineare gewohnliche Differentialgleichung mit einer unendlich
oft differenzierbaren Funktion g und es sei y eine differenzierbare Losung.

a) Zeige, dass y ebenfalls unendlich oft differenzierbar ist.

b) Es sei y(to) = 0 fiur einen Zeitpunkt ;. Zeige unter Verwendung von
Aufgabe ***** dass y(™(ty) = 0 fiir alle n € N gilt.

Aufgabe 29.11.*

Es sei

f: I —Ry
eine differenzierbare Funktion auf einem Intervall I C R. Finde eine homo-
gene lineare gewohnliche Differentialgleichung, fiir die f eine Losung ist.

Aufgabe 29.12. Finde die Losungen der inhomogenen linearen Differenti-
algleichung
v =y+T.

Aufgabe 29.13. Finde die Losungen der inhomogenen linearen Differenti-
algleichung
y =y+e.

Aufgabe 29.14. Finde die Losungen der inhomogenen linearen Differenti-
algleichung
y/ =y + 63t'
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Aufgabe 29.15. Finde die Losungen der inhomogenen linearen Differenti-

algleichung '
I sinh ¢
cosh? t

Die folgende Aussage nennt man das Superpositionsprinzip fiir inhomoge-
ne lineare Differentialgleichungen. Es besagt insbesondere, dass die Diffe-
renz zweier Losungen einer inhomogenen linearen Differentialgleichung eine
Losung der zugehorigen homogenen linearen Differentialgleichung ist.

Aufgabe 29.16. Es sei I C R ein reelles Intervall und seien
g, hl, hg I — R

Funktionen. Es sei y; eine Losung der Differentialgleichung ' = g(t)y + h1(t)
und es sei y, eine Losung der Differentialgleichung 3/ = g(t)y + ha(t). Zeige,
dass dann y; + y» eine Losung der Differentialgleichung

Y = g(t)y + h(t) + ho(t)
1st.

Aufgabe 29.17. Petra sitzt im StraBlenkaffee bei einer Auflentemperatur von
20 Grad. Ihr wird ein Kaffee serviert mit einer Temperatur von 90 Grad, den
sie erst in fiinf Minuten nach einem wichtigen Telefonat trinken mochte. Sie
trinkt ihren Kaffee ohne Zucker, aber mit einem Milchanteil von 10 Prozent.
Die Milch wird mit einer Temperatur von 10 Grad in einer Kiihlbox serviert,
die die Temperatur konstant hélt. Der Abkiithlungskoeffizient fiir Kaffee und
Milch (siehe Beispiel 29.11) sei d = wobei die Zeit in Sekunden aufgefasst
werde.

1
500
a) Welche Temperatur besitzt der Kaffee zu Trinkbeginn, wenn die Milch

sofort in den Kaffee gekippt wird.

b) Welche Temperatur besitzt der Kaffee zu Trinkbeginn, wenn die Milch
unmittelbar vor dem Trinken in den Kaffee gekippt wird.

¢) Welche Temperatur besitzt der Kaffee zu Trinkbeginn, wenn die Milch
unmittelbar vor dem Trinken in den Kaffee gekippt wird, und die Kiihlbox
nicht funktioniert.

Aufgabe 29.18.*
a) Finde alle Losungen der gewohnlichen Differentialgleichung (¢ € R,)

?J:?

b) Finde alle Losungen der gewohnlichen Differentialgleichung (¢t € R,)
! ) 7
=L
y=5t
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c) Lose das Anfangswertproblem

y':%—l—ﬂ und y(1) =5.

Aufgabe 29.19.*

a) Finde alle Losungen der inhomogenen linearen Differentialgleichung

, sint
y ==

2 -3 t
(3osty+< )COS

fir t € |3, 5[

b) Lose das Anfangswertproblem

, sint
y ==

t*— ¢ mit =7.
costy+( 3)cost mit y(0) =7

Aufgabe 29.20.*

a) Bestimme eine Losung der Differentialgleichung

, 2
Yo e
b) Bestimme eine Losung der Differentialgleichung
2t
/ — t2
Yo et *

Aufgabe 29.21. Finde alle Losungen der in Beispiel 28.14 betrachteten
Differentialgleichung zweiter Ordnung

v = —Lyag
m

mit Hilfe von Satz 29.10.

29.2. Aufgaben zum Abgeben.

Aufgabe 29.22. (3 Punkte)
Lose das Anfangswertproblem
y = (2t — Tt + 4)y mit y(3) = 7.

Aufgabe 29.23. (3 Punkte)

Finde sdmtliche Losungen der gewohnlichen Differentialgleichung

y = y
2 -3




385

Aufgabe 29.24. (3 Punkte)

Finde die Losungen der inhomogenen linearen Differentialgleichung
1
y = (t+2)y+texp (§t2 + 2t> .
Welche Losung hat das Anfangswertproblem y(1) = 77

Aufgabe 29.25. (5 Punkte)

Lose das Anfangswertproblem

t
/ .
V=Y mit y(3) = 7.
Aufgabe 29.26. (3 Punkte)

Finde die Losungen der inhomogenen linearen Differentialgleichung

Y =y+e —de ™ +1.

Aufgabe 29.27. (5 Punkte)
Finde die Losungen der inhomogenen linearen Differentialgleichung
Yy 3 —2t+5 .

Y =37 e 3

30. VORLESUNG - GETRENNTE VARIABLEN

30.1. Gewohnliche Differentialgleichungen mit getrennten Varia-
blen.

Definition 30.1. Eine Differentialgleichung der Form

y = g(t) - h(y)
mit zwei Funktionen (dabei sind I und J reelle Intervalle)
g: I — R, t— g(t),
und
h: J— R, y+— h(y),
heilt gewohnliche Differentialgleichung mit getrennten Variablen.

Eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen ist auf der Produktmen-
ge U = [ x J definiert. Diese ist offen, wenn I und J offen sind. Eine
homogene lineare Differentialgleichung y' = ¢(t)y besitzt offenbar getrennte
Variablen (mit h(y) = y), dagegen besitzt eine inhomogene lineare Differen-
tialgleichung im Allgemeinen keine getrennten Variablen. Die Differentialglei-
chungen mit getrennten Variablen lassen sich durch Integrieren losen. Wenn
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h(yo) = 0ist, so bestétigt man direkt die konstante Losung y(t) = yo. Daher
beschréanken wir uns im Folgenden auf die Situation, dass h keine Nullstelle
besitzt. Die Grundidee ist dann, in der Gleichung

RAURE
h(y(t))
die beiden Seiten zu integrieren, wobei man links die Substitutionsregel an-

wendet.

Satz 30.2. Es sei
y' = g(t) - My)

eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen mit stetigen Funktionen
g: I — R, t— g(t),

und
h: J— R, y+— h(y),

wobei h keine Nullstelle besitze. Es sei G eine Stammfunktion von g und

H eine Stammfunktion von % Weiter sei I' C I ein Teilintervall mit
G(I") € H(J). Dann ist H eine bijektive Funktion auf sein Bild H(J) und

die Losungen dieser Differentialgleichung haben die Form
y(t) = HH(G(1)).
Wenn zusdtzlich die Anfangsbedingung
y(to) = yo mit (to,yo) € I x J

gegeben ist, und wenn die Stammfunktionen die zusdtzlichen Eigenschaften
G(to) = 0 und H(yo) = 0 erfillen, so ist

y(t) = H(G())
die eindeutige Losung des Anfangswertproblems.
Beweis. Da h stetig ist und keine Nullstelle besitzt, ist h bzw. % nach dem
Zwischenwertsatz entweder stets positiv oder stets negativ, so dass H nach
Satz 19.5 streng monoton und daher nach Aufgabe 2.6 injektiv (also bijektiv
auf sein Bild) ist. Sei y(t) = H '(G(t)) wie angegeben. Dann ist nach Satz
18.9 und Satz 18.10

y'(t) =
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so dass in der Tat eine Losung vorliegt. Es sei nun y(t) eine differenzierbare
Funktion, die die Differentialgleichung erfiillt. Daraus folgt

to B 2y (t) B y(t2) i
;oo = | g = L,

wobei wir die Substitution z = y(¢) angewendet haben. Fiir die zugehorigen
Stammfunktionen (mit den unteren Integralgrenzen t; bzw. y(¢;)) bedeutet
dies G(t) = H(y(t)), also ist y(t) = H '(G(t)). Um die Anfangsbedingung
zu erfiillen, kann man ¢y bzw. y, als untere Integralgrenzen wahlen. Wir zei-
gen, dass dies die einzige Losung ist. Seien also H und H zwei Stammfunktio-
nen zu % und G und G zwei Stammfunktionen zu g derart, dass sowohl y(t) =
H-Y(G(t)) als auch §(t) = H *(G(t)) die Anfangsbedingung erfiillen. D.h.
die beiden Funktionen stimmen zum Zeitpunkt ¢, iiberein. Da sich Stamm-
funktionen nur um eine Konstante unterscheiden, kénnen wir H = H + ¢ und
G = G + d mit zwei Konstanten ¢,d € R ansetzen. Es gilt also einerseits
H(y(t)) = G(t) und andererseits H(§(t))+c = H(j(t)) = G(t) = G(t)+d,
so dass H(g(t)) — H(y(t)) = d — c gilt, woraus wegen g(ty) = y(to) sofort
¢ = d folgt. Also ist H(y(t)) = G(t) = H(y(t)) und somit wegen der
Injektivitat von H auch g(t) = y(t) fiir alle ¢. O

Wegen

(H+¢) (Gt)+d) = HYG{t)+d—¢)
(wende H + ¢ an) geniigt es, bei der Stammfunktion zu g(t) eine Konstante
zuzulassen, um die allgemeine Losung zu erhalten. Durch einen Ubergang von
G nach G + ¢ mit einer geeigneten Konstanten ¢ kann man auch erreichen,
dass es ein (echtes) Intervall I’ gibt mit

G(I') € H(J).

Sowohl orts- als auch zeitunabhingige Differentialgleichungen kann man als
Differentialgleichung mit getrennten Variablen auffassen. Fiir zeitunabhéngi-
ge Differentialgleichungen erhélt man den folgenden Losungsansatz.

Korollar 30.3. Es sei
Y = h(y)

eine zeitunabhdngige Differentialgleichung mit einer stetigen Funktion
h: J— R, y+— h(y),
ohne Nullstelle. Fs sei H eine Stammfunktion von % mat der Umkehrfunktion
H'YJ —
Dann sind die Funktionen
y(t) = H '(t+c) mitc€R
die Losungen dieser Differentialgleichung auf dem Intervall® H(J) — c.

29Mit I + ¢ ist das um ¢ verschobene Intervall gemeint. Es ist also I 4+ ¢ =
{xeR|xz—cel}.Beil = [a,b]istalso+c¢c = [a+c,b+c],beil = Rist R+c¢ =R.
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Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 30.2. U
Beispiel 30.4. Wir betrachten die zeitunabhéngige Differentialgleichung

fir y > 0. Es ist also h(y) = ;j und damit miissen wir nach Korollar 30.3 y
integrieren, eine Stammfunktion dazu ist

1

H(y) = 51/2-

Die Umkehrfunktion berechnet sich aus dem Ansatz z = %yQ Zuy = V2z =
H~'(z). Also haben die Losungskurven die Gestalt

y(t) = V2t +¢)
mit ¢ € R.
Beispiel 30.5. Wir betrachten die zeitunabhéingige Differentialgleichung
Yy = siny
firy € J = |0, 7[. Nach Korollar 30.3 miissen wir also ﬁ integrieren, eine
Stammfunktion dazu ist nach Beispiel 27.6 die Funktion

H: J—)J':R,yr—>H(y):1n<tan%>.

Die Umkehrfunktion H—! berechnet sich iiber u = In (tan %) zu
H™'(y) = 2arctan (e*).
Also haben die Losungskurven die Gestalt
y(t) = 2arctan (e"*°)
mit einem ¢ € R.

Nach diesen zeitunabhéngigen Differentialgleichungen besprechen wir weitere
Beispiele fiir Differentialgleichungen mit getrennten Variablen.

Korollar 30.6. Eine Differentialgleichung der Form
y = g(t) -y
mit y > 0 und einer stetigen Funktion
g: R— R, t— g(t),

besitzt auf I' C R die Lisungen

wobei G eine Stammfunktion zu g mit G(I') C R, sei.

Beweis. Siehe Aufgabe 30.17. O
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Beispiel 30.7. Wir betrachten die Differentialgleichung mit getrennten Va-
riablen

y =ty
fiir
y > 0. Eine Stammfunktion zu o5 ist H(y) = —3y° = z (z ist also
negativ) mit der Umkehrfunktion

1
y = H'z) = /—=2"L
2
Die Stammfunktionen zu ¢(t) = ¢ sind %tz + c. Daher sind die Losungen der
Differentialgleichung von der Form

y(t) = \/—%(%tQ—I—C)l = \/%

Hierbei muss ¢ negativ gew#hlt werden, damit diese Losung einen nichtlee-
ren Definitionsbereich besitzt. Der Definitionsbereich ist dann das Intervall
|—vV/—2¢,/—2¢[. Insbesondere sind die Losungen nur auf einem beschriank-
ten offenen Intervall definiert, obwohl die Differentialgleichung auf ganz R?
definiert ist. An den Intervallgrenzen strebt y(t¢) gegen +oo, d. h., die Losung
Lentweicht®.

Beispiel 30.8. Wir betrachten die Differentialgleichung mit getrennten Va-
riablen

y/ — _t'y3

fir y > 0. Eine Stammfunktion zu o5 ist H(y) = —3y~ = z (2 ist also

negativ) mit der Umkehrfunktion

Die Stammfunktionen zu g(t) = —t sind —%tQ + c¢. Daher sind die Losungen
der Differentialgleichung von der Form

y(t) = \/—%(—%7524—0)_1 _ \/g

Insbesondere erhélt man bei ¢ = 0 die auf R definierte Losung

yt) = %
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-]
il

Eine logistische Funktion

Beispiel 30.9. Es sei p(t) die Grofie einer Population zu einem Zeitpunkt
t. Wie setzen voraus, dass die Populationsentwicklung differenzierbar ist; die
Ableitung p/(t) reprisentiert dann das (infinitesimale) Bevolkerungswachs-
tum zum Zeitpunkt . Den Quotienten

nennt man die Wachstumsrate zum Zeitpunkt ¢. Wir fragen uns, inwiefern
man den Populationsverlauf aus der Wachstumsrate rekonstruieren kann. Die
Wachstumsrate kann von der Zeit (Jahreszeit, Nahrungsvorkommen, Ent-
wicklung von anderen Populationen etc.) abhéngen, aber auch von der ak-
tuellen Populationsgrofie p. Die Zeitabhéngigkeit der Wachstumsrate beruht
auf duBeren Einfliissen, wiahrend die Abhéngigkeit von der aktuellen Popula-
tionsgréfe eine innere Dynamik ausdriickt. Sie beruht darauf, dass eine grofie
Population sich hemmend auf die Fortpflanzung auswirkt.

Wir beschrianken uns auf eine Situation, wo die Wachstumsrate nur von der
Populationsgrofie abhéngt, nicht aber von sonstigen Einfliissen. Dann wird
die Wachstumsrate durch eine Funktion w(p) beschrieben, und die Wachs-
tumsrate zum Zeitpunkt ¢ ist demnach durch r(t) = w(p(t)) gegeben. Die
Wachstumsrate wirkt sich auf die Populationsentwicklung aus. Gemé&fl dem
oben formulierten Zusammenhang gilt

p(t) = p(t) -r(t) = p(t) - w(p(t)).
Es liegt also eine Differentialgleichung der Form
P =p-wp)
vor, die zeitunabhéingig ist, so dass insbesondere getrennte Variablen vorlie-
gen (mit der Funktion h(p) = p-w(p)). Bei konstanter Wachstumsrate
w(p) = a

liegt die Differentialgleichung p’ = ap vor, deren Losungen die Funktionen
ce® sind. Das bedeutet exponentielles Wachstum.

Wenn wir die Wachstumsrate so ansetzen, dass es bei einer gewissen Popu-
lationsgrofle g kein Wachstum mehr gibt, und bei sehr kleiner Bevolkerung
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die Wachstumsrate maximal gleich s ist, und dazwischen die Wachstumsrate
linear von p abhéngt, so erhélt man die Wachstumsrate

w(p) = 8(1 - ép)

und die Differentialgleichung
1 5
p = 5p(1 - —p> = sp——p”.
g g

Eine solche Differentialgleichung nennt man logistische Differentialgleichung.
Geméif dem Losungsansatz fiir Differentialgleichungen mit getrennten Varia-
blen miissen wir eine Stammfunktion zu

1 g 1
Sp<1 _ %p) s plg—p)
1 (1 1 >
= (4 -
S\P g—0PD
finden. Eine solche Stammfunktion ist
1 1 P
H = —(lnp—1 — = -1 )
(p) = ~(np—lIn(g—p)) = - S

Zur Berechnung der Umkehrfunktion H ! lésen wir die Gleichung

1 D
U = —Iln——
s g—p
nach p auf. Es ergibt sich
b
exp(su) = ——
—p
und daraus
g-exp(su) = p+p-exp(su)
und damit

_ g-exp(su) g
1+exp(su) 1+ exp(—su)

Da die Differentialgleichung zeitunabhéngig ist, ist

9

p(t) = 1 + exp(—st)

eine Losung. Bei t = 0ist p(0) = 4, fiir £ — 400 strebt die Losung gegen g
(die Grenzbevolkerung) und fiir ¢ — —oo gegen 0.
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30. ARBEITSBLATT

30.1. Ubungsaufgaben.

Aufgabe 30.1. Bestimme die konstanten Losungen der gewohnlichen Diffe-
rentialgleichung

, sin (cost) — e’

v (" +8)e " + Vi +m

(y* + 3y —5)

Aufgabe 30.2. Welche Substitution wird im Beweis zu Satz 30.2 durch-
gefiihrt?

Aufgabe 30.3. Skizziere die zugrunde liegenden Vektorfelder der Differen-
tialgleichungen
1
y ==y =ty’ und y = —ty’
Y

sowie die in Beispiel 30.4, Beispiel 30.7 und Beispiel 30.8 angegebenen Lo-
sungskurven.

Aufgabe 30.4. Bestétige die in Beispiel 30.4, Beispiel 30.7 und Beispiel 30.8
gefundenen Losungskurven der Differentialgleichungen

/

1
Yy =—, ¢y =ty und y = —ty°
y

durch Ableiten.

Aufgabe 30.5. Interpretiere eine ortsunabhéngige Differentialgleichung als
eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen anhand des Losungsan-
satzes fiir getrennte Variablen.

Aufgabe 30.6. Bestimme alle Losungen der Differentialgleichung
/
y =Yy

mit dem Losungsansatz fiir getrennte Variablen.

Aufgabe 30.7. Bestimme alle Losungen der Differentialgleichung
/ n
y =Yy

mit n > 1 mit dem Lésungsansatz fiir getrennte Variablen.
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Aufgabe 30.8. Bestimme alle Losungen der Differentialgleichung
/ n
=Y

mit n < —1 mit dem Losungsansatz fiir getrennte Variablen.

Aufgabe 30.9. Bestimme alle Losungen der Differentialgleichung
y =e,

mit dem Losungsansatz fiir getrennte Variablen.

Aufgabe 30.10. Bestimme alle Losungen der Differentialgleichung
/ — 1
siny ’

mit dem Losungsansatz fiir getrennte Variablen.

Aufgabe 30.11. Lose die Differentialgleichung
y =ty

mit dem Losungsansatz fiir getrennte Variablen.

Aufgabe 30.12.*
Finde eine Losung fiir die gewohnliche Differentialgleichung
t
!/ 2
y - tz - 1y

mit £ > 1 und y < 0.

Aufgabe 30.13.*
Bestimme die Losungen der Differentialgleichung ( y > 0)

y/ — t2y3

mit dem Losungsansatz fiir getrennte Variablen. Was ist der Definitionsbe-
reich der Losungen?
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Aufgabe 30.14.*
a) Bestimme eine Losung der Differentialgleichung
3
Yy =—,y>0,t>0,
Y
mit dem Losungsansatz fiir getrennte Variablen.

b) Bestimme die Losung des Anfangswertproblems
t3

y' = — mit y(1) = 1.
Y

Aufgabe 30.15. Betrachte die in Beispiel 30.9 gefundenen Losungen

9
ylt) = 1 4 exp(—st)

der logistischen Differentialgleichung.

a) Skizziere diese Funktion (fiir geeignete s und g).

b) Bestimme die Grenzwerte fiir t — oo und ¢ — —o0.
c¢) Studiere das Monotonieverhalten dieser Funktionen.

d) Fiir welche ¢ besitzt die Ableitung von y(¢) ein Maximum (fiir die Funk-
tion selbst bedeutet dies einen Wendepunkt, man spricht auch von einem
Vitalitdtsknick).

e) Uber welche Symmetrien verfiigen diese Funktionen?

Aufgabe 30.16. Bestimme das Taylor-Polynom vierten Grades im Null-
punkt zur logistischen Funktion

y(t) =

30.2. Aufgaben zum Abgeben.

2
14et’

Aufgabe 30.17. (3 Punkte)
Zeige, dass eine Differentialgleichung der Form
Yy =g(t)y*
mit einer stetigen Funktion
g: R— R, t— g(t),

auf einem Intervall I’ die Losungen

1
t) = ———
besitzt, wobei G eine Stammfunktion zu g mit G(I') C R, sei.



395

Aufgabe 30.18. (3 Punkte)
Bestimme alle Losungen der Differentialgleichung
Y =ty’,y>0,

mit dem Losungsansatz fiir getrennte Variablen.

Aufgabe 30.19. (4 Punkte)
Bestimme alle Losungen der Differentialgleichung
y =t y>0,

mit dem Losungsansatz fiir getrennte Variablen.

Aufgabe 30.20. (3 Punkte)
Bestimme alle Losungen der Differentialgleichung
y' = (sint — 2t)(y2 + 1), y >0,

mit dem Losungsansatz fiir getrennte Variablen. Welche Losung hat das An-
fangswertproblem y(0) = 7?7

Aufgabe 30.21. (5 Punkte)
Bestimme alle Losungen der Differentialgleichung
y =ty -+t
mit
a) dem Losungsansatz fiir inhomogene lineare Differentialgleichungen,

b) dem Losungsansatz fiir getrennte Variablen.
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