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Analysis 1
Vorlesung 3

Korper

Wir werden nun die Eigenschaften der reellen Zahlen besprechen. Grund-
legende Eigenschaften von mathematischen Strukturen werden als Aziome
bezeichnet. In der Mathematik werden séamtliche Eigenschaften aus den Axio-
men logisch abgeleitet. Die Axiome fiir die reellen Zahlen gliedern sich in al-
gebraische Axiome, Anordnungsaxiome und das Vollstindigkeitsaxiom. Die
algebraischen Axiome werden im Begriff des Korpers zusammengefasst. Un-
ter algebraischen Eigenschaften versteht man solche Eigenschaften, die sich
auf die Rechenoperationen, also die Addition, die Subtraktion, die Multi-
plikation und die Division, beziehen. Diese Operationen ordnen zwei reellen
Zahlen eine weitere reelle Zahl zu, es handelt sich also um Verkniipfungen.

DEFINITION 3.1. Eine Menge K heifit ein Kdrper, wenn es zwei Verkniipfun-
gen (genannt Addition und Multiplikation)

+: AXK—Kund -: K xK — K

und zwei verschiedene Elemente 0,1 € K gibt, die die folgenden Eigenschaf-
ten erfiillen.

(1) Axiome der Addition
(a) Assoziativgesetz: Fiir alle a,b,c € K gilt: (a+b) +¢ = a+
(b+c).
(b) Kommutativgesetz: Fiir alle a,b € K gilt a +b = b+ a.
(c) 0 ist das neutrale Element der Addition, d.h. fiir alle a € K ist
a+0 = a.
(d) Existenz des Negativen: Zu jedem a € K gibt es ein Element
be Kmita+b = 0.
(2) Axiome der Multiplikation
(a) Assoziativgesetz: Fiir alle a,b,c € K gilt: (a-b)-¢c = a-(b-c).
(b) Kommutativgesetz: Fiir alle a,b € K gilt a-b = b- a.
(c) 1 ist das neutrale Element der Multiplikation, d.h. fiir alle a €
Kista-1 = a.
(d) Existenz des Inversen: Zu jedem a € K mit a # 0 gibt es ein
Element ¢ € K mita-c = 1.
(3) Distributivgesetz: Fiir alle a,b,c¢ € K gilt a-(b+c¢) = (a-b)+(a-c).

Dass all diese Axiome fiir die reellen Zahlen (und die rationalen Zahlen) mit
den natiirlichen Verkniipfungen gelten, ist aus der Schule bekannt. Das heifit
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nicht, dass sie dort bewiesen wurden. Unter Verwendung des Gruppenbegriffs
kann man auch sagen, dass ein Korper eine Menge mit zwei Verkniipfungen +
und - und zwei fixierten Elementen 0 # 1 ist, derart, dass (K, +,0) und (K '\
{0},-,1) jeweils kommutative Gruppen' sind und dass das Distributivgesetz
gilt. Daher gelten fiir die Addition und die Multiplikation héufig strukturell
dhnliche Eigenschaften. Da wir in dieser Vorlesung die Gruppentheorie nicht
systematisch entwickeln werden, ist das nur eine Nebenbemerkung.

In einem Korper gilt die Klammerkonvention, dass die Multiplikation stérker
bindet als die Addition. Man kann daher a - b + ¢ - d statt (a - b) + (c -
d) schreiben. Zur weiteren Notationsvereinfachung wird das Produktzeichen
haufig weggelassen. Die besonderen Elemente 0 und 1 in einem Koérper werden
als Nullelement und als Einselement bezeichnet. Nach der Definition miissen
sie verschieden sein.

Die wichtigsten Beispiele fiir einen Korper sind fiir uns die rationalen Zahlen,
die reellen Zahlen und die komplexen Zahlen, die wir spéater kennenlernen
werden. Wir nennen die Elemente eines beliebigen Kérper einfach Zahlen.

LeEMMA 3.2. In einem Koérper K ist zu einem Element x € K das Element
y mit x +y = 0 eindeutig bestimmt. Bei x # 0 ist auch das Element z mit
xz = 1 eindeutig bestimmit.

Beweis. Sei x vorgegeben und seien y und y’ Elemente mit z+y = 0 = x+v/'.
Dann gilt

y=y+0=y+@+y)=@w+a)+y = (@+y)+y =0+y =y
Insgesamt ist also y = /. Fiir den zweiten Teil sei x mit x # 0 vorgegeben.

Es seien z und 2’ Elemente mit xz = 1 = zz’. Dann ist

2 =2z1 = z(z2) = (z0)2 = 12 = 2.

Also ist z = 2. O

Zu einem Element a € K nennt man das nach diesem Lemma eindeutig
bestimmte Element y mit a +y = 0 das Negative von a und bezeichnet es
mit —a. Es ist —(—a) = a, da wegen a + (—a) = 0 das Element a gleich
dem eindeutig bestimmten Negativen von —a ist.

Statt b + (—a) schreibt man abkiirzend b — a und spricht von der Differenz.

Die Differenz ist also keine grundlegende Verkniipfung, sondern wird auf die
Addition mit dem Negativen zuriickgefiihrt.

Das zu a € K, a # 0, nach diesem Lemma eindeutig bestimmte Element z
mit az = 1 nennt man das Inverse von a und bezeichnet es mit a~!.

Das beinhaltet hier insbesondere, dass die Multiplikation sich zu einer Verkniipfung
auf K \ {0} einschrinken lésst. Aus den Korperaxiomen folgt dies, siehe Lemma 3.4 (6).



Fiir a,b € K, b # 0, schreibt man auch abkiirzend
a
b

Die beiden linken Ausdriicke sind also eine Abkiirzung fiir den rechten Aus-

druck.

In einem jeden Korper findet sich eine jede natiirliche Zahl n wieder, und zwar
wird die natiirliche 0 als die 0 des Korpers interpretiert, die natiirliche 1 wird
als die 1 = 1x des Korpers interpretiert, die natiirliche 2 wird als 15 + 1x
interpretiert, u.s.w. Die natiirliche Zahl n wird also als n-fache Summe der 1
(also n Summanden) des Korpers mit sich selbst interpretiert. Es gibt Korper,
siehe etwa Beispiel 3.3 weiter unten, bei denen diese Zuordnung nicht injektiv
ist, bei denen also verschiedene natiirliche Zahlen gleich interpretiert werden.
Eine negative ganze Zahl —m (mit m € N, ) wird in einem Korper als die m-
fache Summe von —1x mit sich selbst interpretiert. Zu einem Korperelement
a € K und n € N wird na als die n-fache Summe von a mit sich selbst
interpretiert, dabei gilt nx -x a = na (wobei diese Gleichung dann zeigt,
dass der Index nicht nétig ist). Fiir negative Zahlen —m mit m € N, ist
(—m)a als die m-fache Summe von a mit sich selbst definiert.

= ab~ !

a/b =

Zu einem Korperelement ¢ € K und n € N wird a” als das n-fache Produkt
von a mit sich selbst (also n Faktoren) definiert, und bei a # 0 wird a™™ als
(a~1)™ interpretiert.

Ein ,kurioser® Kérper wird im folgenden Beispiel beschrieben. Dieser Kérper
mit zwei Elementen ist in der Informatik und der Kodierungstheorie wichtig,
wird fiir uns aber keine grofle Rolle spielen. Er zeigt, dass es nicht fiir jeden
Korper sinnvoll ist, seine Elemente auf der Zahlengeraden zu verorten.

BEISPIEL 3.3. Wir suchen nach einer Koérperstruktur auf der Menge {0, 1}.
Wenn 0 das neutrale Element einer Addition und 1 das neutrale Element einer
Multiplikation sein soll, so ist dadurch schon alles festgelegt, da 14+ 1 = 0
sein muss, da 1 ein inverses Element beziiglich der Addition besitzen muss,
und da in jedem Korper nach Lemma 3.4 (1) 0-0 = 0 gelten muss. Die
Operationstafeln sehen also wie folgt aus.

H[0[1]
0[0]1
110

und

o]

0 0
1 1

0
0

Durch etwas aufwéndiges Nachrechnen stellt man fest, dass es sich in der Tat
um einen Koérper handelt.
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Die folgenden Eigenschaften sind fiir den Korper der reellen Zahlen vertraut,
wir beweisen sie aber allein aus den Axiomen eines Korpers. Sie gelten daher
fiir einen jeden Korper.

LEMMA 3.4. Es sei K ein Kéorper und seien a,b,c,aq,...,a,,b1,...,bs Ele-
mente aus K. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) a0 = 0 (Annullationsregel ).
(2)
(—a)b = —ab = a(-b)
(Vorzeichenregel ).
(3)
(—a)(=b) = ab.
(4)
a(b—c) = ab—ac

(5) Ausa-b = 0 folgt a = 0 oder b = 0 (Nichtnullteilereigenschaft ).
6) o a)Oi_ by) = > i<i<r 1<k<s Gibr (allgemeines Distributiv-

gesetz ).

Beweis. (1) Esist a0 = a(0+0) = a0+a0. Durch beidseitiges Abziehen
(also Addition mit dem Negativen von a0) von a0 ergibt sich die
Behauptung.

(2)
(—a)b+ab = (—a+a)b =0b =0

nach Teil (1). Daher ist (—a)b das (eindeutig bestimmte) Negative
von ab. Die zweite Gleichheit folgt analog.

(3) Nach (2) ist (—(—a))b = (—a)(—b) und wegen —(—a) = a

folgt die Behauptung.

(4) Dies folgt auch aus dem bisher Bewiesenen.

(5) Nehmen wir an, dass a und b beide von 0 verschieden sind. Dann gibt
es dazu inverse Elemente a~! und b~! und daher ist (ab)(b~ta™!) =
1. Andererseits ist aber nach Voraussetzung ab = 0 und daher ist
nach der Annullationsregel

(ab)(b'a™") = 0(b7'a™") =0,

so dass sich der Widerspruch 0 = 1 ergibt.
(6) Dies folgt aus einer Doppelinduktion, siche Aufgabe 3.25.

Die rationalen Zahlen

Wir geben eine Definition der rationalen Zahlen allein unter Bezug auf die
ganzen Zahlen.
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DEFINITION 3.5. Unter einer rationalen Zahl versteht man einen Ausdruck
der Form

a
b Y
wobei a,b € Z und b # 0 sind, und wobei zwei Ausdriicke ¥ und § genau
dann als gleich betrachtet werden, wenn ad = be (in Z) gilt. Die Menge aller
rationalen Zahlen wird mit Q bezeichnet.

Einen Ausdruck § nennt man Bruch, wobei a der Zdhler und b der Nen-
ner des Bruches heifit. Eine rationale Zahl wird durch verschiedene Briiche
beschrieben, beispielsweise ist % = % Man sagt auch, dass diese beiden
Briiche gleichwertig sind. Fiir die rationale Zahl { schreibt man einfach a.
In diesem Sinne sind ganze Zahlen insbesondere auch rationale Zahlen. Es
gelten die folgenden Identitdten (dabei seien ¢,d # 0, ansonsten seien alle
a,b,c,d € Z beliebig).

(1)

1
= 1,
—1
(2) .
2=,
c
(3) .
Sy
c
(4)
@ _ o
¢ cd

Die Addition und die Multiplikation auf rationalen Zahlen wird folgender-
maflen festgelegt.

(1)
a b _ab
c d = cod
(2)
a b ad + be

c * d’
Man addiert also zwei rationale Zahlen, indem man die Nenner gleichnamig
macht. Diese Operationen sind wohldefiniert und wie in Z assoziativ, kom-
mutativ und es gilt das Distributivgesetz. Diese Eigenschaften kann man
auf die entsprechenden Eigenschaften der ganzen Zahlen zuriickfiithren, siehe
Aufgabe 3.1.

Die 0 = % hat wieder die Eigenschaft

a a
04— — =
T
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und die 1 = % hat wieder die Eigenschaft

a a
1- 7= 7
Ferner gibt es wieder zu einer rationalen Zahl ¢ die negative Zahl
a  —a
b b
Sie besitzt die charakteristische FEigenschaft
a a —a+a

Zu einer rationalen Zahl § mit a,b # 0 (also wenn Zéhler und Nenner von 0
verschieden sind) ist auch der umgedrehte Bruch g eine rationale Zahl, und
es gilt

a ab

b a ab
Man nennt g die inverse rationale Zahl zu . Mit all diesen Festlegungen ist
Q ein Korper.

1.

Q|

Man kann die rationalen Zahlen auf der Zahlengeraden platzieren (die ganzen
Zahlen seien dort schon platziert). Die rationale Zahl ¢ mit a,b € N findet
man so: Man unterteilt die Strecke von 0 nach a in b gleichlange Teilstrecken.
Die Zahl § ist dann die rechte Grenze der (von links) ersten Teilstrecke.
Insbesondere ist % die Lange des Intervalls, dass b-fach nebeneinander gelegt
die Einheitsstrecke (oder das Einheitsintervall) ergibt.?

Als Punkte auf der Zahlengeraden lassen sich rationale Zahlen ihrer Grofie
nach vergleichen. Dabei gilt fir ¢ und § mit a,c € Z und b,d € N, die

b
Beziehung
a

c
2> Z
b — d
genau dann, wenn in Z die Beziehung

ad > be

gilt. Um dies von der Zahlengerade her einzusehen, bringt man die beiden
rationalen Zahlen auf den Hauptnenner, d.h. man vergleicht ‘;—g und z—g. Die
Groferbeziehung hangt dann, wegen bd positiv, allein von den beiden Zéhlern
ab.

Die Binomialkoeffizienten

DEFINITION 3.6. Zu einer natiirlichen Zahl n nennt man die Zahl
nl:=nn-1)mn-2)---3-2-1
die Fakultdt von n (sprich n Fakultét).

’Die Frage, wie man diese Unterteilung elementar durchfiihrt, besprechen wir hier
nicht.
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Bei einer n-elementigen Menge M gibt es n! bijektive Abbildungen von M
nach M. Gleichbedeutend damit ist, dass es n! Moglichkeiten gibt, n Objekte
auf n Platze zu verteilen.

DEFINITION 3.7. Es seien k und n natiirliche Zahlen mit £k < n. Dann nennt

man
ny n!
k) kl(n — k)!

den Binomialkoeffizienten ,,n iiber k“.

Diesen Bruch kann man auch als

nn—1)mn-2)---(n—k+2)(n—Fk+1)
k(k—1)(k—2)---2-1

schreiben, da die Faktoren aus (n — k)! auch in n! vorkommen und daher
kiirzbar sind. In dieser Darstellung stehen im Zéhler und im Nenner gleich
viele Faktoren. Gelegentlich ist es sinnvoll, auch negative k oder £k > n
zuzulassen und in diesen Fiéllen die Binomialkoeffizienten gleich 0 zu setzen.

—
©
[
>

84 126 126 84 36
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

©
—

Das Dreieck der Binomialkoeffizienten war in Indien und in Persien schon um
1000 bekannt,

Von der Definition her ist es nicht sofort klar, dass es sich bei den Binomi-
alkoeffizienten um natiirliche Zahlen handelt. Dies folgt aus der folgenden
Beziehung.

LEMMA 3.8. Die Binomialkoeffizienten erfiillen die rekursive Beziehung

n+1\ (n n n
k) \k k—1)
Beweis. Siehe Aufgabe 3.20. O

Der Binomialkoeffizient (Z) hat die folgende inhaltliche Bedeutung: Er gibt
fiir eine n-elementige Menge M die Anzahl sdmtlicher k-elementigen Teil-
mengen von M an, siche Aufgabe 3.22.
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in Europa heif3t es das Pascalsche
’ Dreieck (nach Blaise Pascal
B (1623-1662)).

!
}«4&5 g e 8%‘&%’&4

in China heifit es Yanghui-Dreieck
(nach Yang Hui (um 1238-1298)),

Die folgende allgemeine binomische Formel bringt die Addition und die Mul-
tiplikation in einem Koérper miteinander in Beziehung.

SATZ 3.9. FEs seien a,b Elemente in einem Korper. Ferner sein eine nattrli-
che Zahl. Dann gilt
" /n
a+b)" = akpnk
@y =3 (})

Beweis. Wir fiihren Induktion nach n. Fiir n = 0 steht einerseits (a+b)° = 1
und andererseits a’® = 1. Sei die Aussage bereits fiir n bewiesen. Dann ist

(a+b)"" = (a+b)(a+Db)"

— (a+D) (; (Z) akb”‘k>
— g (kfg (Z) akb”_k> b (kno (Z) akbn—k>

_ Z (Z) ak-‘rlbn—k + Z (Z) akbn—k’-i-l
k=0

fLT—? n n+1 n
— kpn—k+1 kpn—k+1
= Z(k_1>ab —i—Z(k)ab
k=1 k=0
< n n kpnt+l—k 1
= n+1— n+
k=1
n+1
— <n _]L_ 1> akbn-I—l—k‘ + bn+1



a . b
al a‘¢ |a
b| ab

(a+b)’ =
a’*+3ab+3ab’ +b’°







Abbildungsverzeichnis

Quelle = Pascal triangle.svg , Autor = Benutzer Kazukiokumura auf

Commons, Lizenz = CC-by-sa 3.0 7
Quelle = Yanghui triangle.gif , Autor = Benutzer Noe auf Commons,
Lizenz = PD 8
Quelle = TrianguloPascal.jpg , Autor = Pascal (hochgeladen von
Benutzer Drini auf Commons), Lizenz = PD 8
Quelle = A plus b au carre.svg , Autor = Benutzer Alkarex auf
Commons, Lizenz = CC-by-sa 2.0 9
Quelle = Binomio al cubo.svg , Autor = Drini, Lizenz = PD 9

Erlauterung: Die in diesem Text verwendeten Bilder stammen aus
Commons (also von http://commons.wikimedia.org) und haben eine
Lizenz, die die Verwendung hier erlaubt. Die Bilder werden mit ihren
Dateinamen auf Commons angefithrt zusammen mit ihrem Autor
bzw. Hochlader und der Lizenz. 11

Lizenzerkldrung: Diese Seite wurde von Holger Brenner alias
Bocardodarapti auf der deutschsprachigen Wikiversity erstellt und
unter die Lizenz CC-by-sa 3.0 gestellt. 11

11



