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Elliptische Kurven
Arbeitsblatt 3

Aufgaben

AUFGABE 3.1. Definiere eine Aquivalenzrelation auf der Menge A%\ {0}
derart, dass der Quotient unter der Aquivalenzrelation der projektive n-
dimensionale Raum ist.

AUFGABE 3.2. Es seien H = V. (X) und D = V,.(Y) Geraden in der
projektiven Ebene P% mit dem einzigen Schnittpunkt H N D = {(0,0,1)}.
Es seien P, P’ ¢ D verschiedene Punkte. Finde ein homogenes Polynom
F e KX, Y, Z|mit V.(F)ND = HND, P € V,.(F) und P' ¢ V_(F).

AUFGABE 3.3. Es seien P = (ag, ..., a,) und @ = (b, ..., b,) Punkte im
projektiven Raum P} iiber einem Korper K. Zeige, dass P = () genau dann
gilt, wenn a;b; — a;b; = 0 fiir alle 7, j gilt.

AUFGABE 34. Es sei P = (ag, ..., a,) € P% ein Punkt im projektiven
Raum. Zeige, dass es eine offene affine Umgebung U = A% C P} derart
gibt, dass P in diesem affinen Raum dem Nullpunkt entspricht.

AUFGABE 3.5. Es sei P} der projektive Raum der Dimension n iiber dem
Koérper K und seien

D, (X;) = Ak, Do (X;) = A C Py

zwei affine offene Teilmengen. Beschreibe die (nicht iiberall definierte) Uber-
gangsabbildung von D, (X;) nach D, (Xj).

AUFGABE 3.6. Man definiere den Begriff projektiv-linearer Unterraum eines
projektiven Raumes P

AUFGABE 3.7. Es sei K ein Korper und sei P% die projektive Ebene iiber
K. Zeige, dass zwei projektive Geraden L, M C P% stets einen nichtleeren
Durchschnitt besitzen.
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AUFGABE 3.8.*

Bestimme den Schnittpunkt der beiden Geraden
L =V, (6X —-8Y +32%)
und
M =V, (2X +9Y —52)
in der projektiven Ebene.

AUFGABE 3.9. Bestimme den Schnittpunkt der beiden Geraden
L=V (7TX -7Y +62)

und
M=V, (8X+Y —42)

in der projektiven Ebene.

AUFGABE 3.10. Zeige, dass die Menge aller Geraden in der projektiven Ebene
selbst eine projektive Ebene bilden.

AUFGABE 3.11. Es sei K = F, ein endlicher Kérper mit ¢ Elementen. Be-
rechne auf zwei verschiedene Arten, wie viele Elemente der projektive Raum
P’ besitzt.

AUFGABE 3.12. Es sei a C K[Xy,...,X,] ein Ideal. Zeige, dass a genau
dann ein homogenes Ideal ist, wenn es von homogenen Elementen erzeugt
wird.

AUFGABE 3.13. Skizziere die projektive Nullstellenmenge
Vi (XYZ) C P%.

AUFGABE 3.14. Zeige, dass zwei verschiedene Punkte P und () in der projek-
tiven Ebene eindeutig eine projektive Gerade definieren, auf der beide Punkte

liegen. Wie berechnet man die Geradengleichung aus den Koordinaten der
Punkte?

Bestimme die homogene Geradengleichung fiir die beiden Punkte (2,3,7)
und (1,5, —2).

AUFGABE 3.15. Es sei P ein projektiver Raum der Dimension n und es
seien X,Y C P} projektiv-lineare Unterrdume der Dimension r und s. Es
sei r + s > n. Zeige, dass dann X NY # () ist.
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AUFGABE 3.16. Es sei K ein unendlicher Kérper und P} der projektive
Raum. Charakterisiere die homogenen Ideale a, fiir die Dy (a) = 0 ist.

AUFGABE 3.17. Sei K ein unendlicher Korper. Zeige, dass der projektive
Raum P} irreduzibel ist.

AUFGABE 3.18. Es sei
Q=V(Xg+X{+ - +X2—1) Cc A"
und betrachte die Gesamtabbildung
p:Q — AFT\ {0} — Pz,

wobei hinten die Kegelabbildung steht. Ist ¢ surjektiv? Wie verhélt sich ¢ zur

Einschriankung der Kegelabbildung auf die reell 2n + 1-dimensionale Sphéare
82n+1 C R2n+2 o Cn+1?

AUFGABE 3.19. Sei K ein unendlicher Koérper und sei Py, ..., P, eine endli-
che Ansammlung von Punkten in einem projektiven Raum P’ . Zeige: Dann
gibt es eine homogene Linearform L € K[Xy, ..., X,| derart, dass all diese
Punkte auf der durch L definierten offenen Teilmenge D, (L) liegen.

AUFGABE 3.20. Es sei P} der projektive Raum der Dimension n iiber dem
Korper K und sei P = (ao, a1, ..., a,) € P% ein Punkt davon mit a;, a; #
0, also P € D,(X;) N Dy(X;). Die affinen Koordinaten des Punktes in

Dy (X;) & A7 sind (“0 L, e e a—’?) und die affinen Koordi-
a;

naten des Punktes in Dy (X;) = A% sind (Z—;), @, “fl—;l, afl—;l, o ‘;—’;)
Wir setzen den Polynomring zu D, (X;) als

Xo Xy Xic1 Xip X

XXX, X, X’i]
(als Unterring des rationalen Funktionenkorpers K (Xo, Xi,...,X,)) und
entsprechend den Polynomring zu D, (X;) als

Ko Xy Kior X K
XXX X, U,

an. Zeige, dass der lokale Ring von P in D (X;) mit dem lokalen Ring von
P in D, (Xj;) als Unterring von K (Xy, Xi,...,X,) ibereinstimmt.

S, = K|

S; = K|

AUFGABE 3.21. Essei K ein Kérper und P der zugehorige projektive Raum.
Es sei p: K" — K"l eine bijektive lineare Abbildung.



(1) Zeige, dass ¢ einen Automorphismus
o: P — P%, (z0, 21, ..., Tp) —> @ (T0, T1, ..., Tpn),

induziert.

(2) Bestimme das Urbild von D (X;) in der in (1) beschriebenen Situa-
tion. Wie sieht der Morphismus fiir diese affinen Mengen aus?

(3) Zeige, dass ¢; und s genau dann den gleichen Automorphismus auf
dem projektiven Raum induzieren, wenn sie durch Multiplikation
mit einem Skalar # 0 ineinander {iberfiihrbar sind.

(4) Induziert jede lineare Abbildung ¢: K" — K"! einen Morphis-
mus p: Pg — PL7?

Unter einem solchen Automorphismus wird jede projektive Varietat V' C P}
isomorph auf sein Bild abgebildet, die homogenen Gleichungen transformie-
ren sich entsprechend der affinen Situation. Dadurch kann man haufig die
beschreibenden Gleichungen einer Situation vereinfachen, man spicht von
einem projektiv-linearen Koordinatenwechsel. Die vorstehende Aufgabe gibt
Anlass zur folgenden Definition.

Es sei K ein Korper und n € N. Die Restklassengruppe
SL.(K)/(K* -1dNSL,(K))
heifit projektive spezielle lineare Gruppe. Sie wird mit
PSL, (K)

bezeichnet.

AUFGABE 3.22. Es seien P, () € P} Punkte im projektiven Raum iiber einem
Korper K. Zeige, dass es einen Automorphismus ¢: P% — P} mit ¢(P) =
@ gibt.

AUFGABE 3.23. Es seien P, P, P53 € Pl und Qi,Q2,Q3 € PL jeweils
drei (untereinander verschiedene) Punkte auf der projektiven Geraden iiber

einem Korper K. Zeige, dass es einen K-Automorphismus ¢p: P} — P}, mit
o(P;) = Q; fir i = 1,2,3 gibt.

AUFGABE 3.24.*

Bestimme die Fixpunkte der Abbildung

P} — Pk, (s,t) — (t, ).
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AUFGABE 3.25. Es sei K ein Korper und P} der zugehorige projektive Raum.
Es sei ¢: K" — K™ eine bijektive lineare Abbildung und

v P — PL, (xo, 21, ..., Tn) —> U (T0, T1, -+, Tp),

der zugehoérige Automorphismus. Zeige, dass ein Vektor v € K" genau
dann ein FEigenvektor zu ¢ ist, wenn der zugehorige Punkt im projektiven
Raum ein Fixpunkt von 1 ist.

AUFGABE 3.26. Sei K =R oder = C. Es sei H C K"! ein n-dimensionaler
affiner Unterraum, der den Nullpunkt nicht enthélt, und es sei H der dazu
parallele Unterraum durch den Nullpunkt. Es sei U C H eine in H = K"
offene Menge (in der metrischen Topologie) und es sei V' die Vereinigung aller
Geraden durch den Nullpunkt und durch einen Punkt von U. Zeige, dass der
Durchschnitt von V mit K"\ H offen ist.
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