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Zahlentheorie
Arbeitsblatt 13

Ubungsaufgaben

AUFGABE 13.1. Eine natiirliche Zahl n ist genau dann vollkommen, wenn
die Stammbruchsummenbedingung

1
>, =1
d|n, d#1

gilt. Schreibe fiir einige vollkommene Zahlen die Stammbruchsumme hin.

AUFGABE 13.2. Es sei n eine gerade vollkommene Zahl. Berechne die euler-
sche Funktion ¢(n).

In den folgenden Aufgaben werden einige Begriffe verwendet, die mit dem
Begrift der vollkommenen Zahl in Verbindung stehen.

Eine natiirliche Zahl n heiit defizient, wenn die Summe der Teiler kleiner als
2n ist.

Eine natiirliche Zahl n heifit abundant, wenn die Summe der Teiler grofier als
2n ist.

Eine natiirliche abundante Zahl heif3t sonderbar, wenn sie nicht als eine Teil-
summe von ihren echten Teilern darstellbar ist.

AUFGABE 13.3. Zeige: eine Primzahlpotenz p" ist defizient.

AUFGABE 13.4. Es sei n > 6 ein Produkt von zwei verschiedenen Primzah-
len. Zeige, dass dann n defizient ist.

AUFGABE 13.5. Zeige ohne Verwendung der Regel von Thabit, dass die bei-
den Zahlen 220 und 284 befreundet sind.

AUFGABE 13.6.*%

Zeige, dass fiir k > 2 die beiden Zahlen ¢ = 3-2*'—1und b = 3-2F —1
teilerfremd sind.
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AUFGABE 13.7.%
Man gebe ein Beispiel fiir zwei nicht befreundete Zahlen m und n mit

o(m) = o(n).

AUFGABE 13.8. Ergénze die folgende Tabelle um weitere Zeilen.

L a=3-221-1  [b=3-2"-1] c=9-221_1 | m = 2Fab | n = 2"¢
2 5 11 71 220 284
3 11 23 287 = 7 - 41 (nicht prim)
4 23 47 1151 17296 18416
5 47 95 4607 = 17 - 271 (nicht prim)
6| 95 =>5-19 (nicht prim) 191 18431 = 7 - 2633 (nicht prim)
7 191 383 73727 9363584 | 9437056

AUFGABE 13.9. Zeige, dass die zahlentheoretische M&bius-Funktion multi-
plikativ ist.

AUFGABE 13.10. Zeige, dass eine zahlentheoretische multiplikative Funktion
durch ihre Werte an Primzahlpotenzen festgelegt ist.

AUFGABE 13.11. Zeige, dass fiir die Faltung von zahlentheoretischen Funk-
tionen die folgenden Aussagen gelten.

(1) Die Faltung ist eine kommutative und assoziative Verkniipfung.
(2) Die Faltungseinheit [ ist das neutrale Element der Verkiipfung.
(3) Es ist

Usxp = 1.

AUFGABE 13.12. Zeige
UxU =T,

wobel T die Teileranzahlfunktion bezeichnet.

AUFGABE 13.13. Zeige, dass eine zahlentheoretische Funktion f: N, — C
genau dann invertierbar beziiglich der Faltung ist, wenn

f(1) #0

1st.

In den folgenden Aufgaben bezeichnet £: N, — C die Abbildung mit F(n) =
n fir allen € N,.
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AUFGABE 13.14. Zeige, dass zwischen der Mobius-Funktion g, der Identitét
E und der eulerschen ¢-Funktion die Beziehung

px B =g
besteht.

AUFGABE 13.15. Zeige, dass zwischen den zahlentheoretischen Funktionen
U, E, o die Beziehung
UxE =0

besteht.

AUFGABE 13.16. Zeige, dass die Menge der zahlentheoretischen Funktionen
mit der komponentenweisen Addition und der Faltung einen kommutativen

Ring bildet.

Aufgaben zum Abgeben

AUFGABE 13.17. (3 Punkte)
Finde einen Primfaktor der folgenden drei Zahlen
233 1,29 — 1,288 41,

AUFGABE 13.18. (4 Punkte)

Es sei n eine gerade vollkommene Zahl, n # 6. Zeige, dass n die Summe von
aufeinanderfolgenden ungeraden Kubikzahlen ist.

AUFGABE 13.19. (3 Punkte)

Es sei n eine ungerade Zahl mit der Eigenschaft, dass in ihrer Primfaktor-
zerlegung nur zwei verschiedene Primfaktoren vorkommen. Zeige, dass dann
n defizient ist.

AUFGABE 13.20. (4 Punkte)

Finde eine ungerade abundante Zahl n.

AUFGABE 13.21. (3 Punkte)
Finde die kleinste sonderbare Zahl.
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AUFGABE 13.22. (3 Punkte)
Zeige, dass der Quotient

unbeschrankt ist.
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