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Ubungsaufgaben

AUFGABE 19.1. Konstruiere einen Korper Fg mit 9 Elementen.

AUFGABE 19.2. Bestimme in Fy fiir jedes Element # 0 die multiplikative
Ordnung. Man gebe insbesondere die primitiven Einheiten an.

AUFGABE 19.3. Es sei p eine Primzahl und F ein Kérper mit p? Elementen.
Welche Ringhomomorphismen zwischen Z/(p?) und F gibt es? Man betrachte
beide Richtungen.

AUFGABE 19.4. Es sei K ein Korper der positiven Charakteristik p. Sei
F: K — K der Frobeniushomomorphismus. Zeige, dass genau die Elemente
aus Z/(p) invariant unter F sind.

AUFGABE 19.5. Es sei K ein Korper der positiven Charakteristik p. Sei
o=F: K — K, 2 +— 2"

die e-te Iteration des Frobeniushomomorphismus. Zeige, dass es maximal p®
Elemente gibt, die unter ¢ invariant sind, und dass diese Elemente einen
Unterkérper von K bilden.

AUFGABE 19.6. Gehe zur Seite
Endliche Kérper/Nicht Primkorper/Einige Operationstafeln

und erstelle fiir einen der dort angegebenen Korper Additions- und Multipli-
kationstafeln.

AUFGABE 19.7. Konstruiere endliche Kérper mit 4, 8,9, 16, 25, 27, 32,49, 64, 81, 121, 125
und 132 Elementen.
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AUFGABE 19.8. Essei K C L eine Korpererweiterung von endlichen Kérpern.
Zeige, dass dies eine einfache Kérpererweiterung ist.

AUFGABE 19.9.*

a) Zeige, dass durch
K = Z/(DT/(T* - 2)
ein Korper mit 343 Elementen gegeben ist.
b) Berechne in K das Produkt (72 + 2T + 4)(2T?% +5).

c¢) Berechne das (multiplikativ) Inverse zu 7"+ 1.

AUFGABE 19.10. a) Bestimme die Primfaktorzerlegung des Polynoms F' =
X3+ X +2in Z/(5)[X].

b) Zeige, dass durch
K =Z/®5)T/(T* - 2)
ein Koérper mit 25 Elementen gegeben ist.

c¢) Bestimmen die Primfaktorzerlegung von F' = X3 + X + 2 iiber K =
Z/(5)[1)/(T? - 2).

AUFGABE 19.11.*
Bestimme die Matrix des Frobeniushomomorphismus
P: Fyg — Fyg

beziiglich einer geeigneten F;-Basis von Fyg.

AUFGABE 19.12.*

Es sei F, ein endlicher Kérper der Charakteristik ungleich 2. Zeige unter
Verwendung der Isomorphiesétze, dass genau die Hélfte der Elemente aus
[y ein Quadrat in F, ist.

AUFGABE 19.13. Formuliere und beweise eine Version des Eulerschen Krite-
riums fiir beliebige endliche Korper.

AUFGABE 19.14. Es sei K ein endlicher Korper der Charakteristik p # 2.
a) Zeige, dass es in K Elemente gibt, die keine Quadratwurzel besitzen.

b) Zeige, dass es eine endliche nichttriviale Kérpererweiterung K C L vom
Grad zwei gibt.
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AUFGABE 19.15. Es sei p eine Primzahl und ¢ = p", n > 2. Zeige, dass
Z](p™) kein Vektorraum iiber Z/(p) sein kann.

AUFGABE 19.16. Betrachte die kommutativen Ringe Z/(13), Z/(169) und
Fi69. Bestimme alle Ringhomomorphismen zwischen diesen drei Ringen.

AUFCABE 19.17.*

Man gebe eine vollstdandige Liste aller kommutativer Ringe mit 6 Elementen.

AUFCABE 19.18.*

Es sei R ein Zahlbereich und es sei p # 0 ein Primideal. Zeige, dass die
Norm von p eine echte Primzahlpotenz ist.

AUFGABE 19.19.*

Es sei p eine Primzahl, ¢ = p® mit e > 1 und sei F, der Koérper mit
q Elementen und R = F,[X] der Polynomring dariiber. Zeige, dass jeder
Restklassenring R/a zu einem Ideal a # 0 endlich ist.

AUFGABE 19.20. Bestimme alle Losungen der Gleichung
4yt oy =1
fiir die Korper K = o, F4 und Fg.

AUFGABE 19.21.%*
Es sei K ein endlicher Korper mit ¢ Elementen.
(1) Zeige, dass die Polynomfunktionen
v K — K, . — 29,

mit 0 < d < ¢ linear unabhéngig sind.
(2) Zeige, dass die Exponentialfunktionen

wb: K—)K,[B'—>bx,

mit 0 < b < ¢ linear unabhéngig sind.

Aufgaben zum Abgeben
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AUFGABE 19.22. (3 Punkte)

Es sei R ein Zahlbereich und sei fi,...,f, € R eine Z-Basis von R mit
Diskriminante

A(fl)"'afn)‘
Es sei h € R. Zeige, dass hfy,...,hf, eine Z-Basis des Hauptideals (h)
bildet und dass gilt:

min{|A(by,...,by)| : (br....,b,) Z-Basis von (b)Y = N(B)? |A(fr,- .., fu)] -

AUFGABE 19.23. (3 Punkte)

Finde moglichst viele (nicht isomorphe) kommutative Ringe mit vier Ele-
menten. Beweise, dass die Liste vollsténdig ist.

AUFGABE 19.24. (4 Punkte)

Es sei p eine Primzahl und e,d € N, . Zeige: F,a ist genau dann ein Un-
terkorper von Fpe, wenn e ein Vielfaches von d ist.

AUFGABE 19.25. (4 Punkte)

Sei g eine echte Primzahlpotenz und I, der zugehorige endliche Kérper. Zeige,
dass in F2 jedes Element aus F, ein Quadrat ist.

AUFGABE 19.26. (7 Punkte)

Es sei K ein Korper und K C L eine Ringerweiterung vom Grad drei.
Klassifiziere die moglichen Typen von L, dhnlich wie in Lemma 19.9.
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