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1. VORLESUNG - TEILBARKEIT IN KOMMUTATIVEN RINGEN

In der Zahlentheorie wollen wir Eigenschaften der ganzen Zahlen verstehen.
Dazu ist es sinnvoll, nicht nur Z selbst zu betrachten, sondern auch da-
von abgeleitete Objekte, wie Restklassenringe (modulare Arithmetik), Ringe
der ganzen Zahlen in Korpererweiterungen von Q, wie etwa den Ring der
Gauflschen Zahlen, Lokalisierungen und Komplettierungen wie die p-adischen
Zahlen. Die grundlegende Gemeinsamkeit dieser Objekte ist, dass es sich um
kommutative Ringe handelt. Deshalb werden wir von Anfang an die benétig-
ten Begriffe auf der Ringebene entwickeln.

Beispiel 1.1. Betrachten wir die Frage, welche natiirlichen Zahlen die Sum-
me von zwei Quadratzahlen sind. Anders formuliert, fiir welche n hat die
Gleichung

n o= 2%+
Losungen mit ganzen Zahlen z,y? Es ist
0=0+0
1=1+40
2=1+1
3
4 =440
b =4+1
6
7
8§ =4+4
9=94+0
10 =9+1
11
12
13 =9+4

14



15
16 = 16 +0
17 =16 +1
18 =9+9
19
20 = 1644

Erkennt man hier schon eine Struktur? Es ist in der Zahlentheorie iiblich,
solche Fragen erstmal fiir Primzahlen zu verstehen, und die Ergebnisse dann
auf zusammengesetzte Zahlen zu iibertragen. Von den Primzahlen < 20 sind
3,7,11,19 keine Summe von zwei Quadraten, wahrend 2,5, 13 und 17 es sind.
Es fallt auf, dass die Zahlen der ersten Reihe alle den Rest 3 bei Division
durch 4 haben, und die Zahlen der zweiten Reihe (von 2 abgesehen) den
Rest 1. Hier zeigt sich bereits, dass es sinnvoll ist, zu anderen Ringen iiber-
zugehen, um Fragen iiber natiirliche oder ganze Zahlen zu beantworten. Die
Restabbildung zur Division mit Rest durch 4 ist ein Ringhomomorphismus

7Z—7/(4) ={0,1,2,3}, n+——n mod 4.

Dabei ist in Z/(4) die Addition und die Multiplikation modulo 4 erklért, also
etwa 3-3 = 9 = 1. Die Abbildung respektiert also die Addition und die
Multiplikation. Wenn nun die Gleichung

n =1’ +y
in Z eine Losung besitzt, so liefert das sofort auch eine Lésung modulo 4,
némlich

n = 2>+y*> mod 4
bzw.
(n mod4) = (x mod4)*+ (y mod 4)?

oder

n =7z +7.
Nun sind aber in Z/(4) die Quadrate einfach

0> =2*=0
und

1? =3 =1
und damit sind 0, 1 und 2 Summen von zwei Quadraten in Z/(4), aber nicht
3. Es bestétigt sich also bereits die obige Beobachtung, dass natiirliche Zahlen

(nicht nur Primzahlen), die den Rest 3 modulo 4 haben, nicht die Summe
von zwei Quadraten sein konnen.

Fiir Primzahlen mit dem Rest 1 modulo 4 liefert die Betrachtung im Rest-
klassenring Z/(4) natiirlich nur, dass eine notwendige Bedingung erfiillt ist,
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woraus sich natiirlich noch lange nicht auf eine Darstellung als Summe von
zwei Quadraten schlieflen ldsst. Die Zahl 21 zeigt auch, dass eine Zahl, die
modulo 4 den Rest 1 besitzt, nicht notwendig selbst die Summe von zwei
Quadraten ist. Wir werden aber im Verlauf der Vorlesung sehen, dass es
fiir Primzahlen mit dieser Restbedingung gilt. Dafiir werden wir in einem
weiteren Ring arbeiten, ndmlich im Ring der Gaufischen Zahlen

Z[i] = Z® Zi
(einem Unterring der komplexen Zahlen). Dort kénnen wir
n=a’+y’ = (z+iy)(r — iy)
schreiben, wodurch die Frage, ob eine Zahl Summe von zwei Quadraten ist,

mit der Frage der multiplikativen Zerlegung von natiirlichen Zahlen in diesem
neuen Ring in Zusammenhang gebracht wird.

Die Frage nach den Summen von zwei Quadraten werden wir abschliefend
in Satz 9.10 beantworten.

Wir erinnern kurz an die Definition eines Ringes und eines kommutativen
Ringes.

Definition 1.2. Ein Ring R ist eine Menge mit zwei Verkniipfungen + und
- und mit zwei ausgezeichneten Elementen 0 und 1 derart, dass folgende
Bedingungen erfiillt sind:

(1) (R,+,0) ist eine abelsche Gruppe.

(2) (R,-,1) ist ein Monoid.

(3) Es gelten die Distributivgesetze, also a - (b+c¢) = (a-b) + (a - ¢) und
(b+c)-a=(b-a)+ (c-a) fir alle a,b,c € R.

Definition 1.3. Ein Ring R heifit kommutativ, wenn die Multiplikation kom-
mutativ ist.

Das wichtigste Beispiel fiir uns ist der (kommutative) Ring der ganzen Zahlen
Z. Wir werden aber noch viele weitere Ringe kennenlernen, die zahlentheo-
retisch relevant sind. Wir verwenden wie iiblich die Konvention, dass die
Multiplikation stéarker bindet als die Addition und schreiben in der Regel ab
anstatt a - b.

Oben hatten wir im Zusammenhang mit der Abbildung Z — 7Z/(4) den
Begriff Ringhomomorphismus erwéhnt, den wir hier kurz anfiihren.

Definition 1.4. Es seien R und S Ringe. Eine Abbildung
p: R— S
heifit Ringhomomorphismus , wenn folgende Eigenschaften gelten:
(1) p(a+b) = ¢(a) + ¢(b).

(2) ¢(1) = 1.
(3) ¢la-b) = w(a)- ¢(b).



TEILBARKEITSBEGRIFFE

Definition 1.5. Es sei R ein kommutativer Ring, und a,b Elemente in R.
Man sagt, dass a das Element b teilt (oder dass b von a geteilt wird, oder
dass b ein Vielfaches von a ist), wenn es ein ¢ € R derart gibt, dass b = c-a
ist. Man schreibt dafiir auch ab.

Lemma 1.6. In einem kommutativen Ring R gelten folgende Teilbarkeitsbe-
ziehungen.

(1) Fiir jedes Element a gilt 1|a und a|a.

(2) Fiir jedes Element a gilt a|0.

(3) Gilt a|b und b|c, so gilt auch a|c.

(4) Gilt a|b und c|d, so gilt auch ac|bd.

(5) Gilt a|b, so gilt auch ac|be fiir jedes ¢ € R.

(6) Gilt a|b und a|c, so gilt auch a|rb+ sc fir beliebige Elemente r,s €
R.

Beweis. Siehe Aufgabe 1.21. O

Definition 1.7. Ein Element u in einem kommutativen Ring R heiflt Finheit,
wenn es ein Element v € R mit wv = 1 gibt.

Bemerkung 1.8. Eine Einheit ist also ein Element, das die 1 teilt. Das
Element v mit der Eigenschaft uv = 1 ist dabei eindeutig bestimmt. Hat
nédmlich auch w die Eigenschaft uw = 1, so ist

v =vl =v(uw) = (vu)w = lw = w.

Das im Falle der Existenz eindeutig bestimmte v mit uv = 1 nennt man
das (multiplikativ) Inverse zu u und bezeichnet es mit u~!. Die Menge aller
Einheiten in einem kommutativen Ring bilden eine kommutative Gruppe
(beziiglich der Multiplikation mit 1 als neutralem Element), die man die
Finheitengruppe von R nennt. Sie wird mit R* bezeichnet.

In den Ringen, die uns bisher begegnet sind, sind die Einheitengruppen ein-
fach zu bestimmen. Es ist Z* = {1,—1} und (Z/(4))* = {1,3}. Im Ring
der Gauflschen Zahlen gibt es vier Einheiten: 1, —1,1, —i, siehe die néchste
Vorlesung.

Definition 1.9. Zwei Elemente a und b eines kommutativen Ringes R heiflen
assozitert, wenn es eine Einheit u € R derart gibt, dass a = ub ist.

Bemerkung 1.10. Die Assoziiertheit ist eine Aquivalenzrelation. Siehe Auf-
gabe 1.4.

Das folgende Lemma besagt, dass es fiir die Teilbarkeitsrelation nicht auf
Einheiten und Assoziiertheit ankommt.

Lemma 1.11. In einem kommutativen Ring R gelten folgende Teilbarkeits-
beziehungen.



(1) —1 ist eine Einheit, die zu sich selbst invers ist.

(2) Jede Einheit teilt jedes Element.

(3) Sind a und b assoziiert, so gilt a|c genau dann, wenn blc.
(4) Teilt a eine Einheit, so ist a selbst eine Einheit.

Beweis. Siehe Aufgabe 1.22. O

Fiir Teilbarkeitsuntersuchungen sind die beiden folgenden Begriffe fundamen-
tal. Unter bestimmten Voraussetzungen, etwa wenn ein Hauptidealbereich
vorliegt, sind sie dquivalent.

Definition 1.12. Eine Nichteinheit p in einem kommutativen Ring heifit
irreduzibel (oder unzerlegbar), wenn eine Faktorisierung p = ab nur dann
moglich ist, wenn einer der Faktoren eine Einheit ist.

Definition 1.13. Eine Nichteinheit p # 0 in einem kommutativen Ring R
heifit prim (oder ein Primelement), wenn folgendes gilt: Teilt p ein Produkt
ab mit a,b € R, so teilt p einen der Faktoren.

Eine Einheit ist also nach Definition nie ein Primelement. Dies ist eine Ver-
allgemeinerung des Standpunktes, dass 1 keine Primzahl ist. Dabei ist die 1
nicht deshalb keine Primzahl, weil sie ,,zu schlecht® ist, sondern weil sie ,,zu
gut® ist.

INTEGRITATSBEREICHE

Vor dem néchsten Lemma erinnern wir an den Begriff des Integritétsbe-
reiches. Haufig wird die Teilbarkeitstheorie nur fiir Integritdtsbereiche ent-
wickelt.

Definition 1.14. Ein kommutativer, nullteilerfreier, von 0 verschiedener
Ring heifit Integritdtsbereich.

Ein Nullteiler ist ein Element x mit der Eigenschaft, dass es ein von 0 ver-
schiedenes Element y mit xy = 0 gibt. Die Null ist in einem vom Nullring
verschieden Ring stets ein Nullteiler. Nullteilerfrei bedeutet, dass die 0 der
einzige Nullteiler ist bzw. dass alle von 0 verschiedenen Elemente keine Null-
teiler oder Nichtnullteiler sind. Nullteilerfrei kann man auch so formulieren,
dass aus einer Gleichung xy = 0 folgt, dass x = 0 oder y = 0 ist.

Definition 1.15. Ein kommutativer Ring R heifit Kdrper, wenn R # 0
ist und wenn jedes von 0 verschiedene Element ein multiplikatives Inverses
besitzt.

In einem Koérper sind also alle von 0 verschiedenen Elemente Einheiten (und
insbesondere Nichtnullteiler). Korper sind also insbesondere Integritéitsbe-
reiche. In einem Korper ist die Teilbarkeitsbeziehung uninteressant, da jedes
von 0 verschiedene Element jedes andere Element teilt.
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Lemma 1.16. In einem Integrititsbereich ist ein Primelement stets irredu-
zibel.

Beweis. Angenommen, wir haben eine Zerlegung p = ab. Wegen der Primei-

genschaft teilt p einen Faktor, sagen wir a = ps. Dann ist p = psb bzw.
p(1 — sb) = 0. Da p kein Nullteiler ist, folgt 1 = sb, sodass also b eine
Einheit ist. U

1. ARBEITSBLATT

UBUNGSAUFGABEN

Aufgabe 1.1. Finde die kleinste natiirliche Zahl, die sich auf mehrfache
Weise als Summe von zwei Quadratzahlen darstellen 1asst.

Aufgabe 1.2. Es seien x und y natiirliche Zahlen, die man beide als eine
Summe von zwei Quadratzahlen darstellen kann. Zeige, dass man auch das
Produkt zy als Summe von zwei Quadratzahlen darstellen kann.

Aufgabe 1.3. Finde zwei natiirliche Zahlen, deren Summe 65 und deren
Produkt 1000 ist.

Aufgabe 1.4. Zeige, dass die Assoziiertheit in einem kommutativen Ring
eine Aquivalenzrelation ist.

Aufgabe 1.5. Zeige, dass in einem kommutativen Ring R folgende Teilbar-
keitsbeziehungen gelten.

(1) Sind a und b assoziiert, so gilt a|c genau dann, wenn b|c.
(2) Ist R ein Integritdtsbereich, so gilt hiervon auch die Umkehrung.

Aufgabe 1.6. Es sei R ein kommutativer Ring und seien f, g Nichtnullteiler
in R. Zeige, dass das Produkt fg ebenfalls ein Nichtnullteiler ist.

Aufgabe 1.7. Zeige, dass im Polynomring K[X] {iber einem Korper K die
Variable X irreduzibel und prim ist.
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Aufgabe 1.8. Bestimme im Polynomring K[X], wobei K ein Korper sei,
die Einheiten und die Assoziiertheit. Gibt es in den Assoziiertheitsklassen
besonders schone Vertreter?

Im Polynomring K[X] tiber einem Korper wird oft mit folgender Definition
von irreduzibel gearbeitet.

Ein nichtkonstantes Polynom P = ag+ a1 X + ax X* + -+ +a, X" € K[X],
wobei K einen Korper bezeichne, heifit irreduzibel, wenn es keine Produkt-
darstellung
P =0QR
gibt, die die Gradbedingung
0 < deg(Q) < deg(P)
erfiillt.

Aufgabe 1.9. Es sei K ein Korper und sei K[X] der Polynomring iiber
K. Zeige, dass die irreduziblen Polynome genau die irreduziblen Elemente in
K[X] sind.

Aufgabe 1.10. Es sei K ein Korper und sei K[X] der Polynomring {iber
K und sei P € K[X] ein Polynom, das eine Zerlegung in Linearfaktoren
besitze. Es sei T' ein Teiler von P. Zeige, dass T" ebenfalls eine Zerlegung in
Linearfaktoren besitzt, wobei die Vielfachheit eines Linearfaktors X — a in
T durch seine Vielfachheit in P beschrankt ist.

Aufgabe 1.11. Bestimme im Polynomring F5[X] alle irreduziblen Polynome
vom Grad 2, 3, 4.

Aufgabe 1.12. Was bedeutet die Eigenschaft, dass man in einem Integritéts-
bereich , kiirzen“ kann? Beweise diese Eigenschaft.

Aufgabe 1.13. Es sei R ein kommutativer Ring und f € R. Zeige, dass die
Multiplikation mit f, also die Abbildung

pr: R — R, x — fuo,

ein Gruppenhomomorphismus von (R, +, 0) ist. Charakterisiere mit Hilfe der
Multiplikationsabbildung, wann f ein Nichtnullteiler und wann f eine Einheit
ist.

Aufgabe 1.14. Es sei R ein kommutativer Ring mit endlich vielen Elemen-
ten. Zeige, dass R genau dann ein Integritétsbereich ist, wenn R ein Korper
ist.
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Aufgabe 1.15. Wir betrachten die Menge R = C(R,R) der stetigen Funk-
tionen von R nach R. Zeige, dass R (mit naheliegenden Verkniipfungen) ein
kommutativer Ring ist. Handelt es sich um einen Integritatsbereich?

Aufgabe 1.16. Es seien X und Y topologische Rdume und
p: X —Y
eine stetige Abbildung. Zeige, dass dies einen Ringhomomorphismus
C(Y,R) — C(X,R), f+—> foop,

induziert.

Aufgabe 1.17. Es sei M ein metrischer Raum und R = C'(M,R) der Ring
der stetigen Funktion auf M. Zeige, dass zwei zueinander assoziierte Elemente
f,g € R die gleiche Nullstellenmenge besitzen, und dass die Umkehrung
nicht gelten muss.

Aufgabe 1.18. Zeige, dass es stetige Funktionen
fr9: Rso — R,

mit fg = 0 derart gibt, dass fiir alle § > 0 weder f|p4 noch g|jos die
Nullfunktion ist.

Die Begriffe teilen, irreduzibel und prim machen in jedem Monoid Sinn (nicht
nur im multiplikativen Monoid eines Ringes). In den folgenden Aufgaben
werden Teilbarkeitseigenschaften in einigen kommutativen Monoiden bespro-
chen.

Aufgabe 1.19. Betrachte die natiirlichen Zahlen N als kommutatives Mono-
id mit der Addition und neutralem Element 0. Bestimme die irreduziblen Ele-
mente und die Primelemente von diesem Monoid. Gilt die eindeutige Prim-
faktorzerlegung?

Aufgabe 1.20. Betrachte die Menge M derjenigen positiven Zahlen, die mo-
dulo 4 den Rest 1 haben. Zeige, dass M mit der Multiplikation ein kommuta-
tives Monoid ist. Bestimme die irreduziblen Elemente und die Primelemente
von M. Zeige, dass in M jedes Element Produkt von irreduziblen Elementen
ist, aber keine eindeutige Primfaktorzerlegung in M gilt.
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AUFGABEN ZUM ABGEBEN

Aufgabe 1.21. (4 Punkte)

Beweise die folgenden Eigenschaften zur Teilbarkeit in einem kommutativen
Ring R

(

1) Fiir jedes Element a gilt 1|a und ala.

(2) Fiir jedes Element a gilt al0.

(3) Gilt alb und b|c, so gilt auch ac.

(4) Gilt alb und c|d, so gilt auch ac|bd.

(5) Gilt alb, so gilt auch ac|be fir jedes ¢ € R.

(6) Gilt a|bund alc, so gilt auch a|rb+ sc fiir beliebige Elemente r, s € R.

Aufgabe 1.22. (4 Punkte)

Zeige, dass in einem kommutativen Ring R folgende Teilbarkeitsbeziehungen
gelten.

(1) —1 ist eine Einheit, die zu sich selbst invers ist.

(2) Jede Einheit teilt jedes Element.

(3) Sind a und b assoziiert, so gilt a|c genau dann, wenn b|c.
(4) Teilt a eine Einheit, so ist a selbst eine Einheit.

Aufgabe 1.23. (4 Punkte)

Bestimme im Polynomring F3[X] alle irreduziblen Polynome vom Grad 3.

Aufgabe 1.24. (2 Punkte)

Zeige, dass es im Ring der stetigen Funktionen R = C(R,R) Nichtnullteiler
gibt, die unendlich viele Nullstellen besitzen.

Aufgabe 1.25. (3 Punkte)

Betrachte die Menge G der positiven geraden Zahlen zusammen mit 1. Zeige,
dass G ein kommutatives Monoid ist. Bestimme die irreduziblen Elemente
und die Primelemente von G. Zeige, dass in G jedes Element Produkt von
irreduziblen Elementen ist, aber keine eindeutige Primfaktorzerlegung in GG
gilt.
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DIE AUFGABE ZUM AUFGEBEN

Fiir eine Losung des folgenden Collatz-Problems haben verschiedene Autoren
einen Preis ausgesetzt. Losungen bitte an die Autoren. Fiir akzeptierte und
pramierte Erstlosungen gibt es hier zusétzlich 200 Punkte, und Sie wéren
damit automatisch zur Klausur zugelassen.

Aufgabe 1.26. (200 Punkte)
Fiir positive ganze Zahlen n betrachten wir folgenden Algorithmus.
Wenn n gerade ist, so ersetze n durch die Hélfte.
Wenn n ungerade ist, so multipliziere n mit 3 und addiere dann 1 dazu.

Frage (Collatz-Problem): Ist es wahr, dass man bei jeder Startzahl n friither
oder spéter bei 1 landet?

2. VORLESUNG - IDEALE UND EUKLIDISCHE RINGE
IDEALE
Alle Vielfachen der 5, also Z5, bilden ein Ideal im Sinne der folgenden Defi-
nition.

Definition 2.1. Eine Teilmenge a eines kommutativen Ringes R heifit I/deal,
wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(1) 0 € a.
(2) Fiir alle a,b € aist auch a+b € a.
(3) Fiir alle a € aund r € R ist auch ra € a.

Definition 2.2. Zu eciner Familie von Elementen a; € R, j € J, in einem
kommutativen Ring R bezeichnet (a; : j € J) das von den a; erzeugte Ideal.
Es besteht aus allen (endlichen) Linearkombinationen

Z Tiaj,
Jj€Jo
wobei J, C J eine endliche Teilmenge und r; € R ist.
Definition 2.3. Ein Ideal a in einem kommutativen Ring R der Form
a=(a) = Ra = {ra:reR}
heifit Hauptideal.

Mit dem Idealbegriff lassen sich Teilbarkeitsbeziehungen ausdriicken.
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Lemma 2.4. Es sei R ein kommutativer Ring und a,b € R. Dann gelten
folgende Aussagen.

(1) Das Element a ist ein Teiler von b (also alb) genau dann, wenn (b) C
(a).

(2) a ist eine Einheit genau dann, wenn (a) = R = (1).

(3) Ist R ein Integritdtsbereich, so gilt (a) = (b) genau dann, wenn a
und b assozitert sind.

Beweis. Siehe Aufgabe 2.20. U

Definition 2.5. Ein kommutativer Ring, in dem jedes Ideal ein Hauptideal
ist, heiflt Hauptidealring. Ein integrer Hauptidealring heifit Hauptidealbereich.

GROSSTER GEMEINSAMER TEILER

Definition 2.6. Es sei R ein kommutativer Ring und ay,...,a; € R. Dann
heifit ein Element ¢t € R gemeinsamer Teiler der aq,...,ax, wenn t jedes a;
teilt (@ = 1,...,k). Ein Element ¢ € R heifit grifiter gemeinsamer Teiler
der aq,...,ag, wenn g ein gemeinsamer Teiler ist und wenn jeder gemeinsame
Teiler t dieses g teilt.

Die Elemente ay, ..., a; heilen teilerfremd, wenn 1 ihr grofiter gemeinsamer
Teiler ist.

Bemerkung 2.7. Eine Einheit ist immer ein gemeinsamer Teiler fiir je-
de Auswahl von Elementen. Ist ¢ ein gemeinsamer Teiler der aq,...,a; und
u eine Einheit, so ist auch ut ein gemeinsamer Teiler der aq,...,a;. Ein
grofiter gemeinsamer Teiler muss im Allgemeinen nicht existieren. Die Ele-
mente aq, ..., a sind teilerfremd genau dann, wenn jeder gemeinsame Teiler
davon eine Einheit ist.

Lemma 2.8. FEs sei R ein kommutativer Ring, ay,...,ar € R und a =
(a1, ...,ax) das davon erzeugte Ideal. FEin Element t € R ist ein gemeinsa-
mer Teiler von ay,...,ar € R genau dann, wenn a C (t) ist, und t ist ein
grofiter gemeinsamer Teiler genau dann, wenn fir jedes s € R mita C (s)
folgt, dass (t) C (s) ist. Ein grifster gemeinsamer Teiler erzeugt also ein
minimales Hauptoberideal von a.

Beweis. Aus a = (ay,...,a;) C (t) folgt sofort (a;) C (¢) firi = 1,...,k,
was gerade bedeutet, dass t diese Elemente teilt, also ein gemeinsamer Teiler
ist. Es sei umgekehrt ¢ ein gemeinsamer Teiler. Dann ist a; € (¢t) und da
a = (ay,...,a;) das kleinste Ideal ist, das alle a; enthélt, muss a C (¢)
gelten. Der zweite Teil folgt sofort aus dem ersten. O

Bevor wir mit der Teilbarkeitstheorie fiir Hauptidealbereiche fortfahren, wol-
len wir zunéchst zeigen, dass die ganzen Zahlen einen Hauptidealbereich bil-
den. Dies geschieht iiber den Begriff des Euklidischen Bereiches, der an die
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Division mit Rest ankniipft. Im Ring der ganzen Zahlen gilt die Division mit
Rest, ebenso in einem Polynomring in einer Variablen iiber einem Korper.
Ihre Bedeutung liegt grob gesprochen darin, dass sie ein Mafl dafiir liefert,
wie weit eine Zahl davon entfernt ist, eine andere zu teilen.

DivisioN MIT REST

Fiir ganze Zahlen a, b,
b # 0,

gibt es (eindeutig bestimmte) ganze Zahlen ¢, r mit
a=qgb+rund 0 <r <|b .

Dabei bezeichnet | | den Betrag einer ganzen Zahl. Das Symbol ¢ soll dabei
an Quotient erinnern und r an Rest. Teilt man die Gleichung durch b, so
erhélt man in Q die Beziehung

%:q+£mitq€Zund0§£<1.

Ringe, in denen man eine Division mit Rest sinnvoll durchfiithren kann, be-
kommen einen eigenen Namen.

Definition 2.9. Ein euklidischer Bereich (oder euklidischer Ring) ist ein
Integritatsbereich R, fiir den eine Abbildung §: R\ {0} — N existiert, die
die folgende Eigenschaft erfiillt:

Fiir Elemente a,b mit b # 0 gibt es ¢, € R mit
a=¢gb+rund r =0 oder 6(r) < d(b).

Die in der Definition auftauchende Abbildung § nennt man auch euklidische
Funktion. Die ganzen Zahlen Z bilden also einen euklidischen Ring mit dem
Betrag als euklidischer Funktion.

Beispiel 2.10. Fiir einen Korper K ist der Polynomring K[X] in einer Va-
riablen ein euklidischer Bereich, wobei die euklidische Funktion ¢ durch die
Gradfunktion gegeben ist. Viele Parallelen zwischen dem Polynomring K[ X]
und Z beruhen auf dieser Eigenschaft. Die Gradfunktion hat die Eigenschaft

0(fg) = o(f) +d(g).

Beispiel 2.11. Eine Gauflsche Zahl z ist durch z = a + bi gegeben, wobei a
und b ganze Zahlen sind. Die Menge dieser Zahlen wird mit Z[i] bezeichnet.
Die Gauflschen Zahlen sind die Gitterpunkte, d.h. die Punkte mit ganzzahli-
gen Koordinaten, in der komplexen Ebene. Sie bilden mit komponentenweiser
Addition und mit der induzierten komplexen Multiplikation einen kommuta-
tiven Ring.
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Im 4

of T T Re

Gauflsche Zahlen als Gitterpunkte in der komplexen Zahlenebene

Eine euklidische Funktion ist durch die Norm N gegeben, die durch N(a +
bi) := a?+b?* definiert ist. Man kann auch N(z) = z-% schreiben, wobei z die
komplexe Konjugation bezeichnet. Die Norm ist das Quadrat des komplexen
Absolutbetrages und wie dieser multiplikativ, also N(zw) = N(z)N(w).

Mit der Norm lassen sich auch leicht die Einheiten von Z[i] bestimmen: ist
wz = 1, so ist auch N(zw) = N(z)N(w) = 1, also N(z) = 1. Damit sind
genau die Elemente {1, —1,1, —i} diejenigen GauBschen Zahlen, die Einheiten
sind.

Lemma 2.12. Der Ring der Gauf$schen Zahlen ist mit der Normfunktion
ein euklidischer Bereich.

Beweis. Es seien w, z € Z[i], z # 0. Wir betrachten den Quotienten
w wzZ .
— = - = Q1+ qu1
z 2Z

Dies ist eine komplexe Zahl mit rationalen Koeffizienten, also ¢;,¢q € Q. Es
gibt ganze Zahlen ay, as mit |¢1 — a1, |g2 — as| < 1/2. Damit ist

G+ @i = a1+ ai+ (¢ —ar) + (g2 — a2)i
mit a; + axi € Z[i]. Ferner ist

N((qp — a1) + (g2 — a2)i) = (g1 — a1)* + (g2 — a2)?

< () +()

w = z(a + azi) + 2((¢1 — a1) + (g2 — a2)i).

A\

Multiplikation mit z ergibt

Der rechte Summand gehort dabei zu Z[i], da man ihn als w — z(a; + asi)
schreiben kann. Aus der Multiplikativitéit der Norm folgt

N(z((qr = @) + (g2 — a2)i)) = N(2)N((q1 — ar) + (g2 — a2)i) < N(2).
U
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Aufgabe 2.16 zeigt, dass die Division mit Rest im Allgemeinen nicht eindeutig
sein muss.

Fiir eine unvollstindige Liste von Primfaktorzerlegungen im Ring der Gauf-
schen Zahlen siehe den Link auf der Kursseite.

Folgendes Lemma hilft bei der Bestimmung der Primelemente der Gauf3schen
Zahlen und in dhnlichen Ringen.

Lemma 2.13. Es sei R ein euklidischer Bereich mit einer multiplikativen
euklidischen Funktion

N: R\ {0} — N,
(es werden also nur positive Werte angenommen). Ist dann fir f € R die
Zahl N(f) prim, so ist f irreduzibel in R.

Beweis. Es sei f = gh eine Faktorzerlegung. Dann ist N(f) = N(g)N(h)
und da nach Voraussetzung N(f) eine Primzahl ist, folgt, dass einer der
Faktoren, sagen wir N(h), eine Einheit ist, also N(h) = 1. Wir wenden auf
1 und £ die Division mit Rest an und erhalten

1 =qgh+r,

wobei 7 = 0 ist oder N(r) < N(h) = 1. Letzteres ist aber ausgeschlossen,

sodass 7 = 0 sein muss und damit ist h eine Einheit. Also ist f irreduzibel.
O

Wir werden spéter sehen, dass in euklidischen Bereichen irreduzible Elemente
bereits prim sind. Das vorstehende Lemma ist also ein Kriterium fiir Prim-

elemente. Die Umkehrung gilt iibrigens nicht. Z. B. ist 3 ein Primelement in
Zli], aber N(3) = 9 ist keine Primzahl.

Nach den GauBschen Zahlen sind die sogenannten Eisenstein-Zahlen ein wich-
tiges Beispiel fiir quadratische Zahlbereiche.

Beispiel 2.14. Die Eisenstein-Zahlen sind komplexe Zahlen der Form
1 i
= bl =+ =Vv3
z = a+ ( 5 + 2\/_ )

mit ganzen Zahlen a und b.

(=}
.
'

Eisenstein-Zahlen als Punkte eines Dreiecksgitters in der komplexen Zahlenebene
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Insbesondere ist L
1 .
- _ V3 = 2mi/3
w 5 + 2\/_ e

eine Eisenstein-Zahl. Diese Zahl ist zugleich eine (primitive) dritte Einheits-

wurzel (also w® = 1), sodass der Ring der Eisenstein-Zahlen zugleich der
dritte Kreisteilungsring ist. Wegen w® — 1 = (w — 1)(w? + w + 1) und
w # 1

gilt die Gleichung
Ww4+w+1=0.

Die Eisenstein-Zahlen enthalten den Ring Z[v/—3] = Z @ Z+/—3. Im obigen
Bild besteht dieser Ring aus jeder zweiten horizontalen Zeile des Gitters und
ist damit ein rechtwinkliges Gitter. Es gilt der folgende Satz.

Satz 2.15. Fir den Ring Z[v/—3| ist die Norm (das Quadrat des komple-

zen Betrages) keine euklidische Funktion, aber fir den Ring der Fisenstein-
Zahlen Z|w] mit w = ’HT‘/“;’I ist die Norm eine euklidische Funktion.

Beweis. Wie dem Beweis zur Euklidizitat der Gaulschen Zahlen zu entneh-
men ist, ist fiir einen Unterring der komplexen Zahlen der Form I' = Z & Zx
(mit z ¢ R) die Norm eine euklidische Funktion genau dann, wenn sich
zu jedem Element z € Q(I') = Q & Qu ein Element v € I' findet, das
zu z einen Abstand kleiner als 1 besitzt. Es sei zunichst I' = Z ® Zv/—3.
Das Element w = % € Q(I') hat den minimalen Abstand zu den vier

Gitterpunkten (0,0), (—1,0), (0,4/3), (—1,+/3), und dieser ist stets

—1 4+ /=
I ] I L R
2 4 4

Fiir den Ring der Eisenstein-Zahlen Z[w] sind die Gittermaschen gleichméBige
Dreiecke mit Seitenlédnge eins, und jede komplexe Zahl hat zu mindestens
einem Gitterpunkt einen Abstand < 1. U

Es lasst sich zeigen, dass der Ring Z[v/—3] auch keine andere euklidische
Funktion besitzt (er ist auch kein Hauptidealbereich, noch nicht mal, wie wir
spéter sehen und erklidren werden, normal).

Eine wichtige Konsequenz aus der Existenz einer euklidischen Funktion ist,
dass ein Hauptidealbereich vorliegt.

Satz 2.16. FEin euklidischer Bereich ist ein Hauptidealbereich.

Beweis. Es sei I ein von 0 verschiedenes Ideal. Betrachte die nichtleere Menge

{6(a) |a €1, a+#0}.
Diese Menge hat ein Minimum m, das von einem Element b € I, b # 0,
herriihrt, sagen wir m = §(b). Wir behaupten, dass I = (b) ist. Dabei ist
die Inklusion ,,0¢ klar. Zum Beweis der Inklusion ,C* sei a € I gegeben.
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Aufgrund der Definition eines euklidischen Bereiches gilt ¢ = ¢b + r mit
r = 0 oder 6(r) < §(b). Wegen r € I und der Minimalitéit von 0(b) kann
der zweite Fall nicht eintreten. Also ist » = 0 und a ist ein Vielfaches von b.

O

2. ARBEITSBLATT

UBUNGSAUFGABEN

Aufgabe 2.1. Zeige, dass ein kommutativer Ring genau dann ein Korper
ist, wenn er genau zwei Ideale enthélt.

Aufgabe 2.2. Es seien z,y € R Elemente in einem kommutativen Ring R.
Welche der folgenden Formulierungen sind zu

Rx C Ry
dquivalent.

(1) z teilt y.

)

) y wird von z geteilt.

) x ist ein Vielfaches von y.

) x ist ein Vielfaches von x.

) y teilt z.

) Rt N Ry = Ru.

) Jedes Vielfache von y ist auch ein Vielfaches von z.
) Jeder Teiler von y ist auch ein Teiler von x.

) Ein Maikéfer ist ein Schmetterling.

Aufgabe 2.3. (a) Zeige, dass ein Ideal in einem kommutativen Ring R
eine Untergruppe von R ist.
(b) Zeige, dass fir R = Z die Begriffe Untergruppe und Ideal zusam-
menfallen.
(c) Man gebe eine Beispiel fiir einen kommutativen Ring R und eine
Untergruppe U C R, die kein Ideal ist.

Aufgabe 2.4. Zeige, dass es zu ganzen Zahlen d,n mit d > 0 eindeutig
bestimmte ganze Zahlen ¢, mit 0 < r < d und mit

n =dq+r
gibt.
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Aufgabe 2.5. Zeige, dass der Kern eines Ringhomomorphismus
v: R— 8

ein Ideal in R ist.

Aufgabe 2.6. Zeige, dass Z[X] und der Polynomring in zwei Variablen
K[X,Y] iiber einem Korper K keine Hauptidealbereiche sind.

Aufgabe 2.7. Essei T’ C R eine Teilmenge. Zeige, dass im Ring der stetigen
Funktionen
R = C(R,R)
die Teilmenge
I ={feR]| f(x)=0firallez € T}

ein Ideal in R ist.

Aufgabe 2.8. Wir betrachten das Ideal zu ' = {0} C R im Sinne von
Aufgabe 2.7. Ist dies ein Hauptideal?

Aufgabe 2.9. Es sei R ein kommutativer Ring und aq,as,...,a,,0, f € R
Elemente. Zeige die folgenden Aussagen.

(a) Wenn b ein groBter gemeinsamer Teiler der ag,as, ..., a, ist, so ist
auch fb ein grofiter gemeinsamer Teiler der faq, fas, ..., fa,.
(b) Wenn f ein Nichtnullteiler ist, so gilt hiervon auch die Umkehrung,.

Aufgabe 2.10. Es seien a,b € R zwei irreduzible, nicht assoziierte Elemente
in einem Integritétsbereich. Zeige, dass a und b teilerfremd sind.

Aufgabe 2.11. Es sei R ein Integritédtsbereich und p € R, p # 0. Zeige, dass
p genau dann irreduzibel ist, wenn es genau zwei Hauptideale oberhalb von

(p) gibt, ndmlich (p) selbst und (1) = R.

Aufgabe 2.12. Es seien r und s teilerfremde Zahlen. Zeige, dass jede Losung
(x,y) der Gleichung

re+sy =0
die Gestalt (x,y) = v(s, —r) mit einer eindeutig bestimmten Zahl v besitzt.

Aufgabe 2.13. Zeige durch ein Beispiel, dass die in Aufgabe 2.12 bewiesene
Aussage ohne die Voraussetzung teilerfremd nicht stimmt.
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Aufgabe 2.14. Zeige, dass die Untergruppen von Z genau die Teilmengen
der Form
Zd = {kd | k € Z}

mit einer eindeutig bestimmten nicht-negativen Zahl d sind.

Der Begriff des gréfiten gemeinsamen Teilers wird innerhalb der ganzen Zah-
len haufig wie folgt definiert.

Es seien aq,...,a; natiirliche Zahlen. Eine natiirliche Zahl g heifit grifster
gemeinsamer Teiler der ay,...,ay, wenn g ein gemeinsamer Teiler ist und
wenn g unter allen gemeinsamen Teilern der ay,...,a; der (beziiglich der
Ordnungsrelation auf den natiirlichen Zahlen) GroBte ist.

Aufgabe 2.15. Es sei aq, . . ., a, eine Menge von ganzen Zahlen. Zeige, dass
der nichtnegative grofite gemeinsame Teiler der a; (im Sinne der allgemei-
nen Ringdefinition) mit demjenigen gemeinsamen Teiler i{ibereinstimmt, der
beziiglich der Ordnungsrelation > der gréfite gemeinsame Teiler ist.

Aufgabe 2.16. Zeige anhand der beiden Gaufischen Zahlen 1 + i und 2,
dass bei einem euklidischen Bereich die Division mit Rest nicht eindeutig
sein muss. Man gebe vier gleichberechtigte Darstellungen fiir die Division
mit Rest von ,,1 +1 durch 2“ an.

Aufgabe 2.17. Es sei R ein euklidischer Bereich mit euklidischer Funktion
J. Zeige, dass ein Element f € R ( f # 0) mit 6(f) = 0 eine Einheit ist.

AUFGABEN ZUM ABGEBEN

Aufgabe 2.18. (3 Punkte)

Es sei n € N, und seien n (verschiedene) natiirliche Zahlen gegeben. Zeige,
dass es eine nichtleere Teilmenge dieser Zahlen derart gibt, dass die zugehori-
ge Summe ein Vielfaches von n ist.

Aufgabe 2.19. (3 Punkte)

Alle Flohe leben auf einem unendlichen Zentimeter-Band. Ein Flohménnchen
springt bei jedem Sprung 78 cm und die deutlich kréaftigeren Flohweibchen
springen mit jedem Sprung 126 cm. Die Flohménnchen Florian, Fléhchen
und Carlo sitzen in den Positionen —123,55 und —49. Die Flohweibchen
Flora und Florentina sitzen in Position 17 bzw. 109. Welche Flohe konnen
sich treffen?
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Aufgabe 2.20. (3 Punkte)

Beweise folgende Aussagen fiir einen kommutativen Ring R.

(1) Das Element a ist ein Teiler von b (also a|b) genau dann, wenn (b) C
(a).

(2) a ist eine Einheit genau dann, wenn (a) = R = (1).

(3) Ist R ein Integritdtsbereich, so gilt (a) = (b) genau dann, wenn a
und b assoziiert sind.

Aufgabe 2.21. (3 Punkte)

Fiihre in Z[i] die Division mit Rest ,, 5+ 7i durch 2—3i“ im Sinne von Lemma
2.12 durch.

Aufgabe 2.22. (2 Punkte)

Zeige, dass im Ring Z[v/—2] = Z@7Z+/2i die Norm eine euklidische Funktion
ist.

Aufgabe 2.23. (6 Punkte)
Es sei R ein Integritétsbereich. Betrachte die beiden folgenden Bedingungen:

(1) Es gibt ein Primelement p € R mit der Eigenschaft, dass sich jedes
Element f € R, f # 0, eindeutig als f = up’ darstellen ldsst mit
einer Einheit v und ¢ € N.

(2) R ist ein euklidischer Bereich mit einer surjektiven euklidischen Funk-
tion d : R\{0} — N, die zusétzlich die beiden folgenden Eigenschaften
erfiillt.

(a) Es gilt 6(fg) = o(f) + d(g) fiir alle f,g € R\ {0}.
(b) Es gilt f|g genau dann, wenn §(f) < d(g) fiir alle f,g € R\{0}.

Zeige, dass beide Bedingungen dquivalent sind. Kénnen Sie Beispiele fiir sol-
che Ringe angeben?
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3. VORLESUNG - EUKLIDISCHER ALGORITHMUS UND
HAUPTIDEALBEREICHE

Euklid (4. Jahrhundert v. C.)

DER EUKLIDISCHE ALGORITHMUS

Euklidische Bereiche heiflen so, weil in ihnen der euklidische Algorithmus
ausgefithrt werden kann.

Definition 3.1. Es seien Elemente a,b (mit b # 0) eines euklidischen Be-
reichs R mit euklidischer Funktion § gegeben. Dann nennt man die durch die
Anfangsbedingungen 7o = a und r; = b und die mittels der Division mit
Rest

T = ¢iTit1 + Tit2
rekursiv bestimmte Folge 7; die Folge der euklidischen Reste.*

Satz 3.2. Es seien Elemente ro = a,71 = b # 0 eines euklidischen Be-
reiches R mit euklidischer Funktion & gegeben. Dann besitzt die Folge r;,
i =0,1,2,..., der euklidischen Reste folgende Eigenschaften.

(1) Es ist ripze =0 oder §(rize) < 0(ri41).
(2) Es gibt ein (minimales) k > 2 mit 1, = 0.
(3) Es ist
geT(rit1,m:) = ggT(ri,ria).
(4) Es sei k > 2 der erste Index derart, dass r = 0 ist. Dann ist

ggT(a,b) = rp_1.

IDa wir einen euklidischen Bereich ohne Eindeutigkeitsbedingung in der Division mit
Rest definiert haben, ist diese Restfolge nicht unbedingt eindeutig bestimmt. Die relevan-
ten Eigenschaften hingen aber nicht von Auswahlen ab und in allen wichtigen Beispielen
ist die Division mit Rest eindeutig.
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Beweis. (1) Dies folgt unmittelbar aus der Definition der Division mit Rest.

(2) Solange r; # 0 ist, wird die Folge der natiirlichen Zahlen d(r;) immer
kleiner, sodass irgendwann der Fall r; = 0 eintreten muss.

(3) Wenn ¢ ein gemeinsamer Teiler von ;41 und von 749 ist, so zeigt die
Beziehung

Ti = iTit1 + Tig2,
dass t auch ein Teiler von r; und damit ein gemeinsamer Teiler von r;,; und
von r; ist. Die Umkehrung folgt genauso.

(4) Dies folgt aus (3) mit der Gleichungskette

ggT(a,b) = ggT(b,r2)
= ggT(ry,13)

g8 T (rk—2,7%-1)
ggT(rk—1,7%)
ggT(rp—1, 0)
Tk—1-

g

Als Beispiel zum Euklidischen Algorithmus 16sen wir die folgende Aufgabe.

Aufgabe:

Bestimme in Z mit Hilfe des euklidischen Algorithmus den gréfiten gemein-
samen Teiler von 1071 und 1029.

Losung:

Der grofite gemeinsame Teiler von 1071 und 1029 wird mit dem Euklidischen
Algorithmus wie folgt berechnet:

1071 = 11029 + 42,
1029 = 24 - 42 + 21,
42 = 2-21+0.
Der grofite gemeinsame Teiler von 1071 und 1029 ist somit 21.

Aufgabe:

Bestimme in Z[i] mit Hilfe des euklidischen Algorithmus den gréfiten gemein-
samen Teiler von 7 + 4i und 5 + 3i.

Losung:
Wir setzen @ = 7+ 4i und b = 5+ 3i und fithren die Division mit Rest a/b
durch. Es ist (in C oder in Q[i])

a T+4 (7T+4i)(5—3i) 47—1 47 1

- = = — i

b 543 (5+3i)(5—-31) 34 34 34
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Die beste Approximation fiir diese komplexe Zahl mit einer ganzen Gauf-
schen Zahl ist 1, sodass die Division mit Rest ergibt:

a=1-b+rmitr=a—-b=2+41.

Die néchste durchzufithrende Division ist somit
b 5431 (5+30)(2-1) 13+i 13 1.

- — . - . . - — _1'

r 241 (2+1)(2—1) 5 5 5
Die beste Approximation fiir diese komplexe Zahl mit einer ganzen Gauf-
schen Zahl ist 3, sodass die Division mit Rest ergibt:

b=3-r+smit s=b—3r=5+3i—32+1i)=-1.
Da dies eine Einheit ist, sind a = 7 4 4i und b = 5 + 3i teilerfremd.

DAs LEMMA vON BEzZOUT UND DAS LEMMA VON EUKLID

Satz 3.3. Es sei R ein Hauptidealring. Dann gilt: Elemente aq, ..., a, besit-
zen stets einen grifiten gemeinsamen Teiler d, und dieser ldsst sich als Line-
arkombination der ay, ..., a, darstellen, d.h. es gibt Elementery,...,r, € R
mit ria; +reas+- - - +rpa, = d. Insbesondere besitzen teilerfremde Elemente
ai,...,a, eine Darstellung der 1.

Beweis. Es sei I = (aq,...,a,) das von den Elementen erzeugte Ideal. Da
wir in einem Hauptidealring sind, handelt es sich um ein Hauptideal; es
gibt also ein Element d mit I = (d). Wir behaupten, dass d ein grofiter

gemeinsamer Teiler der ay, . .., a, ist. Die Inklusionen (a;) € I = (d) zeigen,
dass es sich um einen gemeinsamen Teiler handelt. Es sei e ein weiterer
gemeinsamer Teiler der aq,...,a,. Dann ist wieder (d) = I C (e), was

wiederum e|d bedeutet. Die Darstellungsaussage folgt unmittelbar aus d €
I = (ay,...,a,).

Im teilerfremden Fall ist [ = (ay,...,a,) = R. O

Die vorstehende Aussage heiflit Lemma von Bezout. In einem euklidischen
Bereich kann man mit dem euklidischen Algorithmus eine Darstellung des
grofiten gemeinsamen Teilers bestimmen, indem man riickwérts durch den
Algorithmus wandert, siehe beispielsweise Aufgabe 3.4. Die folgende Aussage
heit Lemma von Euklid.

Lemma 3.4. Es sei R ein Hauptidealbereich und a,b,c € R. Fs seien a und
b teilerfremd und a teile das Produkt bc. Dann teilt a den Faktor c.

Beweis. Da a und b teilerfremd sind, gibt es nach dem Lemma von Bezout
Elemente r,s € R mit ra + sb = 1. Die Voraussetzung, dass a das Produkt
be teilt, schreiben wir als bc = da. Damit gilt

¢ =cl = c(ra+sb) = cra+csb = acr + ads = a(er + ds),

was zeigt, dass c ein Vielfaches von a ist. U



24

DIE FAKTORIALITAT VON HAUPTIDEALBEREICHEN

Satz 3.5. Es sei R ein Hauptidealbereich. Dann ist ein Element genau dann
prim, wenn es irreduzibel ist.

Beweis. Ein Primelement in einem Integritédtsbereich ist nach Lemma 1.16
stets irreduzibel. Es sei also umgekehrt p irreduzibel, und nehmen wir an,
dass p das Produkt ab teilt, sagen wir pc = ab. Nehmen wir an, dass a kein
Vielfaches von p ist. Dann sind aber a und p teilerfremd, da eine echte In-
klusionskette (p) C (p,a) = (d) C R der Irreduzibilitét von p widerspricht.
Damit teilt p nach dem Lemma von Euklid den anderen Faktor b. O

Lemma 3.6. In einem Hauptidealbereich lisst sich jede Nichteinheit a # 0
als ein Produkt von irreduziblen Elementen darstellen.

Beweis. Angenommen, jede Zerlegung a = p;---p; enthalte nicht irredu-
zible Elemente. Dann gibt es in jedem solchen Produkt einen Faktor, der
ebenfalls keine Zerlegung in irreduzible Faktoren besitzt. Wir erhalten also
eine unendliche Kette a; = a, as, as, ..., wobei a, 1 ein nicht-trivialer Teiler
von a, ist. Somit haben wir eine echt aufsteigende Idealkette

(a1) C (a2) C (a3z) C ---.

Die Vereinigung dieser Ideale ist aber nach Aufgabe 3.15 ebenfalls ein Ideal
und nach Voraussetzung ein Hauptideal. Dies ist ein Widerspruch. U

Satz 3.7. In einem Hauptidealbereich lisst sich jede Nichteinheit a # 0 dar-
stellen als ein Produkt von Primelementen. Diese Darstellung ist eindeutig
bis auf Reihenfolge und Assoziiertheit. Wahlt man aus jeder Assoziiertheits-
klasse von Primelementen einen festen Reprdsentanten p, so gibt es eine bis
auf die Reihenfolge eindeutige Darstellung a = w - pi* - py’ - - p,*, wobei u
eine Einheit ist und die p; Reprdsentanten sind.

Beweis. Die erste Aussage folgt direkt aus Lemma 3.6 und Satz 3.5.
Die behauptete Eindeutigkeit bis auf Umordnung bedeutet, dass wenn

a=U"P1 P =V Q1" Qm

zwei Primfaktorzerlegungen sind, dass dann & = m ist und es eine Permu-
tation 7 auf {1,...,k} derart gibt, dass p; und g, fiir alle i € {1,... k}
assoziiert sind. Wir beweisen diese Aussage durch Induktion iiber k. Es sei
zuerst k = 0 (das sei zugelassen). Dann steht links eine Einheit, also muss
auch rechts eine Einheit stehen, was m = 0 bedeutet.

Es sei also £ > 0 und die Aussage sei fiir alle kleineren k& bewiesen. Die
Gleichung (x) bedeutet insbesondere, dass py das Produkt rechts teilt. Da py
prim ist, muss p; einen der Faktoren rechts teilen. Nach Umordnung kann
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man annehmen, dass ¢, von p; geteilt wird. Da ¢, ebenfalls prim ist, sind
¢m und py assoziiert. Also ist

qm = Wpg
mit einer Einheit w und man kann die Gleichung (%) nach pj kiirzen und
erhalt
u'pl"'pk’fl — (’Uw) 'ql"'qul-
Die Induktionsvoraussetzung liefert dann £k — 1 = m — 1 und dass jedes p;
zu einem ¢; assoziiert ist. U

Diesen Satz kann man auch so ausdriicken, dass Hauptidealbereiche fakto-
riell im Sinne der folgenden Definition sind. Fiir solche Bereiche gilt ganz
allgemein, dass die Primfaktorzerlegung eindeutig ist.

Definition 3.8. Ein Integritédtsbereich heif3t faktorieller Bereich, wenn die
beiden folgenden Eigenschaften erfiillt sind.

(1) Jedes irreduzible Element in R ist prim.
(2) Jedes Element a € R, a # 0, ist ein Produkt aus irreduziblen Ele-
menten.

Korollar 3.9. Jede positive natiirliche Zahl lisst sich eindeutig als Produkt
von Primzahlen darstellen.

Beweis. Dies folgt sofort aus Satz 3.7. O

Korollar 3.10. Es sei R ein Hauptidealbereich und seien a und b zwei Ele-
mente # 0 mit Primfaktorzerlegungen

(wobei die Exponenten auch 0 sein kénnen und u,v Einheiten sind). Dann
gilt alb genau dann, wenn r; < s; fir alle Exponenteni = 1,... k ist.

Beweis. Wenn die Exponentenbedingung erfiillt ist, so ist s; — r; > 0, und
man kann
Skﬂ’k)

b= a(vu'p "y

schreiben, was die Teilbarkeit bedeutet. Die Umkehrung folgt aus der Ein-

deutigkeit der Primfaktorzerlegung in Hauptidealbereichen (siehe Satz 3.7).
O

Beispiel 3.11. Wir betrachten den Ring R = Z[v/—3|, der aus allen kom-
plexen Zahlen der Form

a+ bV/3i mit a,b € Z

besteht und ein Unterring des Ringes der Eisensteinzahlen Z[1+T‘/§”] ist. Letz-
terer Ring ist nach Satz 2.15 euklidisch und ein Hauptidealbereich. Dagegen
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gilt in R noch nicht einmal die eindeutige Faktorzerlegung in irreduzible
Elemente. Es ist ndmlich

<1+\/§i)<1—\/§i> —4=2.9

und in beiden Zerlegungen sind die Faktoren irreduzibel, da es in R (und
im Eisensteinring) keine Elemente mit Betragsquadrat 2 gibt. Im Ring der
Eisensteinzahlen sind wegen

1+ /3i
1+V3i = +2\/_1-2

die Faktoren zueinander assoziiert, aber nicht in R, da es dort die Einheit
1+T‘/§i nicht gibt. Das Ideal

(2,14 V3i) = (1 —+/3i,1+ v3i)

ist in R kein Hauptideal.

RESTKLASSENRINGE VON HAUPTIDEALBEREICHEN

Satz 3.12. FEs sei R ein Hauptidealbereich und p # 0 ein Element. Dann
sind folgende Bedingungen dquivalent.

(1) p ist ein Primelement.
(2) R/(p) ist ein Integrititsbereich.
(3) R/(p) ist ein Korper.

Beweis. Die Aquivalenz (1) < (2) gilt in jedem kommutativen Ring (auch
fir p = 0), sieche Aufgabe 3.24, und (3) impliziert natiirlich (2). Es sei
also (1) erfiillt und sei a € R/(p) von 0 verschieden. Wir bezeichnen einen
Reprisentanten davon in R ebenfalls mit a. Es ist dann a ¢ (p) und es ergibt
sich eine echte Idealinklusion (p) C (a,p). Ferner konnen wir (a,p) = (b)
schreiben, da wir in einem Hauptidealring sind. Es folgt p = ¢b. Da ¢ keine
Einheit ist und p prim (also nach Lemma 1.16 auch irreduzibel) ist, muss b
eine Einheit sein. Es ist also (a,p) = (1), und das bedeutet modulo p, also
in R/(p), dass a eine Einheit ist. Also ist R/(p) ein Korper. O

3. ARBEITSBLATT

UBUNGSAUFGABEN

Aufgabe 3.1. Bestimme in Z mit Hilfe des euklidischen Algorithmus den
grofften gemeinsamen Teiler von 1983 und 1528.
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Aufgabe 3.2. Bestimme in Z mit Hilfe des euklidischen Algorithmus den
groften gemeinsamen Teiler von 3711 und 4115.

Aufgabe 3.3. Bestimme in Z mit Hilfe des euklidischen Algorithmus den
grofiten gemeinsamen Teiler von 71894 und 45327.

Aufgabe 3.4. Man bestimme den grofiten gemeinsamen Teiler von 3146
und 1515 und man gebe eine Darstellung des gg'T von 3146 und 1515 mittels
dieser Zahlen an.

Die Folge der Fibonacci-Zahlen f,, ist rekursiv durch

Ji=1,for=1und frio:= for1 + fa
definiert.

Aufgabe 3.5. Wende auf zwei aufeinander folgende Fibonacci-Zahlen den
euklidischen Algorithmus an. Welche Gesetzméafigkeit tritt auf?

Aufgabe 3.6. Die Beschreibungsseite des folgenden Bildes behauptet, etwas
mit dem euklidischen Algorithmus zu tun zu haben. Erlautere dies. Welche
Eigenschaften des euklidischen Algorithmus sind in dem Bild sichtbar? Be-
weise diese Eigenschaften des Algorithmus.

Aufgabe 3.7. Die Wasserspedition ,,Alles im Eimer“ verfiigt iiber 77-, 91-
und 143-Liter Eimer, die allerdings keine Markierungen haben. Sie erhélt den
Auftrag, insgesamt genau einen Liter Wasser von der Nordsee in die Ostsee
zu transportieren. Wie kann sie den Auftrag erfiillen?
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Aufgabe 3.8. Bestimme in C[X| mit Hilfe des euklidischen Algorithmus den
grofiten gemeinsamen Teiler der beiden Polynome X? + (2 —1)X? + 4 und
(3—1)X2+5X — 3.

Aufgabe 3.9. Bestimme in Q[X] mit Hilfe des euklidischen Algorithmus
den gréBten gemeinsamen Teiler der beiden Polynome 2X* — 7X2 + 2X + 3
und X3 + 1.

Aufgabe 3.10. Bestimme in F7[X] mit Hilfe des euklidischen Algorithmus
den groBten gemeinsamen Teiler der beiden Polynome P = X3 + 6X2% + 4
und Q = X2+ 3X + 2.

Aufgabe 3.11. Bestimme in Z/(11)[X] den (normierten) grofiten gemein-
samen Teiler der beiden Polynome

X4+2X34+2X%24+3 und X2+ 7X +10.

Aufgabe 3.12. Bestimme in Z[i] mit Hilfe des euklidischen Algorithmus den
grofiten gemeinsamen Teiler von 5 + 2i und 3 + 7i.

Aufgabe 3.13. Bestimme in Z[i] mit Hilfe des euklidischen Algorithmus den
grofften gemeinsamen Teiler von 23 + 2i und 1 + 23i.

Aufgabe 3.14. Zeige, dass im Polynomring K[X, Y| nicht das Lemma von
Bezout gilt.

Aufgabe 3.15. Es sei R ein kommutativer Ring und sei
ap Cay Caz C ...

eine aufsteigende Kette von Idealen. Zeige, dass die Vereinigung (J, .y an
ebenfalls ein Ideal ist. Zeige durch ein einfaches Beispiel, dass die Vereinigung
von Idealen im Allgemeinen kein Ideal sein muss.

Aufgabe 3.16. Zeige, dass in einem Hauptidealbereich R zu beliebigen Ele-
menten aq,...,a, € R sowohl ein grofiter gemeinsame Teiler als auch ein
kleinstes gemeinsames Vielfaches existieren. Wie kann man sie berechnen,
wenn die Primfaktorzerlegungen der Elemente bekannt sind?

Fiir Z lasst sich die Existenz einer Zerlegung in Primzahlen, also in irreduzible
Elemente, einfach direkt zeigen.
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Aufgabe 3.17. Zeige durch Induktion, dass jede natiirliche Zahl n > 2 eine
Zerlegung in Primzahlen besitzt.

Aufgabe 3.18. Finde einen Primfaktor der Zahl 225 + 1.
Aufgabe 3.19. Bestimme die Primfaktorzerlegung von 1728.

Aufgabe 3.20. Wir betrachten das kleine Einmaleins als eine Verkniipfungs-
tabelle, in der alle Produkte ¢ - 7 mit 1 < 72,5 < 9 stehen. Bestimme die
Primfaktorzerlegung des Produktes iiber alle Eintrége in der Tabelle.

Aufgabe 3.21. Man gebe zwei Primfaktoren von 2% — 1 an.

Aufgabe 3.22. Es sei p eine Primzahl. Zeige, dass

(Z) =0 modp

firalle k = 1,...,p— 1 ist.

Aufgabe 3.23. Es seien a,b € N,. Zeige, dass
ab = b
genau dann gilt, wenn
a =15

ist oder wenn a = 2 und b = 4 ist (oder umgekehrt).

Aufgabe 3.24. Es sei R ein kommutativer Ring und p € R, p # 0. Zeige,
dass p genau dann ein Primelement ist, wenn der Restklassenring R/(p) ein
Integritédtsbereich ist.
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AUFGABEN ZUM ABGEBEN

Aufgabe 3.25. (2 Punkte)
Finde einen Primfaktor der Zahl 22° — 1.

Aufgabe 3.26. (3 Punkte)

Bestimme in Z[i] mit Hilfe des euklidischen Algorithmus den gréfiten gemein-
samen Teiler von 35 + 18i und 8 + 11i.

Aufgabe 3.27. (3 Punkte)

Bestimme in F5[X] mit Hilfe des euklidischen Algorithmus den grofiten ge-
meinsamen Teiler der beiden Polynome P = X* + 3X? + X2 +4X + 2 und
Q=2X3+4X?+ X +3.

In der folgenden Aufgabe wird der Logarithmus verwendet.

Aufgabe 3.28. (4 (3+1) Punkte)

Betrachte die reellen Zahlen R als Q-Vektorraum. Zeige, dass die Menge der
reellen Zahlen Inp, wobei p durch die Menge der Primzahlen lduft, linear
unabhéngig ist. Bleibt das Ergebnis giiltig, wenn man den natiirlichen Loga-
rithmus In durch einen Logarithmus zu einer anderen Basis ersetzt?

Aufgabe 3.29. (3 (2+1) Punkte)
Es seir € N.

(a) Finde r aufeinander folgende natiirliche Zahlen (also n,n+1,...,n+
r — 1), die alle nicht prim sind.
(b) Finde unendlich viele solcher primfreien r-,Intervalle®.

Aufgabe 3.30. (4 Punkte)

Es seien a und b positive natiirliche Zahlen. Es seien r,, ,n € N, und s,, ,n € N,
Folgen von positiven natiirlichen Zahlen derart, dass die Teilbarkeitsbezie-
hung

a™ b
fiir alle n gilt. Es sei vorausgesetzt, dass die Quotientenfolge r, /s, gegen 1
konvergiert. Zeige, dass a ein Teiler von b ist.
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Aufgabe 3.31. (6 (24+242) Punkte)

Zu einer natiirlichen Zahl n bezeiche T'(n) die Anzahl der positiven Teiler
von n. Zeige die folgenden Aussagen iiber T'(n).

(a) Es sei n = pi'---p* die Primfaktorzerlegung von n. Dann ist
T(n) = (r+ D0z +1)--- (re +1).

(b) Fiir teilerfremde Zahlen n und m gilt T'(nm) = T(n)T(m).
(c) Bestimme die Anzahl der Teiler von 20!.

4. VORLESUNG - RESTKLASSENRINGE UND PRIME
RESTKLASSENGRUPPEN

DIE RESTKLASSENRINGE Z/(n)

Fiir die Restklassenringe Z/(n) verwenden wir {0,1,2,...,n — 1} als kano-
nisches Reprisentantensystem.

Satz 4.1. Genau dann ist a € Z eine Einheit modulo n (d.h. a reprisentiert
eine Einheit in Z/(n)), wenn a und n teilerfremd sind.

Beweis. Sind a und n teilerfremd, so gibt es nach Satz 3.3 eine Darstellung
der 1, es gibt also ganze Zahlen r, s mit
ra-+sn = 1.

Betrachtet man diese Gleichung modulo n, so ergibt sich ra = 1 in Z/(n).
Damit ist a eine Einheit mit dem inversen Element a~! = r.

Ist umgekehrt a eine Einheit in Z/(n), so gibt es ein r € Z/(n) mit ar = 1
in Z/(n). Das bedeutet aber, dass ar — 1 ein Vielfaches von n ist, sodass also

ar—1 = sn
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gilt. Dann ist aber wieder ar — sn = 1 und a und n sind teilerfremd. O

Korollar 4.2. Es sein € N. Der Restklassenring Z./(n) ist genau dann ein
Korper, wenn n eine Primzahl ist.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Satz 3.12. U

Wir geben noch einen zweiten Beweis.

Die Zahl n > 2 ist genau dann prim, wenn sie teilerfremd zu jeder Zahl a,
0 < a < n, ist. Dies ist nach Satz 4.1 genau dann der Fall, wenn in Z/(n)
jedes von 0 verschiedene Element eine Einheit ist.

DIE EULERSCHE PHI-FUNKTION

Leonhard Euler (1707-1783)

Definition 4.3. Zu einer natiirlichen Zahl n bezeichnet ¢(n) die Anzahl der
Elemente von (Z/(n))*. Man nennt ¢(n) die Eulersche Funktion.

Bemerkung 4.4. Die Eulersche Funktion ¢(n) gibt also fiir n > 1 nach
Satz 4.1 an, wie viele Zahlen r, 0 < r < n, zu n teilerfremd sind.

Satz 4.5. Es sein eine natirliche Zahl. Dann gilt fiir jede zu n teilerfremde
Zahl a die Beziehung

a?™ = 1 mod n.

Beweis. Das Element a gehort zur Einheitengruppe (Z/(n))™, die ¢(n) Ele-
mente besitzt. Nach dem Satz von Lagrange ist aber die Gruppenordnung
ein Vielfaches der Ordnung des Elementes. O
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Joseph-Louis Lagrange (1736 Turin - 1813 Paris)
Als Spezialfall erhalten wir den sogenannten kleinen Fermatschen Satz:

Lemma 4.6. Fiir eine Primzahl p und eine beliebige ganze Zahl a gilt
a’® = a mod p.

Anders ausgedriickt: aP — a ist durch p teilbar.

Beweis. Ist a nicht durch p teilbar, so definiert a ein Element a in der Ein-
heitengruppe (Z/(p))”; diese Gruppe hat die Ordnung p — 1, und nach dem
Satz von Lagrange gilt a?~! = 1. Durch Multiplikation mit a ergibt sich die
Behauptung. Fiir Vielfache von p gilt die Aussage ebenso, da dann beidseitig
0 steht. O

Pierre de Fermat (1607/08-1665)
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Beispiel 4.7. Es sei beispielsweise p = 5. Dann ist fiir

a=1:1"=1 mod5

a=2 :2°=32=2 mod5

a=3 :3=243=3 mod 5

a=4 :4°=1024=4 mod 5.

ENDLICHE KORPER UND DER SATZ VON WILSON

Definition 4.8. Ein Korper heifit endlich, wenn er nur endlich viele Elemente
besitzt.

Satz 4.9. FEs sei K ein endlicher Kérper. Dann ist das Produkt aller von 0

verschiedenen Elemente aus K gleich —1.

Beweis. Die Gleichung 22> = 1 hat in einem Korper nur die Losungen 1
und —1, die allerdings gleich sein konnen. Das bedeutet, dass fiir x # 1,—1
immer x # x~! ist. Damit kann man das Produkt aller Einheiten als

H(=Daay -z’
schreiben. Ist —1 # 1, so ist das Produkt —1. Ist hingegen —1 = 1, so fehlt
in dem Produkt der zweite Faktor und das Produkt ist 1 = —1. U
Die folgende Aussage heifit Satz von Wilson.
Korollar 4.10. Es sei p eine Primzahl. Dann ist (p — 1)! = —1mod p.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Satz 4.9, da ja die Fakultdt durch alle
Zahlen zwischen 1 und p — 1 lauft, also durch alle Einheiten im Restklas-
senkorper Z/(p). O

DER CHINESISCHE RESTSATZ

Wir wollen im Folgenden die Struktur der Restklassenringe Z/(n) verstehen,
insbesondere, wenn die Primfaktorzerlegung von n bekannt ist.

Lemma 4.11. Es seien n und k positive natirliche Zahlen, und k teile n.
Dann gibt es einen kanonischen Ringhomomorphismus

Z/(n) — Z/(k), (a mod n) — (a mod k).
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Beweis. Wir betrachten die Ringhomomorphismen

7 2 7))
RS
Z[(n)

Aufgrund der Teilerbeziehung haben wir die Beziehung
kerng = (n) C (k) = kern .

Aufgrund des Homomorphiesatzes hat man daher einen kanonischen Ring-
homomorphismus von links unten nach rechts oben. U

Zur Formulierung des Chinesischen Restsatzes erinnern wir an den Begriff
des Produktringes.

Definition 4.12. Es seien Ry,..., R, kommutative Ringe. Dann heifft das
Produkt

Rlx...an7

versehen mit komponentenweiser Addition und Multiplikation, der Produkt-
ring der R;, 1 =1,...,n.

Satz 4.13. Es sei n eine positive natirliche Zahl mit kanonischer Primfak-
torzerlequng

— 71 2 Tk
n = py Py Py
(die p; seien also verschieden und r; > 1). Dann induzieren die kanonischen

Ringhomomorphismen Z/(n) — Z/(p;") einen Ringisomorphismus

Z/(n) = Z/(py') X Z/(py’) < - - X L/ (p})-

Zu gegebenen ganzen Zahlen (ay, as, . .., ay) gibt es also genau eine natirliche
Zahl a < n, die die simultanen Kongruenzen

a=a; modpy', a=ay modpy, ..., a=a, modpt

lost.

Beweis. Da die Ringe links und rechts beide endlich sind und die gleiche
Anzahl von Elementen haben, ndmlich n, geniigt es, die Injektivitit zu zeigen.
Es sei x eine natiirliche Zahl, die im Produktring (rechts) zu 0 wird, also
modulo p;* den Rest 0 hat fiir alle ¢ = 1,2,..., k. Dann ist x ein Vielfaches
von p;* fur alle i = 1,2,...,k, d.h. in der Primfaktorzerlegung von = muss
p; zumindest mit dem Exponenten r; vorkommen. Also muss x nach Korollar
3.10 ein Vielfaches des Produktes sein, also ein Vielfaches von n. Damit ist
r = 0in Z/(n) und die Abbildung ist injektiv. O
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2.-14]22] 2 10 131516-;
1-21)1]9]17]26] 6 |13

Aufgabe:

(a) Bestimme fiir die Zahlen 3, 5 und 7 modulare Basislosungen, finde
also die kleinsten positiven Zahlen, die in

Z/(3) x Z/(5) x Z/(7)

die Restetupel (1,0,0), (0,1,0) und (0,0, 1) reprisentieren.
(b) Finde mit den Basislosungen die kleinste positive Losung = der si-
multanen Kongruenzen

r=2 mod3, r=4 modHund x =3 mod 7.
Losung:

(a) (1,0,0)
Alle Vielfachen von
5.7 = 35 haben modulo 5 und modulo 7 den Rest 0. Unter diesen
Vielfachen muss also die Losung liegen. 35 hat modulo 3 den Rest 2,
somit hat 70 modulo 3 den Rest 1. Also reprisentiert 70 das Reste-
tupel (1,0,0).
(0,1,0): Hier betrachtet man die Vielfachen von 21, und 21 hat
modulo 5 den Rest 1. Also repriisentiert 21 das Restetupel (0,1, 0).
(0,0,1): Hier betrachtet man die Vielfachen von 15, und 15 hat
modulo 7 den Rest 1. Also représentiert 15 das Restetupel (0,0, 1).
(b) Man schreibt (in Z/(3) x Z/(5) x Z/(7))

(2,4,3) = 2(1,0,0) 4+ 4(0,1,0) + 3(0,0,1).
Die Losung ist dann
2-70+4-214+3-15 = 140+ 84 + 45 = 269.

Die minimale Losung ist dann 269 — 2 - 105 = 59.
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DIE EINHEITENGRUPPE IM RESTKLASSENRING

Wir wollen zeigen, dass die Einheitengruppe (Z/(p))™, wenn p eine Prim-
zahl ist, eine zyklische Gruppe ist, also von einem Element erzeugt wird.
Der Restklassenring Z/(p) ist ein Korper, und wir werden hier nach eini-
gen Vorbereitungen allgemeiner zeigen, dass jede endliche Untergruppe der
multiplikativen Gruppe eines Korpers zyklisch ist. Dazu benotigen wir einige
Resultate iiber kommutative Gruppen und zu Polynomringen iiber Kérpern.
Wir beginnen mit zwei gruppentheoretischen Lemmata. Wir verwenden mul-
tiplikative Schreibweise.

Lemma 4.14. Es sei G eine kommutative Gruppe und x,y € G Elemente
der endlichen Ordnungen n = ord(x) und m = ord(y), wobei n und m
teilerfremd seien. Dann hat xy die Ordnung nm.

Beweis. Es sei (zy)® = 1. Wir miisen zeigen, dass k ein Vielfaches von nm
ist. Es ist

da ja n die Ordnung von z ist. Aus dieser Gleichung erhélt man, dass kn ein
Vielfaches der Ordnung von y, also von m sein muss. Da n und m teilerfremd
sind, folgt aus Lemma 3.4, dass k ein Vielfaches von m ist. Ebenso ergibt sich,
dass k ein Vielfaches von n ist, sodass k, wieder aufgrund der Teilerfremdheit,
ein Vielfaches von nm sein muss. U

Definition 4.15. Der Ezponent exp (G) einer endlichen Gruppe G ist die
kleinste positive Zahl n mit der Eigenschaft, dass ™ = 1 fiir alle x € G ist.

Lemma 4.16. Es sei G eine endliche kommutative Gruppe und sei exp(G) =
ord (G), wobei exp(G) den Exponenten der Gruppe bezeichnet. Dann ist G
zyklisch.

Bewesis. Es sei
n = ord (G) = pi'---pF
die Primfaktorzerlegung der Gruppenordnung. Der Exponent der Gruppe ist
exp(G) = kgV(ord(z) : z € G).
Es sei p; ein Primteiler von n. Wegen
exp(G) = ord (G)

gibt es ein Element x € G, dessen Ordnung ein Vielfaches von p;’ ist. Dann
gibt es auch (in der von z erzeugten zyklischen Untergruppe) ein Element x;
der Ordnung p;*. Dann hat das Produkt z; - -- 2, € G nach Lemma 4.14 die
Ordnung n. O
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4. ARBEITSBLATT

UBUNGSAUFGABEN
Aufgabe 4.1. Bestimme alle Losungen der linearen Kongruenz 12x = 3
mod 21.
Aufgabe 4.2. Bestimme alle Losungen der linearen Kongruenz 13z = 11
mod 141.

Aufgabe 4.3. Berechne die Restklasse von 2'°%3 modulo 23.

Aufgabe 4.4. Berechne 3'%7 in Z/(13).

Aufgabe 4.5. Charakterisiere diejenigen positiven ungeraden Zahlen n mit
der Eigenschaft, dass bei dem in Aufgabe 1.26 beschriebenen Algorithmus
genau zwei ungerade Zahlen auftreten (nimlich n und 1, aber beliebig viele
gerade Zahlen).

Aufgabe 4.6. Es sei p eine Primzahl. Beweise durch Induktion den kleinen
Fermat, also die Aussage, dass a? —a ein Vielfaches von p fiir jede ganze Zahl
a ist.

Aufgabe 4.7. Bestimme den Rest von 27! modulo 31.

Aufgabe 4.8. Bestimme die Zerlegung von X?~!—1 in irreduzible Polynome
im Polynomring Z/(p)[X]. Beweise aus dieser Zerlegung den Satz von Wilson.

Aufgabe 4.9. Es seien a,b > 2 und sei n = ab.

(a) Zeige, dass die beiden Polynome X% — 1 und X°® — 1 Teiler des Poly-
noms X" — 1 sind.

(b) Essei a # b. Ist (X% —1)(X® — 1) stets ein Teiler von X" — 1?

(c) Man gebe drei Primfaktoren von 23° — 1 an.

Aufgabe 4.10. (a) Finde mit Hilfe des euklidischen Algorithmus eine
Darstellung der 1 fiir die beiden Zahlen 19 und 109.
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(b) Nach dem Chinesischen Restsatz haben wir die Isomorphie
7/(2071) = Z/(19) x Z/(109).

Welche Restklasse modulo 2071 entspricht dem Restklassenpaar (1, 0)
und welche dem Paar (0,1)7

(c) Bestimme diejenige Restklasse modulo 2071, die modulo 19 den Rest
5 hat und die modulo 109 den Rest 10 hat.

Aufgabe 4.11. (a) Bestimme fiir die Zahlen 3, 11 und 13 modulare Ba-
sislésungen, finde also die kleinsten positiven Zahlen, die in
7/(3) X Z/(11) x Z/(13)

die Restetupel (1,0,0), (0,1,0) und (0,0, 1) reprisentieren.
(b) Finde mit den Basislosungen die kleinste positive Losung = der si-
multanen Kongruenzen

r=2 mod3, r=95 mod 1l und x =6 mod 13.

Aufgabe 4.12. (a) Bestimme fiir die Zahlen 2, 9 und 25 modulare Ba-
sislésungen, finde also die kleinsten positiven Zahlen, die in
Z](2) x Z./(9) x Z](25)

die Restetupel (1,0,0), (0,1,0) und (0,0, 1) représentieren.
(b) Finde mit den Basislosungen die kleinste positive Losung = der si-
multanen Kongruenzen

r=0 mod2, r=3 mod9und z =5 mod 25.

Aufgabe 4.13. (a) Bestimme fiir die Zahlen 4, 5 und 11 modulare Ba-
sislosungen, finde also die kleinsten positiven Zahlen, die in
Z/(4) x Z/(5) x Z/(11)

die Restetupel (1,0,0), (0,1,0) und (0,0, 1) reprisentieren.
(b) Finde mit den Basislosungen die kleinste positive Losung z der si-
multanen Kongruenzen

r=3 mod4, r=2 mod5und z =10 mod 11.

Aufgabe 4.14. Man berechne in Z/(80) die Elemente

(a) 31234567
(b) 212345677
(C) 51234567?
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Aufgabe 4.15. Es seien R und Sy, ..., .5, kommutative Ringe mit dem Pro-
duktring
S =5 x---x85,.
Zeige, dass ein Ringhomomorphismus
p: R— S
dasselbe ist wie eine Familie von Ringhomomorphismen
pi: R — S,

fire =1,...,n.

Aufgabe 4.16. Man gebe eine surjektive Abbildung
w: Z— 7J(3)

an, die mit der Multiplikation vertraglich (also ein Monoidhomomorphismus)
ist, aber kein Ringhomomorphismus ist.

Aufgabe 4.17. Es sei n eine positive natiirliche Zahl mit der Faktorzerle-
gung

n=2"-5-d,
wobei d zu n teilerfremd sei ( 7,5 = 0 und d = 1 sind erlaubt). Zeige, dass

die Periodenldnge der Dezimalentwicklung von % gleich der multiplikativen
Ordnung von 10 in Z/(d) ist.

Aufgabe 4.18. Es sei R ein kommutativer Ring, der einen Korper der posi-
tiven Charakteristik p > 0 enthalte (dabei ist p eine Primzahl). Zeige, dass
die Abbildung

R— R, f+— f?,
ein Ringhomomorphismus ist, den man den Frobeniushomomorphismus
nennt.

Tipp: Benutze Aufgabe 3.22.

Aufgabe 4.19. Es sei p eine Primzahl und sei f(z) ein Polynom mit Ko-
effizienten in Z/(p) vom Grad d > p. Zeige, dass es ein Polynom g(x) mit
einem Grad < p derart gibt, dass fiir alle Elemente a € Z/(p) die Gleichheit

fla) = g(a)
gilt.

Aufgabe 4.20. Zeige, dass eine Untergruppe einer zyklischen Gruppe wieder
zyklisch ist.
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Aufgabe 4.21. Zeige, dass eine Restklassengruppe einer zyklischen Gruppe
wieder zyklisch ist.

Aufgabe 4.22. Es sei
G =H x---xH,

die Produktgruppe der endlichen Gruppen Hy,..., H,. Zeige die folgenden
Aussagen.

(1)
expG = kgV(exp H;,i =1,...,n).

(2) G ist genau dann zyklisch, wenn alle H; zyklisch sind und wenn deren
Ordnungen paarweise teilerfremd sind.

Aufgabe 4.23. Es seien nq, ..., n; positive natiirliche Zahlen und es sei
G =7Z/(n) X Z/(ng) X -+ x Z/(ng)

die Produktgruppe. Bestimme den Exponenten von G.

Aufgabe 4.24. Wir betrachten die endliche Permutationsgruppe S,, zu einer
Menge mit n Elementen.

(a) Zeige, dass es in S,, Elemente der Ordnung n gibt.
(b) Man gebe ein Beispiel fiir eine Permutationsgruppe S,, und einem
Element darin, dessen Ordnung groflier als n ist.

Aufgabe 4.25. Zeige, dass es in der Restklassengruppe Q/Z zu jedem n €
N, Elemente gibt, deren Ordnung gleich n ist.

Aufgabe 4.26. Fiir eine Gruppe G bezeichne T'(G) die Menge aller Elemente
mit endlicher Ordnung in G. Zeige folgende Aussagen.

(1) Ist G abelsch, so ist T'(G) eine Untergruppe von G.
(2) Ist T(G) eine Untergruppe, so ist T(G) ein Normalteiler in G.
(3) Es gibt eine Gruppe G, fiir die T'(G) keine Untergruppe von G ist.
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AUFGABEN ZUM ABGEBEN

Aufgabe 4.27. (3 Punkte)

Formuliere und beweise (bekannte) Teilbarkeitskriterien fiir Zahlen im Dezi-
malsystem fiir die Teiler k£ = 2,3,5,9, 11.

Aufgabe 4.28. (4 Punkte)

Es sei p eine ungerade Primzahl. Beweise unter Verwendung des Satzes von
Wilson, dass

1

12.32.5% - (p—4)°- (p—2)° = (-1)"=  mod p

gilt.

Aufgabe 4.29. (3 Punkte)

Es sei f(z) = 27 + 22 + 3z +4 € (Z/(5))[z]. Finde ein Polynom
g(x) € (Z/(5))[z] vom Grad < 5, das fiir alle Elemente aus Z/(5) mit f(x)
ibereinstimmt.

Aufgabe 4.30. (3 Punkte)

(a) Bestimme fiir die Zahlen 2, 3 und 7 modulare Basislosungen, finde
also die kleinsten positiven Zahlen, die in

Z[(2) x Z./(3) x Z/(7)

die Restetupel (1,0,0), (0,1,0) und (0,0, 1) représentieren.
(b) Finde mit den Basislosungen die kleinste positive Losung = der si-
multanen Kongruenzen

r=1 mod2, r=2 mod3und z=2 mod 7.
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5. VORLESUNG - DIE PRIMEN RESTKLASSENGRUPPEN
ENDLICHE UNTERGRUPPEN EINES KORPERS

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit der Einheitengruppe der Rest-
klassenringe Z/(n), also mit (Z/(n))”. Thre Anzahl wird durch die Eulersche
Funktion ¢(n) ausgedriickt. Wir erinnern kurz an eine wichtige Tatsache fiir
die Anzahl der Nullstellen eines Polynoms iiber einem Korper.

Satz 5.1. Es sei K ein Korper und sei K[X| der Polynomring iiber K. Es
sei P € K[X] ein Polynom (# 0) vom Grad d. Dann besitzt P mazimal d
Nullstellen.

Satz 5.2. Fs sei U C K* eine endliche Untergruppe der multiplikativen
Gruppe eines Korpers K. Dann ist U zyklisch.

Beweis. Es sei n = ord (U) und e = exp (U) der Exponent dieser Gruppe.
Dies bedeutet, dass alle Elemente x € U eine Nullstelle des Polynoms X¢—1
sind. Nach Satz 5.1 ist die Anzahl der Nullstellen aber maximal gleich dem
Grad, sodass n = e folgt. Nach Lemma 4.16 ist dann U zyklisch. 0

Die reellen Zahlen besitzen iiberhaupt nur die beiden endlichen multiplikati-
ven Untergruppen {1} und {1, —1}. Im komplexen Fall liegen die endlichen
multiplikativen Untergruppen auf dem Einheitskreis, es handelt sich um die
Gruppen puy der k-ten Einheitswurzeln, also um

{e¥t, j=0,1,....k—1}.

Wir kénnen im Fall einer Primzahl die Struktur der Einheitengruppe des
Restklassenringes verstehen.

Satz 5.3. Es sei p eine Primzahl. Dann ist die Einheitengruppe (Z/(p))”
zyklisch mit der Ordnung p—1. Es gibt also Elemente g mit der Eigenschafft,
dass die Potenzen ¢*, i =0,1,...,p — 2, alle Einheiten durchlaufen.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Satz 5.2, da Z/(p) ein endlicher Kérper
ist. U

Definition 5.4. Eine Einheit ¢ € (Z/(n))” heifit primitiv (oder eine pri-
mitive Finheit), wenn sie die Einheitengruppe erzeugt.

Bemerkung 5.5. Der Satz 5.3 besagt insbesondere, dass es fiir eine Primzahl
p primitive Elemente im Restklassenkorper Z/(p) gibt. Er ist lediglich ein
Existenzsatz und gibt keinen Hinweis, wie primitive Elemente zu konstruieren
oder zu finden sind. Fiir eine Primzahl p und eine Einheit g € (Z/(p))”
bedeutet die Eigenschaft, primitiv zu sein, dass ein Gruppenisomorphismus

(Z/(p = 1),+,0) — ((Z/(p))",, 1), i — g,
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vorliegt. Fiir eine beliebige natiirliche Zahl n ist die Einheitengruppe der
Restklassenringe Z/(n) im Allgemeinen nicht zyklisch. Wir werden spéter
diejenigen Zahlen charakterisieren, die diese Eigenschaft besitzen.

Korollar 5.6. Es seip eine Primzahl. Dann gibt es in Z/(p) genau p(p—1)
primitive Elemente.

Beweis. Aufgrund der Existenz von primitiven Elementen gibt es eine Iso-
morphie

Z/(p—1) = (Z/(p))".
Daher geht es um die Anzahl der Erzeuger der additiven Gruppe Z/(p — 1).
Ein Element aus Z/(p — 1) ist ein Gruppenerzeuger genau dann, wenn es

in Z/(p — 1) (als Ring betrachtet) eine Einheit ist. Deshalb ist die Anzahl
gerade p(p — 1). O

DIE EINHEITENGRUPPEN DER RESTKLASSENRINGE

Wir kehren nun zum allgemeinen Fall zuriick, wo n eine beliebige positive
ganze Zahl ist.

Satz 5.7. Es sei n eine positive natirliche Zahl mit kanonischer Primfak-
torzerleqgung n = pi* - py? - - - pi*. Dann induziert der Ringisomorphismus des
Chinesischen Restsatzes Z/(n) = Z/(py') X Z/(py?) x --- X Z/(p,}) einen
Gruppenisomorphismus der Einheitengruppen

(Z/(n))" = (Z/(P))" % (Z/(P5))" % -+ x (Z/(p}))"-

Insbesondere ist die Einheitengruppe von 7Z/(n) hdochstens dann zyklisch,
wenn die Einheitengruppen von Z/(p;") fur allei = 1,...,k zyklisch sind.

Beweis. Ein Ringisomorphismus induziert natiirlich einen Isomorphismus der
Einheitengruppen, und die Einheitengruppe eines Produktringes ist die Pro-
duktgruppe der beteiligten Einheitengruppen. Ist eine Produktgruppe zy-
klisch, so muss auch jede Komponentengruppe zyklisch sein, da diese auch
Restklassengruppen der Produktgruppe sind (unter der Projektion auf die
Komponente). O

Bemerkung 5.8. Aus der Einheitenversion des Chinesischen Restsatzes
folgt fir die Eulersche Funktion, wenn n = pi* - pi?---pi* die Primfak-
torzerlegung ist, die Identitét

p(n) = (i) - opy) - o(py").
Man muss also nur noch ¢(p") fiir eine Primzahl p berechnen, wobei natiirlich
©(p) = p—1ist. Fiir p” mit r > 2 ist eine Zahl 0 < a < p" genau dann

teilerfremd zu p”, wenn sie teilerfremd zu p ist, und das ist genau dann der
Fall, wenn sie kein Vielfaches von p ist. Die Vielfachen von p im beschriebenen
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Intervall sind genau die Zahlen bp mit 0 < b < p"~!. Dies sind p"~! Stiick,
sodass es also p" —p"~! = p"~!(p—1) Einheiten gibt. Wir erhalten demnach
p() = p—1)

und insgesamt

e(n) = pi pr— 1) - phr Hpy — 1) pr N (pr — 1).
DIE EINHEITENGRUPPEN NACH PRIMZAHLPOTENZEN

Ausgehend von Satz 5.7 ist es wichtig, die Einheitengruppe von Z/(p") zu
verstehen.

Lemma 5.9. Es seit p eine Primzahl und r > 1. Dann ist der durch die
kanonische Projektion

Z(p") — Z/(p)
iduzierte Gruppenhomomorphismus

(Z/(")" — (Z/(p))”

der Finheitengruppen surjektiv.

Beweis. Es sei a € (Z/(p))”™ eine Einheit. Dann ist a teilerfremd zu p und
damit kein Vielfaches von p. Wir fassen a als Element in Z/(p") auf. Da a
nach wie vor kein Vielfaches von p ist, ist es auch in Z/(p") eine Einheit, und
zugleich ein Urbild von a € (Z/(p))”™. O

Lemma 5.10. Es sei p > 3 eine Primzahl und r > 1. Dann ist der Kern
des Finheiten-Homomorphismus

p: (Z/(0")" — (Z/(p)"

r—1

zyklisch der Ordnung p

Beweis. Wir zeigen, dass das Element a = 1+ p, das offensichtlich zum Kern

von
pi (Z/(0") — (Z/(p))"

gehort, in der Einheitengruppe (Z/(p"))”* die Ordnung p"~! besitzt. Da diese

Kerngruppe die Ordnung p"~' hat, muss die (multiplikative) Ordnung von

a ein Teiler davon sein, also von der Gestalt p® mit s < r — 1 sein. Wir

zeigen, dass a” ~ # 1in (Z/ (p"))* ist, sodass also nur noch die Ordnung

p"~1 moglich bleibt.

Nehmen wir also a? ~ = 1 mod p" an, das bedeutet
1= (1+pP —1=0 modyp.

Ausmultiplizieren ergibt den Ausdruck

r—2 r—2 r—2
p p 2 p 3 _ r
(1>p+(2)p+(3)p+...—0 mod p".
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p7'72

) ) p = p"~! und wir betrachten die weiteren

Der erste Summand ist dabei (
Summanden

mit 2 < k < p"~2. Wir schreiben

p’l‘—2 _ pr—2!
k Kl(pr—2 — k)

A VAl VR VAl )
kE-(k—1)---1
I A VAt VRN Ut e ¥
N E-1---(k—=1)
So geordnet steht vorne 1%72 und dann folgen Ausdriicke der Form pr;_j ,
j=1,...,k—1

Der Exponent der Primzahl p in diesen letztgenannten Briichen ist oben und
r—2
unten gleich. Daher héngt der p-Exponent des Binomialkoeffizienten (p % )

nur von ’%72 ab. Es sei ¢ der p-Exponent von k. Der Zi—zElxponent von ]‘%2 ist
dann r — 2 — ¢ und damit ist der p-Exponent von (p L ) p" gleich

r—2—i+k.
Wir behaupten, dass dies > r ist, was fiir i = 0 klar ist (wegen & > 2). Es
sei also ¢ > 1. Dann gilt aber, wegen p > 3, die Abschétzung
i<p-2<k-2

was genau die Aussage ergibt. Damit ist insgesamt in der obigen Summation
der erste Summand, also p"~!, kein Vielfaches von p", aber alle weiteren
Summanden sind Vielfache von p", was einen Widerspruch bedeutet. O

Satz 5.11. Es sei p > 3 eine Primzahl und r > 1. Dann ist die Finheiten-

gruppe
(Z/(")"
des Restklassenrings Z/(p") zyklisch.

Beweis. Nach Lemma 5.9 ist die Abbildung

o (Z/0")" — (Z/(p)"
surjektiv. Die Einheitengruppe (Z/(p))™ ist zyklisch aufgrund von Satz 5.3.
Sei v € (Z/(p))” ein erzeugendes (also primitives) Element dieser Gruppe
(der Ordnung p—1) und sei u € (Z/(p"))” ein Element, das auf v abgebildet
wird. Die Ordnung von u ist dann ein positives Vielfaches von p — 1. Es gibt
daher auch ein w € (Z/(p"))* (ndmlich eine gewisse Potenz von u), das
genau die Ordnung p — 1 besitzt.

Auf der anderen Seite gibt es nach Lemma 5.10 ein Element a € (Z/(p"))”,
das den Kern von ¢ erzeugt und die Ordnung p"~! besitzt. Die Ordnung
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von aw ist somit das kleinste gemeinsame Vielfache von p"~! und p — 1, also
p""1(p —1). Da dies die Gruppenordnung ist, muss die Gruppe zyklisch sein
und aw ist ein Erzeuger. O

Bemerkung 5.12. Fiir p = 2 ist die Einheitengruppe von Z/(2") im All-
gemeinen nicht zyklisch. Fiir » = 1 ist sie zyklisch (sogar trivial) und fiir
r = 2ist (Z/(2%)* = (Z/(4))* ebenfalls zyklisch der Ordnung zwei, und

zwar ist 3 primitiv. Fiir r = 3 hingegen ist (Z/(2*))* = (Z/(8))* nicht
zyklisch. Es gilt ndmlich
12=1 mod 8, 3°=9=1 mod 8, 5*=25=1 mod 8 und 7> =49 =1 mod 8,

sodass alle Einheiten die Ordnung zwei haben und es keinen Erzeuger gibt.
Die Einheitengruppe ist isomorph zu

(Z/(8))" = Z/(2) x Z/(2).

Ahnliche Uberlegungen wie im Beweis zu Lemma 5.10 zeigen, dass die Ein-
heitengruppe von Z/(2") fiir r > 3 isomorph zu Z/(2"72) x Z/(2) ist, und
zwar ist stets 5 ein Element der Ordnung 2772, Jede Einheit in Z/(2") hat
somit eine Darstellung der Form =45°,

5. ARBEITSBLATT

UBUNGSAUFGABEN

Aufgabe 5.1. Bestimme die multiplikative Ordnung aller Einheiten im Rest-
klassenkorper Z/(11).

Aufgabe 5.2. Bestimme sdmtliche primitive Einheiten im Restklas-
senkorper Z/(13).

Aufgabe 5.3. Bestimme sdmtliche primitive Einheiten im Restklas-
senkorper Z/(23).

Aufgabe 5.4. Finde primitive Einheiten in den Restklassenkorpern Z/(13),
Z/(17) und Z/(19).
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Aufgabe 5.5. Bestimme in der Einheitengruppe (Z/(17))™ zu jeder mogli-
chen Ordnung k ein Element x € (Z/(17))", das die Ordnung k besitzt.
Man gebe auch eine Untergruppe

H C (Z/(17))"

an, die aus vier Elementen besteht.

Aufgabe 5.6. Es sei p eine ungerade Primzahl und Z/(p) der zugehorige
Restklassenkorper. Zeige, dass das Produkt von zwei primitiven Einheiten
niemals primitiv ist.

Aufgabe 5.7. Es sei n € N,. Zeige, dass die Gruppe der n-ten Einheits-
wurzeln in C und die Gruppe Z/(n) isomorph sind.

Aufgabe 5.8. Beweise ausschlieflich durch Anzahlbetrachtungen Lemma
5.9, dass also der kanonische Homomorphismus (Z/(p"))* — (Z/(p))* sur-
jektiv ist (p Primzahl).

Aufgabe 5.9. Bestimme eine primitive Einheit v € Z/(5) und ein Urbild
u € Z/(25) von v, das in Z/(25) nicht primitiv ist.

Aufgabe 5.10. (a) Finde ein primitives Element in Z/(3), in Z/(9) und
in Z/(27).
(b) Finde eine ganze Zahl, die in Z/(3) primitiv ist, aber nicht in Z/(9).
(c) Zeige, dass jede ganze Zahl, die in Z/(9) primitiv ist, auch in Z/(27)
primitiv ist.

Aufgabe 5.11. Bestimme alle primitiven Elemente von Z/(27).

Aufgabe 5.12. Es sei p eine Primzahl und » > 2. Beschreibe explizit die
Elemente im Kern der Abbildung

(Z/ (")) — (Z/(")) "
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Aufgabe 5.13. Es sei p eine Primzahl. Wir betrachten den kanonischen
Ringhomomorphismus

Z/(p*) — Z/(p)
und den zugehorigen Gruppenhomomorphismus

(Z/()" — (Z/(p)"
der Einheitengruppen. Es sei v eine primitive Einheit von Z/(p). Zeige, dass

unter den Urbildern von v in Z/(p?) ein Element keine primitive Einheit von
Z/(p?) ist, und p — 1 Elemente primitive Einheiten sind.

Aufgabe 5.14. Es sei p eine ungerade Primzahl und » > s > 2 Wir
betrachten den kanonischen Ringhomomorphismus

Z/(p") — Z/(p°)
und den zugehorigen Gruppenhomomorphismus

(Z/(")) — (Z/())"
der Einheitengruppen. Es sei v eine primitive Einheit von Z/(p®). Zeige, dass
samtliche Urbilder von v in Z/(p") primitive Einheiten von Z/(p®) sind.

In der folgenden Aufgabe bezeichnet [Fi5; den Korper mit 121 Elementen.
Dariiber hinaus muss muss man nichts iiber ihn wissen.

Aufgabe 5.15. Finde ein primitives Element in Z/(11) und in Z/(121). Man
gebe ferner ein Element der Ordnung 10 und ein Element der Ordnung 11 in
Z/(121) an. Gibt es Elemente der Ordnung 10 und der Ordnung 11 auch in
F1217

Aufgabe 5.16. In dieser Aufgabe geht es um den Restklassenring Z/(360).

(a) Schreibe Z/(360) als Produktring (im Sinne des chinesischen Restsat-
zes).

(b) Wie viele Einheiten besitzt Z/(360)7

(c) Schreibe das Element 239 in komponentenweiser Darstellung. Be-
griinde, warum es sich um eine Einheit handelt und finde das Inverse

in komponentenweiser Darstellung.
(d) Berechne die Ordnung von 239 in Z/(360).

Aufgabe 5.17. Zeige, dass die eulersche Funktion ¢ fiir natiirliche Zahlen
n,m die Eigenschaft

p(ggT(m,n)) - p(kgV(m,n)) = p(n) - o(m)
erfiillt.
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Aufgabe 5.18. Es sei ¢(n) die Eulersche Funktion. Zeige die Abschétzung

p(n) = o
In den néchsten Aufgaben werden die folgenden Begriffe verwendet.
Ein Element a eines kommutativen Ringes R heifit nilpotent, wenn a™ = 0
fiir eine natiirliche Zahl n ist.
Ein Element e eines kommutativen Ringes heifit idempotent, wenn e? = e
gilt.

Aufgabe 5.19. Es sei p € Z eine Primzahl und n € N. Zeige, dass der
Restklassenring Z/(p") nur die beiden trivialen idempotenten Elemente 0
und 1 besitzt.

Aufgabe 5.20. Bestimme die nilpotenten Elemente, die idempotenten Ele-
mente und die Einheiten von Z/(60).

Aufgabe 5.21. (a) Finde die Zahlen z € {0,1,...,9} mit der Eigen-
schaft, dass die letzte Ziffer ihres Quadrates (in der Dezimaldarstel-
lung) gleich z ist.

(b) Finde die Zahlen z € {0,1,...,99} mit der Eigenschaft, dass die
beiden letzten Ziffern ihres Quadrates (in der Dezimaldarstellung)
gleich z ist.

Aufgabe 5.22. Es sei R ein kommutativer Ring und es seien f,g € R
nilpotente Elemente. Zeige, dass dann die Summe f + g ebenfalls nilpotent
ist.

Aufgabe 5.23. Es sei R ein kommutativer Ring und sei f € R. Es sei f
sowohl nilpotent als auch idempotent. Zeige, dass f = 0 ist.

Aufgabe 5.24. Es sei R ein kommutativer Ring und f € R ein nilpotentes
Element. Zeige, dass 1+ f eine Einheit ist.

Aufgabe 5.25. (a) Essei K ein Korper. Zeige, dass die Einheitengruppe
von K nicht zyklisch unendlich ist.
(b) Es sei R ein kommutativer Ring, dessen Charakteristik nicht zwei sei.
Zeige, dass die Einheitengruppe von R nicht zyklisch unendlich ist.
(c) Beschreibe einen kommutativen Ring, dessen Einheitengruppe zy-
klisch unendlich ist.
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AUFGABEN ZUM ABGEBEN

Aufgabe 5.26. (3 Punkte)

Beweise die eulersche Formel fiir die eulersche Funktion, das ist die Aussage,

dass
1
o) =n- ] <1—]—9>
p|n, p prim
gilt.

Aufgabe 5.27. (5 Punkte)

Bestimme die nilpotenten Elemente, die idempotenten Elemente und die
Einheiten in Z/(72).

Aufgabe 5.28. (3 Punkte)

Zeige, dass fiir natiirliche Zahlen k und n mit k | n der kanonische Homomor-

phismus
(Z/(n))" — (Z/(K))"
surjektiv ist.

Aufgabe 5.29. (4 Punkte)

Es sei n eine natiirliche Zahl. Charakterisiere diejenigen Teiler £ von n mit
der Eigenschaft, dass fiir den kanonischen Ringhomomorphismus

p: Z/(n) — Z/(k)

gilt, dass a in Z/(n) genau dann eine Einheit ist, wenn ¢(a) in Z/(k) eine
Einheit ist.

Aufgabe 5.30. (3 Punkte)

Bestimme eine primitive Einheit v € Z/(7) und ein Urbild v € Z/(49) von
v, das in Z/(49) nicht primitiv ist.

Aufgabe 5.31. (4 Punkte)

Es sei p eine fixierte Primzahl. Zu jeder ganzen Zahl n # 0 bezeichne v,(n)
den Exponenten, mit dem die Primzahl p in der Primfaktorzerlegung von n
vorkommt.

(a) Zeige: die Abbildung v,: Z\ {0} — N ist surjektiv.
(b) Zeige: es gilt v,(nm) = vy(n) + v,(m).
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(c) Finde eine Fortsetzung v,: Q \ {0} — Z der gegebenen Abbildung,
die ein Gruppenhomomorphismus ist (wobei Q* = Q\ {0} mit der
Multiplikation und Z mit der Addition versehen ist).

(d) Beschreibe den Kern des unter c¢) beschriebenen Gruppenhomomor-
phismus.

6. VORLESUNG - QUADRATRESTE
DER CHARAKTERISIERUNGSSATZ FUR ZYKLISCHE EINHEITENGRUPPEN

Wir beenden zuniichst unsere Uberlegungen, wann die Einheitengruppe eines
Restklassenringes von Z zyklisch ist.

Lemma 6.1. Die Einheitengruppe von Z/(2") ist nicht zyklisch firr > 3.

Beweis. Bei r = 3 ist dies eine direkte Berechnung. Generell ist fiir » > 3

die Abbildung
(Z/(27)" — (Z/(8))"
surjektiv (da genau die ungeraden Elemente die Einheiten sind). Da eine

Restklassengruppe einer zyklischen Gruppe nach Aufgabe 4.21 wieder zy-
klisch ist, folgt, dass (Z/(2"))™ nicht zyklisch sein kann. d

Unser abschliefendes Resultat ist nun der folgende Satz.

Satz 6.2. Die Einheitengruppe (Z./(n))™ ist genau dann zyklisch, wenn
n=124p"2p’

1st, wobei p eine ungerade Primzahl und s > 1 ist.

Beweis. In den beschriebenen Fillen ist die Einheitengruppe (Z/(n))™ zy-
klisch aufgrund von Satz 5.11, Bemerkung 5.12 und der Isomorphie

(Z/(2p")" = (2/(2))" < (Z/(")" = (Z/@")".

Es sei also umgekehrt n mit der Eigenschaft gegeben, dass (Z/(n))” zyklisch
sei. Es sei n = 27 - pi* - pi? - - pi* die kanonische Primfaktorzerlegung mit
ungeraden Primzahlen py,...,p, und r; > 1, die nach dem Chinesischen

Restsatz zur Isomorphie

(Z/(n)" = (Z/(2"))" x (Z/(P1"))" x (Z)(5))" x -+ X (Z/(p}}))
fithrt. Da Restklassengruppen von zyklischen Gruppen wieder zyklisch sind,
folgt nach Lemma 6.1, dass r = 0,1 oder 2 ist. Ein Produkt von zyklischen
Gruppen ist nur dann zyklisch, wenn die beteiligten Ordnungen paarweise
teilerfremd sind. Die Ordnungen von (Z/(p;?))” sind aber gerade fiir p; un-
gerade und 7; > 1, und die Ordnung von (Z/(2"))™ ist gerade fiir r > 2.
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Also ist k < 1. Bei k = 1 ist r = 2 nicht moglich. Bei & = 0 verbleiben
die angefiihrten Fille n = 1,2,4. O

QUADRATISCHE RESTE

Wir wollen wissen, welche Zahlen k modulo einer fixierten Zahl n (héufig einer
Primzahl) ein Quadrat sind, also eine Quadratwurzel besitzen. Man spricht
von quadratischen Resten und nichtquadratischen Resten (héufig wird auch
von quadratischen Nichtresten gesprochen).

Definition 6.3. Eine ganze Zahl k heifit quadratischer Rest modulo n, wenn
es eine Zahl x mit
2> = k modn

gibt. Im anderen Fall heifit k ein nichtquadratischer Rest modulo n.

Eine Quadratzahl ist natiirlich auch ein quadratischer Rest modulo jeder
Zahl n. Umgekehrt ist eine Zahl, die selbst keine Quadratzahl ist, modu-
lo gewisser Zahlen ein quadratischer Rest und modulo gewisser Zahlen ein
nichtquadratischer Rest. Grundsétzlich kann man zu gegebenen &k und n naiv
testen, ob k ein quadratischer Rest ist oder nicht, indem man alle Reste qua-
driert und schaut, ob der durch k definierte Rest dabei ist. Die Frage nach
den Quadratresten weist aber eine Reihe von Gesetzméafigkeiten auf, die wir
im Folgenden kennenlernen werden, und mit deren Hilfe man effektiver ent-
scheiden kann, ob ein Quadratrest vorliegt oder nicht.

Beispiel 6.4. In Z/(11) sind die Zahlen 0,1,4,9,16 = 5,25 = 3 Quadratre-
ste, die Zahlen 2,6, 7, 8, 10 sind nichtquadratische Reste.

Satz 6.5. Fs sei n eine positive natiirliche Zahl mit kanonischer Primfak-
torzerleqgung n = pi* - py* ---ple (die p; seien also verschieden). Dann ist k
genau dann Quadratrest modulo n, wenn k Quadratrest modulo p;* ist fir
allei = 1,...,s.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Satz 4.13. U

Satz 6.6. Es sei p eine ungerade Primzahl und sei k € Z/(p"). Dann gelten
folgende Aussagen.

(1) Ist k teilerfremd zu p (also kein Vielfaches von p), dann ist k genau
dann ein Quadratrest modulo p", wenn k ein Quadratrest modulo p
15t.

(2) Istk = p°u mit u teilerfremd zu p und s < r, so ist k genau dann ein
Quadratrest modulo p", wenn s gerade und wenn u ein Quadratrest
modulo p ist.

Beweis. Die natiirliche Abbildung
Z)(p") — Z/(p)
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liefert sofort, dass ein Quadratrest modulo p” auch ein Quadratrest modulo
p ist. Wir zeigen zunéchst die Umkehrung fiir Einheiten. Nach Lemma 5.9
ist die Abbildung

(Z/P") — (Z/(p)"

surjektiv und nach Satz 5.11 sind die beteiligten Gruppen zyklisch. D.h.
ein Erzeuger wird auf einen Erzeuger abgebildet. Insbesondere kann man
diese Gruppen so mit additiven zyklischen Gruppen identifizieren, dass der
Homomorphismus den additiven Erzeuger 1 auf die 1 schickt. Dies erreicht
man, indem man im folgenden kommutativen Diagramm die Identifikation
links mit einem primitiven Element g € Z/(p") und rechts ebenfalls mit g
(jetzt aufgefasst in Z/(p)) stiftet.

@/ — (Z/)

~ >~

Z/ - (p-1) — Z/(p-1).

Wir schreiben die untere horizontale Abbildung, unter Verwendung des Chi-
nesischen Restsatzes, als

Z)(p" )X Z)(p=1) =L/ (p—1) — Z/(p—1) mit 1 = (1,1) — 1.

Da iiberdies p und p — 1 teilerfremd sind, liegt hier insgesamt einfach die
Projektion (b, by) — by vor.

Die Voraussetzung, dass k£ modulo p ein Quadratrest ist, iibersetzt sich da-
hingehend, dass das k entsprechende Element (sagen wir b = (b1,bs)) in
Z/(p — 1) ein Vielfaches von 2 ist. D.h. die zweite Komponente, also b,
ist ein Vielfaches der 2. Da modulo der ungeraden Zahl p"~! jede Zahl ein
Vielfaches von 2 ist (da 2 eine Einheit in Z/(p" 1) ist), ist auch die erste Kom-
ponente, also by, ein Vielfaches von 2 und so muss b insgesamt ein Vielfaches
der 2 sein.

Es sei nun £ = p’u, 1 < s < r — 1, und zunéchst angenommen, dass k ein
Quadrat in Z/(p") ist. D.h wir kénnen k als k = 2? mit x = p'v, schreiben,
wobei v eine Einheit sei. Es ist also p*u = p*v? in Z/(p") und es ist 2t < r
(sonst steht hier 0). Durch Betrachten modulo p* und modulo p? sieht man,
dass s = 2t sein muss. Insbesondere ist s gerade. Es gilt also p*u = p*v?
mod p” und somit kénnen wir p*(u — v?) = c¢p” schreiben. Kiirzen in Z
ergibt u—v? = ¢p" %, also u = v? mod p. Also ist u ein quadratischer Rest
modulo p und nach dem ersten Teil auch modulo p”.

Die Umkehrung von (2) ist nach der unter (1) bewiesenen Aussage klar. [
Satz 6.7. Es seip = 2 und sei k € Z/(2")

(1) Fir r = 2 ist k genau dann quadratischer Rest, wenn k = 0,1
mod 4 ist.

(2) Firr > 3 und k ungerade ist k genau dann quadratischer Rest mo-
dulo 2", wenn k = 1 mod 8 ist.
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Beweis. (1) ist trivial.

(2). In Z/(8) ist von den ungeraden Zahlen lediglich die 1 ein Quadrat, sodass
der Ringhomomorphismus

Z)(2") — Z/(8)

fiir r > 3 zeigt, dass die numerische Bedingung notwendig ist. Es sei diese
umgekehrt nun erfiillt, also a € (Z/(2"))" mit @ = 1 mod 8. Dann kann
man nach Bemerkung 5.12

a = £5".
schreiben. Dies gilt aber auch modulo 8, woraus sofort folgt, dass ¢ gerade

und dass das Vorzeichen positiv ist. Dann ist 52 eine Quadratwurzel von a
in Z/(2"). O

Wir werden uns im Folgenden weitgehend darauf beschrdnken, welche Zahlen
modulo einer Primzahl Quadratreste sind. Da allerdings die Primfaktorzerle-
gung einer grofferen Zahl nicht vollig unproblematisch ist, miissen wir spéter
auch Techniken entwickeln, die ohne Kenntnis der Primfaktorzerlegung aus-
kommen. Direkt beantworten lisst sich die Frage, wann —1 ein Quadratrest
modulo einer Primzahl ist.

Satz 6.8. FEs seip eine Primzahl. Dann gelten folgende Aussagen. Fiirp = 2
ist =1 = 1 ein Quadrat in Z/(2).

Firp =1 mod 4 ist —1 ein Quadrat in Z/(p).
Firp = 3 mod 4 ist —1 kein Quadrat in Z/(p).
Beweis. Die erste Aussage ist klar, sei also p ungerade. Nach Satz 5.3 ist

die Einheitengruppe zyklisch der geraden Ordnung p — 1. Identifiziert man
((Z/(p))*,1,-) mit (Z/(p—1),0,+), so entspricht —1 dem Element p%l, und

—1 besitzt genau dann eine Quadratwurzel, wenn 21 in Z/(p — 1) ein Viel-
faches von 2 ist. Dies ist aber genau dann der Fall, wenn ’%1 selbst gerade
ist, was zu p = 1 mod 4 dquivalent ist. U

6. ARBEITSBLATT

UBUNGSAUFGABEN

Aufgabe 6.1. Man gebe fiir die Einheitengruppe (Z/(16))* explizit einen
Isomorphismus zu einem Produkt von (additiven) zyklischen Gruppen an.

Aufgabe 6.2. Welche Ziffern treten im Dezimalsystem als Endziffern von
Quadratzahlen auf?
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Aufgabe 6.3. Bestimme sdamtliche quadratische Reste modulo der Primzah-
len < 20.

Aufgabe 6.4. Es sei p eine Primzahl mit p = 1 mod 4. Zeige unter Ver-
wendung des Satzes von Wilson, dass 7%1! eine Quadratwurzel von —1 ist.

Aufgabe 6.5. Finde Quadratwurzeln fiir 2 modulo p fiir alle Primzahlen p
mit p = £1 mod 8 und p < 32.

Aufgabe 6.6. Es sei p eine ungerade Primzahl. Zeige, dass eine primitive
Einheit von Z/(p) nie ein quadratischer Rest ist. Bestimme fiir die Primzah-
len < 20, ob darin jeder nichtquadratische Rest primitiv ist.

Aufgabe 6.7. Finde die kleinste Primzahl p derart, dass es in Z/(p) ein
Element a gibt, das weder primitiv noch ein Quadrat noch gleich —1 ist.

Aufgabe 6.8. Wie viele Quadrate und wie viele primitive Elemente besitzt
Z](31)7

Wie viele Elemente besitzt Z/(31), die weder primitiv noch ein Quadrat sind?

Es sei z ein primitives Element von Z/(31). Liste explizit alle Elemente z°
auf, die weder primitiv noch ein Quadrat sind.

Aufgabe 6.9. Bestimme die Quadrate in Z/(35).

Aufgabe 6.10. (1) Finde die kleinste Zahl n mit der Eigenschaft, dass es
eine Zahl k < n gibt, die selbst kein Quadrat ist, aber ein Quadratrest
modulo n.

(2) Finde die kleinste Primzahl p mit der Eigenschaft, dass es eine Zahl
k < p gibt, die selbst kein Quadrat ist, aber ein Quadratrest modulo
.

(3) Finde die grofite Primzahl p mit der Eigenschaft, dass die einzigen
Quadratreste modulo p die Quadratzahlen k£ < p sind.

(4) Untersuche

n = 8,16,32

in Hinblick auf die Eigenschaft, ob es neben den Quadraten noch
weitere Quadratreste modulo n gibt.

(5) Finde die grofite (?7) Zahl n mit der Eigenschaft, dass die einzigen
Quadratreste modulo n die Quadratzahlen & < n sind.

Aufgabe 6.11. Bestétige Satz 6.6 fiir Z/(25).
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AUFGABEN ZUM ABGEBEN

Aufgabe 6.12. (3 Punkte)

Es sei n eine natiirliche Zahl derart, dass (Z/(n))” zyklisch ist. Zeige, dass
die Anzahl der primitiven Elemente gleich ¢(p(n)) ist, wobei ¢ die Euler-
sche Funktion bezeichnet. Wie grof ist deren Anzahl, wenn (Z/(n))™ nicht
zyklisch ist?

Aufgabe 6.13. (3 Punkte)
Es sei p eine Primzahl und e € N. Zeige, dass das Potenzieren
(Z/(p)) — (Z/(p)", x— 2",

genau dann eine Bijektion ist, wenn e und p — 1 teilerfremd sind.

Aufgabe 6.14. (2 Punkte)
Bestétige Satz 6.6 fur Z/(27).

Aufgabe 6.15. (3 Punkte)

Es sei p eine Primzahl und F,, = Z/(p) der zugehorige Restklassenkorper.
Konstruiere Ringe

F,[i| = F,®F,i = {a+bi|abeF,}

in der gleichen Weise, wie man die komplexen Zahlen definiert. Charakteri-
siere, fiir welche p diese Konstruktion einen Korper liefert.

7. VORLESUNG - DAS QUADRATISCHE REZIPROZITATSGESETZ I
QUADRATISCHE RESTE MODULO EINER PRIMZAHL

Modulo 2 ist jede Zahl ein quadratischer Rest. Fiir ungerade Primzahlen
kann man ebenfalls sofort eine Aussage iiber die Anzahl der Quadratreste
machen.

Satz 7.1. Es sei p eine ungerade Primzahl. Dann gibt es ’%1 quadratische

Reste modulo p und 1%1 nichtquadratische Reste modulo p.
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Beweis. Zunichst ist 0 ein quadratischer Rest. Wir betrachten im Folgenden
nur noch die Einheiten in Z/(p) (also die von 0 verschiedenen Reste) und

zeigen, dass es darunter gleich viele quadratische und nichtquadratische Reste
gibt. Die Abbildung

(Z/(p))* — (Z/(p))", x+— 2,

ist offenbar ein Gruppenhomomorphismus der Einheitengruppe in sich selbst.
Ein Element & € (Z/(p))” ist genau dann ein Quadratrest, wenn es im Bild
dieses Homomorphismus liegt. Nach dem Isomorphiesatz ist ,,Bild = Urbild
modulo Kern®“, sodass wir den Kern bestimmen miissen. Der Kern besteht
aus allen Elementen x mit 22 = 1. Dazu gehoren 1 und —1, und diese beiden
Elemente sind verschieden, da p ungerade ist. Aus der polynomialen Identitét
22 —1 = (x+1)(z — 1) folgt, dass es keine weiteren Losungen geben kann.
Der Kern besteht also aus genau 2 Elementen und damit besteht das Bild
aus ;%1 Elementen. O

Bemerkung 7.2. Wenn zu einer Primzahl p eine primitive Einheit g €
(Z/(p))™ vorliegt, so hat man einen Gruppenisomorphismus

(Z/(p=1),0,+) — ((Z/(P)", 1,), i— g
Dabei entsprechen die Quadrate rechts denjenigen Elementen links, die ein
Vielfaches der 2 sind. Bei p ungerade besitzt die Hélfte der Elemente links
diese Eigenschaft. Insbesondere ist ein Element k& € (Z/(p))™ genau dann
ein Quadratrest, wenn es von der Form

k= g%

ist.
Definition 7.3. Fiir eine ungerade Primzahl p und eine zu p teilerfremde
Zahl k € 7 definiert man das Legendre-Symbol, geschrieben <§> (sprich .,k
nach p*“), durch

—1, falls £ kein quadratischer Rest modulo p ist.

(k) o {1, falls k quadratischer Rest modulo p ist,
p

Insbesondere ist (5) = (M) . Die Werte des Legendre-Symbols, also 1

p p
und —1, kann man dabei in Z, in Z* oder in (Z/(p))™ auffassen. Fiir Vielfache
von p definiert man manchmal das Legendre-Symbol ebenfalls, und zwar mit
dem Wert 0.

Lemma 7.4. Es sei p eine ungerade Primzahl. Dann ist die Abbildung

@) — {£1}, k— (g) |

ein Gruppenhomomorphismus.
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Beweis. Die Quadrate bilden offenbar eine Untergruppe in der Einheiten-
gruppe (Z/(p))™, die nach Satz 7.1 den Index 2 besitzt. Daher ist

(Z/(p))” /Quadrate = Z/(2) = {+£1}

und die Restklassenabbildung ist gerade die Abbildung auf das Legendre-
Symbol. O

Die folgende Aussage heifit das Fuler-Kriterium fiir quadratische Reste.

Satz 7.5. FEs sei p eine ungerade Primzahl. Dann gilt fiir eine zu p teiler-
fremde Zahl k die Gleichheit

]i] p—1
(—) = k2 mod p.
p

N2
Beweis. Es ist <ka> = kP~ = 1 nach Lemma 4.6. Daher ist

p—1

k=2 = 41.
Die Abbildung
(Z)(p)) — {£1}, k— k7,

ist (wie jedes Potenzieren) ein Gruppenhomomorphismus. Die Quadrate wer-
den darunter auf 1 abgebildet, da fiir & = 22 die Gleichheit

gilt. Da nach Satz 5.11 die Einheitengruppe (Z/(p))”™ zyklisch ist, muss diese
Abbildung surjektiv sein (sonst hétte jedes Element eine kleinere Ordnung).
Damit muss diese Abbildung mit der durch das Legendre-Symbol gegebenen
iibereinstimmen. U

DASs QUADRATISCHE REZIPROZITATSGESETZ

Es seien p und ¢ zwei ungerade Primzahlen. Dann kann p ein quadratischer
Rest modulo ¢ sein (oder nicht) und ¢ kann ein quadratischer Rest modu-
lo p sein, oder nicht. Das Quadratische Reziprozitiatsgesetz, das von Euler
entdeckt und von Gaufl erstmals bewiesen wurde, behauptet nun, dass es
einen direkten Zusammenhang zwischen diesen beiden Eigenschaften gibt.
Es erlaubt weiterhin mit den beiden unten genannten Ergédnzungssitzen al-
gorithmisch zu entscheiden, ob eine Zahl ein quadratischer Rest oder ein
nichtquadratischer Rest ist.
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Carl Friedrich Gauss (1777-1855)

Satz 7.6. Es seien p und q verschiedene ungerade Primzahlen. Dann gilt:

P q _ 1>pTﬂ.q;21_ —1, wennp=q=3 mod4,
q p) B 1, sonst.

Beweis. Dies wird weiter unten nach einigen Vorbereitungen bewiesen. Die
zweite Gleichung ist elementar. O

In Worten: Wenn p und ¢ beide den Rest 3 modulo 4 haben, so ist p modulo ¢
ein quadratischer Rest genau dann, wenn ¢ modulo p ein nichtquadratischer
Rest ist. In allen anderen Féllen ist p modulo ¢ ein quadratischer Rest genau
dann, wenn ¢ modulo p ein quadratischer Rest ist.

Beispiel 7.7. Betrachten wir die beiden Primzahlen 11 und 19, die beide
modulo 4 den Rest 3 haben. Es ist 19 = 8 modulo 11 und dies ist nach
Beispiel 6.4 kein Quadratrest. Geméafi dem Reziprozitiatsgesetz muss also 11
modulo 19 ein quadratischer Rest sein. In der Tat ist

72 = 49 = 11 mod 19.

Betrachtet man hingegen die Primzahlen 11 und 13, so hat 11 modulo 4
den Rest 3 und 13 hat modulo 4 den Rest 1. Es ist 13 = 2 mod 11 ein
nichtquadratischer Rest, und daher ist auch 11 ein nichtquadratischer Rest
modulo 13.

Die beiden folgenden Séatze werden die Ergédnzungssétze zum quadratischen
Reziprozititsgesetz genannt, da sie kldaren, wann die —1 und wann die 2 qua-
dratische Reste sind. In der algorithmischen Bestimmung von Quadratresten
sind diese beiden Fille ebenfalls unerlésslich.
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Satz 7.8. Fir eine ungerade Primzahl p gilt:

-1 _(_1)% )1, fallsp=1 mod 4,
p) ~ | =1, sonst (also beip =3 mod 4).

Beweis. Die Gleichung von links und rechts wurde bereits in Satz 6.8 bewie-
sen. Die erste Gleichung ist auch ein Spezialfall von Satz 7.5 und die zweite
Gleichung ist elementar. U

Satz 7.9. Fir eine ungerade Primzahl p gilt:

2 p2— =
<) (_1)71 {1, falls p==+1 mod 8,

» - ~ \—1 sonst (alsop=+3 mod 8)

Beweis. Dies wird weiter unten bewiesen. O

Die Elemente im Restklassenkorper Z/(p) werden zumeist durch die Zah-
len von 0 bis p — 1 représentiert. Fiir das Vorzeichenlemma von Gauf ist
es sinnvoll, ein anderes Reprisentantensystem (fiir die von 0 verschiedenen

Elemente) zu fixieren. Wir setzen ¢t = 2+ und

S=S5US; mit S ={—t,—t+1,...,-2,—1}und S, ={1,2,...,t—1,t}.

Wir unterteilen also die Einheitengruppe in eine positive und eine negative
Hilfte. Dieses Repréasentantensystem ist dadurch ausgezeichnet, dass jedes
Element durch das betragméafig kleinste Element reprasentiert wird. Im fol-
genden Lemma betrachtet man zu einer zu p teilerfremden Zahl k die Menge
der Vielfachen ik, ¢ = 1,...,¢, in Z/(p) und schaut, ob sie in der negativen
oder der positiven Hélfte liegen. Man definiert die sogenannten Gauf$schen

Vorzeichen
1, falls ¢
e = k) = , fa SZ/C‘E Sy,
—1, falls ik € S_.
Beispiel 7.10. In Z/(11) ist S, = {1,2,3,4,5} und S_. =

{-1,-2,-3,—4,—5}. Fiir £k = 3 muss man, um die Gauflschen Vorzeichen
zu bestimmen, die ersten fiinf Vielfachen berechnen und schauen, ob sie zur
negativen oder zur positiven Hélfte gehdren. Es ist

3€eS,,6=-5€S5 ,9=-2€5 ,12=1€85,,15=4¢€ 5,
die Vorzeichen sind also der Reihe nach
1L,—1,-1,1,1.

Ihr Produkt ist 1, und mit dem folgenden Gaufischen Vorzeichenlemma folgt,
dass 3 ein Quadratrest modulo 11 ist. In der Tat ist 3 = 5% mod 11.

Die folgende Aussage heifit Gaufisches Vorzeichenlemma.
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Lemma 7.11. Fiir eine ungerade Primzahl p und eine zu p teilerfremde Zahl
k gilt mit den zuvor eingefiihrten Bezeichnungen

(3)
— = €1 €y "€
p

Beweis. Es sei s; € S, durch die Bedingung
ik = ¢s; mod p

festgelegt. Wir betrachten alle Vielfachen jk, 5 € S = (Z/(p))”™. Die Menge
all dieser Vielfachen ist selbst ganz S, da ja k eine Einheit und daher die
Multiplikation mit k eine Bijektion ist. Es ist (—i)k = —ik = —¢;s; fir
i€ Sy = {1,...,t}. Daher ist S, = {1,...,t} = {s1,...,s:}. Deshalb
gilt ¢! = []'_, s; und somit

o (i)

t =
= (H € |t! mod p.
i=1

Durch kiirzen mit ¢! (das ist eine Einheit) ergibt sich

t

k' = HQ mod p,

i=1

und das Euler-Kriterium, ndmlich

liefert das Ergebnis. U

Mit dem Gauflschen Vorzeichenlemma beweisen wir zunéchst den zweiten
Ergénzungssatz zum quadratischen Reziprozitédtsgesetz, der beschreibt, wann
2 ein quadratischer Rest ist.

Satz 7.12. Fliir eine ungerade Primzahl p gilt:

2 _(_1)#_ 1, falls p==1 mod8§,
p) -1 sonst (alsop=+3 mod 8)
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Beweis. Wir benutzen Lemma 7.11 und miissen bestimmen, wie viele der
Zahlen 2i, i = 1,...,t = p%l, in S_ liegen. Nun ist 2¢ € S_ genau dann,

wenn 2i > 21 ist (alle zu betrachtenden Vielfachen von 2 sind kleiner als

p). Dies ist dquivalent zu ¢ > ’%1 und wir miissen das kleinste ¢ mit dieser
Eigenschaft finden. Ist p — 1 ein Vielfaches von 4, so ist ’%1 + 1 das kleinste

¢ und insgesamt gibt es in diesem Fall
p—1 p—1 p—1
— 1 1 =—
s ()=t

solche 7. Diese Anzahl ist bei p = 1 mod 8 gerade und bei p = 5 mod 8
ungerade, was das Ergebnis in diesen Fiéllen ergibt.

Es sei also nun p = 3,7 mod 8 bzw. p = 3 mod 4. Dann ist das kleinste ¢

derart, dass i > ’%1 ist, gleich ;%1 + %, und es gibt insgesamt

p—l_(p—l 1) p—1 1 p+1

- 1= "4+ =
2 4—'—2+ 4+2 4

solche 7. Diese Anzahl ist bei p = 3 mod 8 ungerade und bei p = 7 mod 8
gerade, was die Behauptung in diesen Fillen ergibt. U

7. ARBEITSBLATT

UBUNGSAUFGABEN

Aufgabe 7.1. Es sei n eine ungerade Zahl. Zeige, dass es in Z/(n) maximal
”TH Quadratreste gibt. Wie sieht dies bei n gerade aus?

Aufgabe 7.2. Betrachte die Quadratrestgruppe

@x /Qx2
wobei Q@*? die Untergruppe der Quadrate bezeichne. Zeige, dass es zu jeder
Restklasse x € Q*/Q*? einen Reprisentanten aus Z gibt.

Aufgabe 7.3. Es sei K ein endlicher Korper mit 2 # 0. Zeige, dass die
Anzahl von K ungerade ist, und dass es in K genau w Quadrate gibt.
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Aufgabe 7.4. Es sei p eine ungerade Primzahl und sei k£ eine zu p teiler-
fremde natiirliche Zahl. Es sei

me: (Z/(p))" — (Z/(p)", @ — ka,

die zu k gehorende Permutation auf der Einheitengruppe (Z/(p))™ und
sgn(m) das Signum dieser Permutation. Zeige

(£) - e

Aufgabe 7.5. Berechne zu p = 13 und k£ = 3 die Vielfachen ¢£ mod 13 fiir
t = 1,...,6 und représentiere sie durch Zahlen zwischen —6 und 6. Berechne
damit die Vorzeichen ¢; = ¢;(3) und bestétige das Gaufische Vorzeichenlem-
ma an diesem Beispiel.

Aufgabe 7.6. Berechne zup = 17 und k£ = 5 die Vielfachen itk mod 17 fiir
t = 1,...,8 und représentiere sie durch Zahlen zwischen —8 und 8. Berechne
damit die Vorzeichen ¢; = ¢;(5) und bestéitige das Gaufische Vorzeichenlem-
ma an diesem Beispiel.

Aufgabe 7.7. Wie viele Losungen hat die Gleichung
= a

in Z/(19) fiir ein gegebenes a € Z/(19)?

Aufgabe 7.8. Beweise mit Hilfe des Gaufischen Vorzeichenlemmas eine Mo-
dulobedingung fiir die ungeraden Primzahlen p mit der Eigenschaft, dass 3
ein Quadrat modulo p ist.

Aufgabe 7.9. Charakterisiere, fiir welche Primzahlen p die Zahl —2 ein
Quadratrest modulo p ist.

Aufgabe 7.10. Finde die Losungen der Kongruenz
62> +4r+1 =0 mod 35.



65

AUFGABEN ZUM ABGEBEN

Aufgabe 7.11. (7 (1+14+1+4) Punkte)

Fiir einen Kérper K bezeichnet K*? C K* die Untergruppe aller Quadrate.
Bestimme fiir die folgenden Korper die Restklassengruppe

KXJK*2
(1) K ist ein endlicher Korper.
(2) K = R.
(3) K = C.
(4) K = Q.

Die folgende Aufgabe verallgemeinert das FEulersche Kriterium fiir beliebige
Potenzreste.

Aufgabe 7.12. (4 Punkte)

Es sei p eine Primzahl und sei e eine natiirliche Zahl. Zeige, dass ein Element
-1
k € (Z/(p))* genau dann eine e-te Wurzel besitzt, wenn k™= = 1 ist.

Aufgabe 7.13. (3 Punkte)

Berechne zu p = 23 und k£ = 8 die Vielfachen ik mod 23 fiir¢ = 1,...,11
und repréasentiere sie durch Zahlen zwischen —11 und 11. Berechne damit
die Vorzeichen ¢; = ¢;(8) und bestitige das Gaulsche Vorzeichenlemma an
diesem Beispiel.

Aufgabe 7.14. (3 Punkte)

Beweise mit Hilfe des Gauflschen Vorzeichenlemmas eine Modulobedingung
fiir die ungeraden Primzahlen p mit der Eigenschaft, dass 5 ein Quadrat
modulo p ist.

Aufgabe 7.15. (4 Punkte)
Finde die Losungen der Kongruenz
52°+5z+4 = 0 mod 91.

Aufgabe 7.16. (4 Punkte)

Zeige, dass im Restklassenring Z/(n) die Aquivalenz gilt, dass zwei Elemente
a,b genau dann assoziiert sind, wenn (a) = (b) ist.

Finde eine Charakterisierung fiir diese Aquivalenzrelation, die auf den Prim-
faktorzerlegungen von n,a und b aufbaut.
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Die folgende Aufgabe setzt eine gewisse Routine im Umgang mit kommuta-
tiven Ringen voraus.

Aufgabe 7.17. (4 Punkte)

Man gebe ein Beispiel von zwei Elementen a und b eines kommutativen Ringes
derart, dass (a) = (b) ist, dass aber a und b nicht assoziiert sind.

8. VORLESUNG - DAS QUADRATISCHE REZIPROZITATSGESETZ 11
BEWEIS DES QUADRATISCHEN REZIPROZITATSGESETZES

Im néchsten Lemma verwenden wir folgende Notation:

Zu einer ungeraden Primzahl p und einer Zahl & € Z sei
p—1

S(k,p) = i FJ :

i1 LP
Lemma 8.1. FEs sei p eine ungerade Primzahl und k € 7 kein Vielfaches
von p. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Es ist ¢; = (—I)L%J, wobei €; wie im Gaufisches Vorzeichenlemma

definiert ist.
; kY _ (_1)\S(2k,p)
(2) Es ist (p) = (—1)°RP),

(8) Ist k ungerade, so ist <§> = (=1)5kp),

Beweis. (1) Zur Berechnung von ¢; = ¢;(k) muss man bestimmen, ob der
betragsméBig kleinste Repréasentant von a = ki in Z/(p) positiv oder negativ
ist. Dies hangt davon ab, ob a zu einem Intervall der Form [¢p, {p+£] oder der
Form [¢(p+ £, ({4 1)p] gehort (wobei die Rénder wegen den Voraussetzungen
unproblematisch sind). Dies héngt davon ab, ob L%‘IJ gerade oder ungerade
ist.

(2) Aus Teil (1) und dem Gaufischen Vorzeichenlemma folgt wegen (mit
t =Bl

=)

<§) = Il = ﬁ(—l)WJ — (—1)5ka)

=1 =1
die Behauptung.
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(3) Es sei nun k ungerade. Dann ist (p + k)/2 eine ganze Zahl. Unter Ver-
wendung von Teil (2) erhdlt man

B6)- ()= (52)- (42 - caree

Fiir den Exponenten rechts gilt

t

Sp+ kip) = iv(pjtk)J _ ZVCJ +Zl _ S(kp) + (tgl)t.

=1 p i=1 p

Wegen (HDE — @D (-l 1 ng’ L folgt mit dem zweiten Ergiinzungssatz

2 2 2
die Idenutat

(2)-

Man kann daher in der Gesamtgleichungskette

()G -

(—1)%
= (=1
(—1)*
(—1)*

1 S(p+k,p)

+(t+1)t

(t+1)t
2

1)5P (1)

0 (5)
p

kiirzen und erhélt die Aussage. U

Wir kénnen nun das quadratische Reziprozitdtsgesetz beweisen.

Satz 8.2. FEs seien p und q verschiedene ungerade Primzahlen. Dann gilt:

P q _(_1>p%1,q%1_ —1, wennp=q=3 mod4,
q p) B 1, sonst.

Beweis. Es sei t = ’%1 und u = ‘I;Ql. Nach Lemma 8.1 (3) gilt (%) <ﬂ> =

p
(—1)5w0+5@r) godass also tu = S(p,q) + S(q,p) zu zeigen ist. Betrachte

M={q—-pj|1<i<t 1<j<u}

Diese Menge besitzt tu Elemente. Es ist ferner 0 ¢ M, da ja p und q teiler-
fremd sind. Es seien M_ die negativen Elemente aus M und M die positiven
Elemente aus M. Es ist gi — pj > 0 genau dann, wenn

_>j
p
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ist, was genau fiir 1 < j = {%’J der Fall ist. Zu jedem i, 1 < i < t, gibt es

also genau {%J Elemente in M. Damit hat M, genau

i V—iJ = S(q,p)

=1 LP

Elemente. Die entsprechende Uberlegung liefert, dass M_ genau S(p, q) Ele-
mente besitzt, woraus

tu = # (M) = # (M) +# (M_) = S(q,p) + S(p,q)
folgt. U

Das quadratische Reziprozititsgesetz kann man auch so formulieren: Sind p
und ¢ zwei verschiedene ungerade Primzahlen, so gilt:

(p) —(%) ,wenn p=q¢ =3 (mod 4),
q) 1) sonst .
P

Damit kann man die Berechnung von (%’) auf die Berechnung von <%>

zuriickfithren. Darauf beruht der folgende Algorithmus.

Bemerkung 8.3. Es seien p und ¢ ungerade verschiedene Primzahlen, und
man mochte <§> berechnen, also herausfinden, ob p ein quadratischer Rest

modulo ¢ ist oder nicht. Ist p > ¢, so berechnet man zuerst den Rest p
mod ¢, und ersetzt p durch den kleineren Rest, der natiirlich keine Primzahl
sein muss. Ist hingegen p < ¢, so berechnet man die Reste von p und ¢

modulo 4 und kann dann mittels dem quadratischen Reziprozititsgesetz <§>

auf (%) zuriickfithren. In beiden Féllen kommt man also auf eine Situation,

WO (g) zu berechnen ist, wo ¢ eine ungerade Primzahl ist und £ < ¢ beliebig.

Es sei k = 2% p{* -+ p& die Primfaktorzerlegung von k. Dann ist nach der
Multiplikativitdt des Legendre-Symbols

B)- ) ()-(5)- (G-
q q q q q q q
Jetzt kann (%) nach dem zweiten Ergénzungsgesetz berechnet und die <%)

konnen fiir2 = 1,...,r nach dem gleichen Verfahren auf die Berechnung von

(ﬁ) zuriickgefiihrt werden (von den Exponenten «, a; kommt es nur auf die

(3

Paritét an). Bei diesem Verfahren werden natiirlich die Nenner (und damit
auch die Zéhler) in den Legendre-Symbolen kleiner, sodass man schlieflich
das Resultat erhélt.
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Beispiel 8.4. Man mochte entscheiden, ob die Gleichung
2> = 10 mod 13

eine Losung besitzt. Dazu berechnet man
10y  [2 5
13)  \13/\13/)°
2
13

lasst sich mit Hilfe des zweiten Ergédnzungssatzes zu —1 bestimmen, weil
13 = 5 mod 8 und dies das Vorzeichen —1 ergibt.

Der erste Faktor

Um den zweiten Faktor zu berechnen, wendet man das Reziprozitatsgesetz

(5)-+(2).

weil 5 mod 4 = 1 gilt (der Rest 13 mod 4 braucht gar nicht mehr berechnet
zu werden, da es ausreicht, dass hier 5 oder 13 modulo 4 den Rest 1 lasst,
damit das Vorzeichen + ist). Jetzt nutzt man aus, dass 13 = 3 mod 5 ist.

Man schreibt:
13y (3
5) \5/)°

Wiederum wendet man hier das Quadratische Reziprozitéitsgesetz an: Es ist

B _ (5 _(2)_ .
5 3 3
da b mod 4 = 1ist und da 2 = —1 kein Quadrat modulo 3 ist.

Setzt man nun beide Faktoren zusammen, so ergibt sich folgendes Resultat:

(5)- () ()~ oo

Damit weifl man, dass die obige Gleichung eine Losung besitzt (die beiden
Losungen lauten 6 und 7). Auf dieses Ergebnis kommt man leider nur durch
Probieren. Hat man aber eine Losung, z.B. die 6, so berechnet man die zweite
Losung, indem man das additive Inverse im Kérper Z/(13) bestimmt ( 13 —
6 =1).

Beispiel 8.5. Man mochte entscheiden, ob die Gleichung
? = 57 mod 127

eine Losung besitzt. Dazu berechnet man

() - () ()
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und kann wie oben die beiden Faktoren mit dem Reziprozitéitsgesetz weiter

vereinfachen:
I T T R N
127) 3 ) 3)
19 L 127
127) 19

und

= 1.

Setzt man alles zusammen, so ergibt sich

ST Ly
127

und damit die Erkenntnis, dass die obige Gleichung keine Losung besitzt.

DAs JACOBI-SYMBOL

Zur Berechnung des Legendre-Symbols muss man die Primfaktorzerlegung
der beteiligten Zahlen kennen, was fiir grofie Zahlen ein erheblicher Rechen-
aufwand darstellen kann. Die Einfithrung des Jacobi-Symbols erlaubt es, zu
entscheiden, ob eine Zahl quadratischer Rest modulo einer Primzahl ist oder
nicht, ohne die Primfaktorzerlegungen der Zahlen, die bei der sukzessiven
Anwendung des Reziprozitéitsgesetzes auftreten, zu kennen.

Definition 8.6. Fiir eine ungerade Zahl n und eine ganze Zahl k definiert
man das Jacobi-Symbol, geschrieben (%) (k nach n), wie folgt. Es sei n =
p1 - - - pr die Primfaktorzerlegung von n. Dann setzt man

()= G )
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Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851)

Im Fall n = p eine ungerade Primzahl ist das Jacobi-Symbol nichts ande-
res als das Legendre-Symbol, wobei der Fall, dass k nicht teilerfremd zu n
ist, ausdriicklich erlaubt ist. Das Jacobi-Symbol ist also eine Verallgemei-
nerung des Legendre-Symbols. Es ist aber zu beachten, dass die inhaltliche
Definition des Legendre-Symbols sich im allgemeinen nicht auf das Jacobi-
Symbol iibertrégt. Das Jacobi-Symbol ist nicht genau dann 1, wenn k ein
Quadrat modulo n ist. Die Definition des Jacobi-Symbols nimmt Bezug auf
die Primfaktorzerlegung von n, was wir eigentlich vermeiden wollten. Der
Punkt ist aber, dass man das Jacobi-Symbol berechnen kann, auch wenn
man die Primfaktorzerlegung gar nicht kennt.

Lemma 8.7. FEs seien k, kq, ke ganze Zahlen und seien n,ny,ny ungerade
positive Zahlen. Dann gelten folgende Aussagen.

(1) Das Jacobi-Symbol (£) hingt nur vom Rest k mod n ab.
(2) Bs it () — (1) (k).

(3) Es ist
k k k
() = G (2)

Beweis. Diese Aussagen folgen sofort aus der Definition des Jacobi-Symbols
bzw. aus der Multiplikativitdt des Legendre-Symbols im Z&hler. U

Fiir das Jacobi-Symbol gilt das quadratische Reziprozitits mitsamt den
Ergénzungssitzen.

Satz 8.8. Es seien n und m positive ungerade Zahlen. Dann gelten folgende
Aussagen.
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(3) (2) = ()0

Beweis. Diese Aussagen werden in den Aufgaben bewiesen. O

Bemerkung 8.9. Es seien n und m ungerade verschiedene Zahlen, und man
mochte das Jacobi-Symbol (%) berechnen (man berechnet im Allgemeinen
nicht, ob n ein quadratischer Rest modulo m ist, dies ist nur dann der Fall,
wenn m eine Primzahl ist). Durch die Restberechnung n mod m koénnen wir
sofort annehmen, dass n < m ist. Wir schreiben

n = 2%,

wobei k ungerade sei. Dann gilt nach Lemma 8.7

- C)-0)- () ()

Hier kann, nach dem quadratischen Reziprozititsgesetz fiir das Jacobi-
Symbol (und der Ergdnzungssitze), (%) berechnet werden und (%) kann
auf (%) zuriickgefiithrt werden. Bei diesem Verfahren werden natiirlich die
Nenner (und damit auch die Zéhler) in den Jacobi-Symbolen kleiner, sodass

man schlieBlich das Resultat erhélt.
Wenn p eine Primzahl ist, so kann man mit diesem Algorithmus, also unter
Verwendung des Jacobi-Symbols, entscheiden, ob k ein Quadratrest modulo

p ist. In den Zwischenschritten braucht man nicht die Primfaktorzerlegungen
auszurechnen.

8. ARBEITSBLATT

UBUNGSAUFGABEN

Aufgabe 8.1. Berechne fiir p = 17 und £ = 5 den Ausdruck

Berechne damit (%) mit Hilfe von Lemma 8.1.

Aufgabe 8.2. Bestimme mit Hilfe des quadratischen Reziprozitéitsgesetzes
und seiner Zusétze, ob 17 ein quadratischer Rest modulo 19 ist, oder nicht.

Aufgabe 8.3. Bestimme mit Hilfe des quadratischen Reziprozitéitsgesetzes
und seiner Zusétze, ob 23 ein quadratischer Rest modulo 73 ist, oder nicht.
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Aufgabe 8.4. Bestimme mit Hilfe des quadratischen Reziprozitéitsgesetzes
und seiner Zusétze, ob 50 ein quadratischer Rest modulo 83 ist, oder nicht.

Aufgabe 8.5. Berechne mit Hilfe des quadratischen Reziprozitéitsgesetzes
und seiner Erganzungssitze das Legendre-Symbol

563
1231 )
Bemerkung: 563 und 1231 sind Primzahlen.

Aufgabe 8.6. Berechne mit Hilfe des quadratischen Reziprozititsgesetzes
und seiner Ergianzungssitze das Legendre-Symbol

2333
3673 )

Aufgabe 8.7. Berechne mit Hilfe des quadratischen Reziprozititsgesetzes
und seiner Ergénzungssitze das Legendre-Symbol

1489
2437 )

Aufgabe 8.8. Zeige, dass —3 genau dann ein Quadratrest modulo einer
Primzahl p # 2 ist, wenn p = 0,1 mod 3 ist.

Aufgabe 8.9. Beschreibe mittels geeigneter Kongruenzbedingungen dieje-
nigen ungeraden Primzahlen p mit der Eigenschaft, dass 7 ein Quadratrest
modulo p ist.

Gibt es unendlich viele solche Primzahlen?

Aufgabe 8.10. Es sei n eine ungerade natiirliche Zahl und sei k£ eine zu
n teilerfremde Zahl, die modulo n ein Quadratrest ist. Zeige, dass fiir das

Jacobi-Symbol
(+)
S
n

Aufgabe 8.11. Man gebe ein Beispiel an, wo das Jacobi-Symbol den Wert
1 hat, aber kein Quadratrest vorliegt.

gilt.
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Aufgabe 8.12. Suche fiir die folgenden zusammengesetzten Zahlen n eine
zu n teilerfremde Zahl a derart, dass

(2
in Z/(n) gilt.

(a) n = 49.

(b) n = 75.

Aufgabe 8.13. Zeige fiir eine positive ungerade Zahl n die Gleichung

(%) _ (—1)m-D2,

AUFGABEN ZUM ABGEBEN

Aufgabe 8.14. (4 Punkte)

Bestimme die Menge M der Reste modulo 40 mit der Eigenschaft, dass fiir
jede ungerade Primzahl p gilt: 10 ist ein Quadratrest modulo p genau dann,
wenn p mod 40 zu M gehort.

Aufgabe 8.15. (5 Punkte)

Finde eine ungerade Primzahl p mit der Eigenschaft, dass alle Zahlen a < 10
Quadratreste modulo p sind.

Aufgabe 8.16. (3 Punkte)

Berechne mit Hilfe des quadratischen Reziprozitidtsgesetzes und seiner
Ergidnzungssitze das Legendre-Symbol

337
1339 )

Aufgabe 8.17. (3 Punkte)

Zeige fiir eine positive ungerade Zahl n die Gleichung

(%) _ (—1)mnrs
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Aufgabe 8.18. (3 Punkte)

Zeige fiir zwei ungerade positive Zahlen n und m die Beziehung

()(2) = =s

9. VORLESUNG - SUMME VON QUADRATEN
SUMME VON ZWEI QUADRATEN - PRIMZAHLEN

In diesem Abschnitt werden wir die Frage beantworten, welche ganze Zahlen
sich als Summe von zwei Quadraten darstellen lassen, oder, anders formuliert,
wann die diophantische Gleichung

n =1’ +y
eine Losung mit ganzen Zahlen x, y besitzt. Wir werden dabei wesentlich den
Ring der GauBschen Zahlen verwenden und schliefen dabei an Vorlesung 2

an. Zunéchst betrachten wir den Fall, wo n = p eine ungerade Primzahl ist.
Es gilt die folgende Charakterisierung.

Satz 9.1. FEs sei p ein ungerade Primzahl. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent.

(1) p ist die Summe von zwei Quadraten, p = 2%+ y? mit x,y € Z.
(2) p ist die Norm eines Elementes aus Zli].

(3) p ist zerlegbar (nicht prim) in Z[i].

(4) —1 ist ein Quadrat in Z/(p).

(5) Es istp = 1 mod 4.

Beweis. (1) < (2). Dies folgt sofort aus 2 +y* = (v+yi)(z—yi) = N(z+yi)
(diese Aquivalenz gilt fiir alle ganzen Zahlen).

(2) = (3). Die Normdarstellung

p = N(z+y) = (z+yi)(z —yi)
ist eine Faktorzerlegung in Z[i]. Da z und y beide von 0 verschieden sind,
ist N(x +yi) > 2 und x + yi ist keine Einheit, also ist die Zerlegung nicht

trivial. Da der Ring der Gaufischen Zahlen nach Lemma 2.12 euklidisch ist,
sind nach Satz 3.5 prim und unzerlegbar dquivalent.

(3) = (2). Es sei p zerlegbar, sagen wir p = wz mit Nichteinheiten w, z
Z[i]. Dann ist innerhalb der natiirlichen Zahlen p* = N(p) = N(w)N(z
Dann muss N(w) = p sein.

(3) & (4). Es gilt

€
).

Zlil/(p) = (ZIX]/(X*+1)/(p)
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ZIX]/(X* +1,p)
(Z/(p)[X])/(X* +1).

Dieser Restklassenring ist endlich und somit nach Aufgabe 1.14 genau dann
ein Korper, wenn er ein Integritétsbereich ist. Dies ist wiederum &quivalent
dazu, dass p prim in Z[i] ist (man kann auch mit Satz 3.12 schlieen). An-
dererseits zeigt die Darstellung rechts, dass ein Korper genau dann vorliegt,
wenn das Polynom X? + 1 ein irreduzibles Polynom in (Z/(p))[X] ist, und
dies ist genau dann der Fall, wenn das Polynom keine Nullstelle in Z/(p)
besitzt, was bedeutet, dass —1 kein Quadrat in Z/(p) ist.

e 1R

Die Aquivalenz (4) < (5) wurde schon im Satz 6.8 gezeigt. O

Bemerkung 9.2. Es sei p eine Primzahl, die modulo 4 den Rest 1 besitzt,
sodass es nach Satz 9.1 eine Darstellung von p als Summe von zwei Quadra-
ten geben muss. Wie findet man eine solche Darstellung explizit? Einerseits
durch probieren, andererseits kann man aber entlang dem Beweis des Satzes
vorgehen. Dazu muss man folgende Schritte gehen:

(1) Finde in Z/(p) ein Element @ mit > = —1. Um dies zu finden braucht
man in der Regel ein primitives Element in diesem Restklassenkorper
(ist b ein primitives Element, so kann man a = b®~1/4 nehmen; siche
auch Aufgabe 6.4).

(2) Die Abbildung Z[i] — Z/(p), die ganze Zahlen modulo p nimmt und
i auf a schickt, ist ein surjektiver Ringhomomorphismus auf einen
Korper. Der Kern ist ein Hauptideal, das von p und von a —1i erzeugt
wird.

(3) Finde mit dem euklidischen Algorithmus einen Erzeuger z fiir das
Hauptideal (p,a — i). Ein solcher Erzeuger hat die Norm N(z) = p.
Eine Zerlegung p = zw fiihrt ja generell auf N(z)N(w) = N(p) =
p?. Mit z = 2 + yi gilt dann p = 2% + 32

Beispiel 9.3. Es sei p = 13 (man sieht natiirlich sofort eine Darstellung).
Mit dem in Bemerkung 9.2 beschriebenen Verfahren miisste man wie folgt
vorgehen:

In Z/(13) ist 5 = 25 = —1, also kann man @ = 5 nehmen. Dies fiihrt zum
Ideal (13,5 —1) in Z[i]. Division in Q[i] liefert
13 13(5+i) 65+ 13i
5—i  (5-i)(5+i) 26

und 2 ist eine beste Approximation in Z[i]. Damit ist die Division mit Rest
13=2-5-1)4r
mit r = 3 4 2i. Die néchste durchzufiithrende Division liefert
5—-1 (5—-1)(3—2i) 13 — 131

3+2i 13 13
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Damit ist also 5 —i1 = (1 —1)(3 4+ 2i) und somit ist 3 + 2i ein Erzeuger des
Ideals.

Bemerkung 9.4. Wenn fiir eine Primzahl p eine Darstellung
p=a"+y’ = (z+iy)(z —iy)
als Summe von zwei Quadraten bekannt ist, so kann man daraus einfach

eine Quadratwurzel der —1 in Z/(p) finden. In diesem Fall gibt es einen
surjektiven Ringhomomorphismus

p: L[| — Z[i]/(x +iy) = Z/(p).
Die Isomorphie rechts riithrt dabei von
7 — 7/(p) — Z[i}/(x + iy)

her, wobei die Surjektivitdt darauf beruht, dass Zl[i]/(z + iy) ein Korper ist
und es in Z/(p) schon zwei Quadratwurzeln der —1 gibt. Die Eigenschaft

i = -1
iibertragt sich auf das Bild, und dort gilt
p(i) = —z -y

Beispiel 9.5. Wir wollen in Z/(29) eine Quadratwurzel fiir —1 mit Hilfe von
Bemerkung 9.4 finden. Es ist

20 = 52 +22 = (54 2i)(5 — 2i).
Im Restklassenkorper
Z[i]/(5+2i) = Z/(29)
st
i=-5.27'= —-5.15 = —75 = 12.
In der Tat ist
122 = 144 = —1 mod 29

PRIMFAKTORZERLEGUNG FUR GAUSSSCHE ZAHLEN

Aus Satz 9.1 kénnen wir problemlos ableiten, wie sich die Primzahlen in Z[i]
verhalten:

Korollar 9.6. Die Primzahlen aus 7 haben in Z[i] folgendes Zerlegungsver-
halten.

(a) Es ist
2 = —i(1+1)?
und 1 +1 ist prim in Z[i].
(b) Firp =1 mod 4 ist
p = (x+yi)(z - yi),
mit gewissen eindeutig bestimmten x,y € N, wobei beide Faktoren
prim sind.
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(¢c) Firp = 3 mod 4 ist p prim in Z[i].

Beweis. Aufgrund von Satz 9.1 gibt es im zweiten Fall eine Darstellung

p=2"+y" = (z+iy)(z — iy)

Wegen

p* = N(p) = N(z+yi)N(z — yi)

haben die beiden Faktoren die Norm p und sind deshalb nach Lemma 2.13
prim. Die Eindeutigkeit ergibt sich aus der eindeutigen Primfaktorzerlegung
im Ring der Gauflschen Zahlen und der Kenntnis der Einheiten. 0

Bemerkung 9.7. Fiir eine Gaufische Zahl z € Z[i] kann man folgenderma-
Ben entscheiden, ob sie prim ist bzw. wie ihre Primfaktorzerlegung aussieht:

(1) Berechne die Norm N (z). Ist diese eine Primzahl, so ist nach Lemma
2.13 das Element z selbst prim.
(2) Bestimme die (ganzzahligen) Primfaktoren von N(z). Schreibe

N(z) = 22 = 2'pr---psqu -+~

wobei die p; ungerade mit Rest 1 modulo 4 und die g; ungerade mit
Rest 3 modulo 4 seien.

(3) Schreibe p; = N(u;) = wu; fir die Primfaktoren p; mit Rest 1
modulo 4, und 2" = (—i)"(1 +1)*". Damit ist

2z = (—1)"(1 + i)QTulu_l- S UGGt Gy

(4) Liste die moglichen Primfaktoren von z (und zugleich von z) auf: das
sind 1+ 1 (falls 2 mit positivem Exponenten vorkommt), die u; und
u; sowie die ¢; (da Zli] ein Hauptidealbereich ist und somit nach Satz
3.7 die eindeutige Primfaktorzerlegung gilt, setzt sich die Primfak-
torzerlegung von z und von Z bis auf Einheiten aus Primfaktoren der
rechten Seite zusammen).

(5) Durch (1 +1)" und die ¢; kann man sofort durchdividieren, da diese
Faktoren jeweils sowohl von z als auch von Z ein Faktor sind.

(6) Fiir die moglichen Primfaktoren u; und @; muss man (durch Division
mit Rest) iiberpriifen, ob sie Primfaktoren von z sind oder nicht (wenn
nicht, so teilen sie Z). Statt Division kann man auch die moglichen
Kombinationen ausmultiplizieren.

Beispiel 9.8. Es ist

N(17 +13i) = 17* +13* = 289 + 169 = 458 = 2-229,

wobei 229 eine Primzahl ist. Wegen

220 = 225 4+ 4 = 152 + 22

besitzt 229 in Z[i] die Primfaktorzerlegung

229 = (15 + 2i)(15 — 2i)
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und somit ergibt sich die Primfaktorzerlegung

17+ 13i = (1+1)(15 — 2i).

SUMME VON ZWEI QUADRATEN

Wie kommen zur Bestimmung aller ganzen Zahlen, die eine Summe von zwei
Quadraten sind.

Lemma 9.9. (a) 2 = 1+ 1 ist eine Summe von zwei Quadraten.
(b) Sind die natirlichen Zahlen m und n jeweils eine Summe von zwei
Quadratzahlen, so ist auch das Produkt mn eine Summe von zwei

Quadratzahlen.
(c) Istn = r*m, und ist m eine Summe von zwei Quadratzahlen, so auch
n.

Beweis. Die erste Aussage ist klar, fiir die zweite hat man die Charakteri-
sierung mit der Norm und die Multiplikativitdt der Norm auszunutzen. Ist
m = 22 + y?, so kann man einfach mit r? multiplizieren. U

Satz 9.10. Es sei n eine positive natiirliche Zahl. Wir schreiben n = r*m,
wobei jeder Primfaktor von m nur einfach vorkomme. Dann ist n die Summe
von zwet Quadraten genau dann, wenn in der Primfaktorzerlequng von m nur
2 und Primzahlen vorkommen, die modulo 4 den Rest 1 haben.

Beweis. Erfiillt n die angegebene Bedingung an die Primfaktorzerlegung, so
ist n nach Lemma 9.9 und nach Satz 9.1 die Summe zweier Quadrate. Es
sei umgekehrt angenommen, dass n die Summe zweier Quadrate ist, sodass
also eine Zerlegung n = (x + iy)(x — iy) vorliegt. Es sei p ein Primfaktor
von n, der modulo 4 den Rest 3 besitze. Dann ist nach Satz 9.1 p prim in
Z[i] und teilt einen und damit (betrachte die Konjugation) beide Faktoren
in der Zerlegung, jeweils mit dem gleichen Exponenten. Damit ist der Ex-
ponent von p in der Primfaktorzerlegung von n gerade und p kommt in der
Primfaktorzerlegung von m nicht vor. O

Beispiel 9.11. Nach Satz 9.10 ist
1000 = 100-2-5
eine Summe von zwei Quadraten und
108 = 36 -3

keine Summe von zwei Quadraten.

SUMME VON DREI UND VON VIER QUADRATEN

Die beiden folgenden Sétze heiflen Dreiquadratesatz bzw. Vierquadratesatz
(oder Satz von Lagrange).
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Satz 9.12. FEine natiirliche Zahl n ldsst sich genau dann als Summe von drei
Quadratzahlen darstellen, wenn n nicht die Form

4°(85 +17)
mit 1,5 € N besitzt.

Satz 9.13. Jede natiirliche Zahl ldsst sich als Summe von vier Quadratzahlen
darstellen.

Das Waringsche Problem ist die Frage, ob man fiir jeden Exponenten £ eine
Zahl g mit der Eigenschaft finden kann, dass jede natiirliche Zahl eine Dar-
stellung als Summe von maximal g (nichtnegativen) k-ten Potenzen besitzt.
Bei k = 2 ist ¢ = 4. Dieses Problem wurde von Hilbert positiv gelést. Bei-
spielsweise kann man jede natiirliche Zahl als Summe von 9 Kuben darstellen.
Fiir 23 braucht man wirklich 9 Kuben. Man weif§ ferner, dass man bis auf
endlich viele Ausnahmen jede Zahl als eine Summe von sieben Kubikzahlen
schreiben kann, und vermutet sogar, dass man bis auf endlich viele Ausnah-
men jede Zahl als eine Summe von nur vier Kubikzahlen schreiben kann. Die
7373170279850 ist die grofite bekannte Zahl, die man nicht als Summe von
vier Kubikzahlen darstellen kann.

9. ARBEITSBLATT

UBUNGSAUFGABEN

Aufgabe 9.1. Zeige, dass eine Primzahl p hochstens eine Darstellung als
Summe von zwei Quadraten besitzt.

Aufgabe 9.2. Zeige, dass eine ganze Zahl n genau dann die Differenz zweier
Quadratzahlen ist, wenn der Exponent von 2 in der Primfaktorzerlegung von
n gleich 0 oder > 2 ist.

Aufgabe 9.3. Bestimme fiir eine oder mehrere Gauflsche Zahlen in die-
sem Diagramm die Primfaktorzerlegung und trage das Ergebnis (mit Be-
griindung) in den vorgesehenen Link ein. Man beschrianke sich dabei auf
Zahlen unterhalb der Hauptdiagonalen.

Die Gitterpunkte im farbig hinterlegten Bereich und entlang seines Randes
sind als Link anklickbar. Gaufische Ebene, 1. Quadrant

Aufgabe 9.4. Bestimme in Z[i] die Primfaktorzerlegung von 8 —i. Begriinde,
warum die Faktoren prim sind.
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Aufgabe 9.5. Zeige, dass die komplexen Zahlen C die Restklassendarstel-
lung

C = R[X]/(X* +1)
besitzen.

Aufgabe 9.6. Zeige, dass der Ring der GauBischen Zahlen Z[i] die Restklas-
sendarstellung

Zli] = Z[X]/(X?+1)
besitzt.

Aufgabe 9.7. Essein € N,. Zeige, dass der Restklassenring Z[i]/(n) genau
n? Elemente besitzt.

Aufgabe 9.8. Es sei R ein kommutativer Ring und sei a ein Ideal mit dem

Restklassenring S = R/a. Zu einem Ideal I C R welches a enthélt, sei I’ =

I R/a das zugehorige Ideal in S. Zeige, dass es eine kanonische Ringisomorphie
R/I =S|I

gibt.

Aufgabe 9.9. Es sei R ein kommutativer Ring und sei a ein Ideal mit dem
Restklassenring

S = R/a.
Zeige, dass die Ideale von S eindeutig denjenigen Idealen von R entsprechen,
die a umfassen.

Aufgabe 9.10. Bestimme mit Hilfe von Bemerkung 9.4 eine Quadratwurzel
von —1 in Z/(41).

Aufgabe 9.11. Zu einer natiirlichen Zahl n bezeichne r(n) die Anzahl der
Méglichkeiten, sie als Summe von zwei Quadratzahlen darzustellen, d.h. r(n)
ist die Anzahl der 2-Tupel

(w1, 75) € Z* mit 2] + 25 = n.

Beweise die Beziehung
r(2n) = r(n).

Zeige, dass die vorstehende Aussage nicht gilt, wenn man nur Losungen in
N2 betrachtet.
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Aufgabe 9.12. Zu einer natiirlichen Zahl n bezeichne r(n) die Anzahl der
Moglichkeiten, sie als Summe von vier Quadratzahlen darzustellen, d.h. r(n)
ist die Anzahl der 4-Tupel

(z1, 79,73, 24) € Z* mit 27 + 23 + a:g + 22 =n.
Es sei u eine ungerade positive Zahl. Beweise die Beziehung
r(2u) = 3r(u).

Zeige, dass die vorstehende Aussage nicht gilt, wenn man nur Losungen in
N* betrachtet.

Aufgabe 9.13. Es sei n eine natiirliche Zahl, die modulo 8 den Rest 7
besitzt. Zeige, dass n nicht als Summe von drei Quadraten darstellbar ist.

Aufgabe 9.14. Bestimme fiir jede natiirliche Zahl n < 30, ob sie sich als
eine Summe von drei Quadratzahlen darstellen lésst.

Aufgabe 9.15. Bestimme fiir jede natiirliche Zahl n < 10, auf wie viele
verschiedene Arten sie sich als Summe von vier Quadratzahlen darstellen
lasst, d.h. man bestimme die Anzahl der 4-Tupel

4 o2 2 2 2
(21, T2, w3, x4) € Z* mit x7 + x5 + x5 + x5 = n.

AUFGABEN ZUM ABGEBEN

Aufgabe 9.16. (3 Punkte)

Bestimme fiir die Zahlen n zwischen 155 und 159, ob n die Summe von zwei
ganzzahligen Quadraten ist. Man gebe alle moglichen Darstellungen an.

Aufgabe 9.17. (2 Punkte)

Finde fiir alle Zehnerpotenzen > 10 eine Darstellung als Summe von zwei
positiven Quadraten.

Aufgabe 9.18. (3 Punkte)
Bestimme die Primfaktorzerlegung der Gaufischen Zahl 39 + 52i.

Aufgabe 9.19. (4 Punkte)

Es sei n eine natiirliche Zahl, in deren Primfaktorzerlegung r Faktoren vor-
kommen. Wie viele Darstellungen als Summe von zwei Quadratzahlen besitzt
n maximal?
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Aufgabe 9.20. (4 Punkte)

Zeige: In Z/(p), wobei p eine Primzahl ist, ldsst sich jedes Element als Summe
von zwei Quadraten schreiben.

Aufgabe 9.21. (3 Punkte)

Es sei p eine Primzahl mit p = 1 mod 4 und sei p = z2+%? eine Darstellung
als Summe von zwei Quadraten, z,y € N. Es sei k£ ein ungerader Teiler von
x. Zeige: Dann ist k ein Quadratrest modulo p.

Aufgabe 9.22. (3 Punkte)

Zeige, dass man die 239 als eine Summe von neun Kubikzahlen darstellen
kann, aber nicht als eine Summe von acht Kubikzahlen.

10. VORLESUNG - PYTHAGOREISCHE TRIPEL
PYTHAGOREISCHE TRIPEL

Definition 10.1. Ein pythagoreisches Tripel ist eine ganzzahlige Losung
(z,y,2) € Z? der diophantischen Gleichung

oyt = 2P

Es heift primitiv, wenn z,y, 2 keinen gemeinsamen Teiler besitzen.
N
4

20 29

21
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Bemerkung 10.2. Losungstripel, bei denen (mindestens) ein Eintrag 0 ist,
heiflen trivial. Nach der Umkehrung des Satzes des Pythagoras bildet ein
solches Tripel die Seitenldngen eines rechtwinkligen Dreieckes. Es geht also
um rechtwinklige Dreiecke mit der Eigenschaft, dass alle drei Seiten eine
ganzzahlige Liange haben (dabei sind x, y die Seitenléngen der Katheten und
z ist die Seitenlédnge der Hypotenuse). Das bekannteste pythagoreische Tripel
ist zweifellos (3,4,5). Wenn zwei Zahlen davon einen gemeinsamen Teiler
haben, so hat natiirlich auch die dritte diesen Teiler, und das Tripel ist nicht
primitiv.

Ferner sind x und y nicht zugleich ungerade, sieche Aufgabe 10.1.

* e
* ot -
LU B - * "
* e " . ¥ . &
2 * - -
L) - * . *
* L *
0 ' * . *
4 * . . "
F ] . - ‘o '. . ® -
. -
5 . o. LI
L ', .
B0 . * .
- . * 5
* -
0 +* . * - *
¥ . -
[=1] - . . .
* * * =
a0 . - &
* - *
100 * +
a 2 40 ED g0 100
Az = 35

Die roten Punkte sind primitive pythagoreische Tripel, die blauen nicht-primitive

Wir wollen alle (primitiven) pythagoreischen Tripel finden. Man kann das
Problem umformulieren, indem man durch z? teilt. Dann ist das Problem
dquivalent zu:

Bestimme alle rationalen Losungen fiir die Gleichung
P +s*=1(rscQ).

Es geht also um alle Punkte auf dem Einheitskreis (in der Ebene mit Mittel-
punkt (0,0) und Radius 1), deren beide Koordinaten rationale Zahlen sind.
Die trivialen Losungen sind die komplexen Zahlen 1,i, —1, —i.

Bemerkung 10.3. Der (Einheits-)Kreis ist ein eindimensionales Objekt und
es gibt verschiedene (Teil-)Parametrisierungen fiir ihn, etwa durch

T +— (:U,\/l —xz) ,
oder die trigonometrische Parametrisierung
t — (cos(t),sin(t)),

Hier brauchen wir aber eine Parametrisierung, die rationale Zahlen in solche
Punkte iiberfiihrt, deren beide Koordinaten rational sind.
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Wir betrachten hierzu die Abbildung, die einen Punkt ¢ auf der y-Achse auf
den Durchstoungspunkt (z,y) abbildet, den der Einheitskreis mit der durch
(0,£) und (—1,0) definierten Geraden bildet. Aufgrund des Strahlensatzes
haben wir die Bedingung

t y

1 14w
bzw. y = t(1+ z). Setzt man diese Gleichung in die Gleichung des Einheits-
kreises ein, so erhélt man

l=2a"+y* =2 +2(x +1)°

und damit
0=("-1)+x+1)? = (z+1)((z—1)+*(x+1)).
Da uns die erste Losung x = —1 nicht interessiert, betrachten wir den zwei-
ten Faktor
0= (z—1)+t(x+1) = 2(1 +3) +t* —1,
die zu
1—¢? 1—¢? 2t
= — d y=t- 1)=t- 1) =
=iy wd =ttt (1+t2+ ) 1+ 12

fithrt. Die Abbildung

11—t 2t
N\ ire) @Y

ist also eine rationale Parametrisierung des Einheitskreises.

Wir fassen zusammen:
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Satz 10.4. Die Abbildung

1—t2 2t
— Sp t— [ —, —— ) =
Q Q> (1+t27 1+t2> (Z',y>,
von der Menge der rationalen Zahlen in die Menge der Punkte auf dem Ein-
heitskreis mit rationalen Koordinaten ist injektiv, und mit der Ausnahme von
(—1,0) liegt jeder Punkt im Bild.

Beweis. Dies wurde bereits oben bewiesen, die Injektivitét ist klar von der
geometrischen Interpretation her und ist als Aufgabe 10.4 zu beweisen. [

Korollar 10.5. Die Menge der Punkte auf dem Finheitskreis mat rationalen
Koordinaten bilden eine dichte Teilmenge.

Beweis. Die Parametrisierung

_ . (11—t 2
P R— S 7t'—>90(t)_ (1—|—t2’ 1+t2)’
ist stetig, da sie komponentenweise durch rationale Funktionen gegeben ist.
Es sei s € S! ein Punkt des Einheitskreises. Der Punkt (—1,0) (der Punkt,
der von der Parametrisierung nicht erfasst wird), ist selbst rational. Es sei
also s # (—1,0) und sei t € R eine reelle Zahl mit ¢(t) = s. Es sei
e > 0 vorgegeben. Aufgrund der Stetigkeit gibt es dann auch ein § > 0
derart, dass die Ballumgebung B(t, ) nach B(s,€) hinein abgebildet wird,
also p(B(t,0)) C B(s,e). Da die rationalen Zahlen innerhalb der reellen
Zahlen dicht liegen, gibt es eine rationale Zahl ¢ € B(t,d). Dann ist ¢(q)
ein Punkt auf dem Einheitskreis mit rationalen Koordinaten, der in der e-
Umgebung von s liegt. U

Die Formeln des folgenden Satzes zur Berechnung der pythagoreischen Tripel
heiflen auch indische Formeln.

Satz 10.6. Es sei (z,y,z) ein pythagoreisches Tripel mit y gerade und mit
z # —x. Dann gibt es eindeutig bestimmte ganze teilerfremde Zahlen (u,v)
mitv > 0 und a € Z und mit

r = a(v? —u?), y = a(2w), z = a(u® +v?).

Das pythagoreische Tripel ist genau dann primitiv, wenn a eine Einheit ist
und u und v nicht beide ungerade sind.

Beweis. Es sei (x,y, z) ein pythagoreisches Tripel. Der Fall z = 0 ist aus-
geschlossen. Dann ist (f, g) ein Punkt auf dem Einheitskreis mit rationalen
Koordinaten. Nach Satz 10.4 gibt es, da z # —ax vorausgesetzt wurde, eine

eindeutig bestimmte rationale Zahl ¢ mit

11—t 2t _<a: y)
1+¢2714+¢2)  \z2’z/)°
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Dann gibt es eine rationale Zahl ¢ # 0 mit
r=q(l—-1?),y=q2t z=q(l+1?).
Seit = % mit ganzen teilerfremden Zahlen u, v, v > 0. Wir ersetzen q durch
g = —
und haben dann
r=q(v? —u?), y = Quv, z = §(u® +v?).

Da u und v teilerfremd sind, sind auch u,v,v? — u? paarweise teilerfremd.
Ein Primteiler des Nenners von § teilt 2uv und v? — u?. Daher kommt nur 2
in Frage. In diesem Fall wiren aber v? — u? und u? 4+ v? gerade, und u und v
wéren beide ungerade. Dann wére aber y = q2uv ungerade im Widerspruch
zur Voraussetzung. Also ist ¢ eine ganze Zahl.

Wenn das pythagoreische Tripel primitiv ist, so muss in dieser Darstellung
G = 1 oder —1 sein. AuBerdem koénnen dann v und v nicht beide ungerade
sein, sonst ware 2 ein gemeinsamer Teiler des Tripels. Wenn umgekehrt diese

Bedingungen erfiillt sind, so ist das Tripel primitiv. U
’HU‘U‘JZZU2—U2‘yZQUU‘ZZUQ—FUQ‘ 22+ =22 ‘

112 3 4 5 9+16 =25
203 ) 12 13 25 4 144 = 169
114 15 8 17 225 + 64 = 289
314 7 24 25 49 + 576 = 625
215 21 20 29 441 4400 = 841
116 35 12 37 1225 4 144 = 1369
415 9 40 41 81 4+ 1600 = 1681
2|7 45 28 53 2025 + 784 = 2809
56 11 60 61 121 4 3600 = 3721
417 33 o6 65 1089 4 3136 = 4225
118 63 16 65 3969 + 256 = 4225
318 5%} 48 73 3025 4 2304 = 5329
6|7 13 84 85 169 4 7056 = 7225
219 7 36 85 5929 + 1296 = 7225
518 39 80 89 1521 + 6400 = 7921
419 65 72 97 4225 + 5184 = 9409

Beispiel 10.7. Wenn man einen rationalen Punkt auf dem Einheitskreis
sucht, der moglichst nahe an dem irrationalen Punkt (\%, \%) liegen soll,
so kann man

1

1
V2
= = 0,414213...
1+ 5 142
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berechnen. Die rationale Approximation
, 414213

~ 1000000

fiihrt zum rationalen Punkt
( 828427590631 828426000000 )

1171572409369 1171572409369

auf dem Einheitskreis und zum pythagoreischen Tripel

r = UQ—uz

= 1000000 — 4142132
= 1000000000000 — 171572409369
— 828427590631,

y = 2-414213 - 1000000 = 828426000000
und

2 = u?+ 02
4142132 + 10000002
= 1171572409369.

In der Tat ist

8284275906312 4 8284260000002
= 686292272918683718978161 + 686289637476000000000000
— 1372581910394683718978161
= 11715724093692,

wie man unmittelbar nachrechnet.

HOHERE FERMAT-GLEICHUNGEN

Die folgende Aussage heifit Satz von Euler.

Satz 10.8. Die diophantische Gleichung

2yt = 22

hat keine ganzzahlige nichttriviale Losung.

Beweis. Es sei (z,y, z) eine nichttriviale Losung, d.h. alle Eintrége sind #
0. Wir koénnen annehmen, dass alle Eintrdge sogar positiv sind. Wenn es
eine solche Losung gibt, dann gibt es auch eine nichttriviale Losung mit
minimalem positiven z (unter allen nichttrivialen Losungen). Wir zeigen, dass
es dann eine Losung mit kleinerem positiven z; gibt, was einen Widerspruch

bedeutet.

Wegen der Minimalitit ist (x,y, z) primitiv, die Eintrage sind also (sogar
paarweise) teilerfremd. Wir konnen x als ungerade annehmen. Es ist dann

(2, 9%, 2)
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ein primitives pythagoreisches Tripel. Daher gibt es nach Satz 10.6 teiler-
fremde natiirliche Zahlen (u,v) mit

x2:u2—02,y2:2uv,7;:u2—|—v2

und mit u 4+ v ungerade. Betrachtung der ersten Gleichung modulo 4 zeigt,
dass u ungerade sein muss (und v gerade). Die erste Gleichung

= 2?4 0?
ist selbst ein primitives pythagoreisches Tripel. Es gibt also erneut teilerfrem-
de natiirliche Zahlen (7, s) mit

r=r*—s v=2rs, u=1r>+s

(z ist ungerade, v gerade) mit r + s ist ungerade. Somit sind r, s, 7% + 5% = u
paarweise teilerfremd. Aus
y? = 2uv = 4(r* + s%)rs
folgt
Y\? 2 2
(5) = (r‘+4s%)rs
und aus der Teilerfremdheit der Faktoren folgt, dass die einzelnen Faktoren

hier selbst Quadrate sind, also

2 o2 2 2 _ 2
r=x,S=Y, " +s8 =z

Damit ist
q=r+s =2ty
eine neue nichttriviale Losung der urspriinglichen Gleichung. Wegen

n<zZ=r+s=u< P+’ =z

widerspricht dies der Minimalitat von z. O
Korollar 10.9. Die Fermat-Quartik
Pyt =

besitzt keine ganzzahlige nichttriviale Lésung.
Beweis. Dies folgt sofort aus dem Satz von Euler. O

Generell nennt man Gleichungen der Form
Fermat-Gleichungen. Die beriihmte Vermutung von Fermat, der sogenannte

,Grofle Fermat“, besagt, dass es fiir n > 3 keine nicht-trivialen Losungen
gibt. Dies haben wir soeben fiir n = 4 bewiesen. Der Fall n = 3

(Fermat-Kubiken) ldsst sich ebenfalls noch einigermaflen elementar bestéti-
gen (Euler) und hat mit den Eisenstein-Zahlen zu tun. Nach rund 350 Jahren
wurde der Grofie Fermat schliefllich 1995 von Andrew Wiles bewiesen.
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Andrew Wiles (*1953)

Satz 10.10. Die diophantische Gleichung
xn_i_yn = 5

n

besitzt fir kein n > 3 eine ganzzahlige nichttriviale Lisung.

Beweis. Der Beweis fiir diese Aussage geht bei Weitem iiber den Inhalt einer
Vorlesung iiber elementare oder algebraische Zahlentheorie hinaus. U

10. ARBEITSBLATT

UBUNGSAUFGABEN

Aufgabe 10.1. Es seien z und y ungerade. Zeige, dass 22 + y? keine Qua-
dratzahl ist.

Aufgabe 10.2. Es sei (z,y, z) ein pythagoreisches Tripel. Zeige, dass = oder
y ein Vielfaches von 3 ist.

Aufgabe 10.3. (a) Man gebe ein Beispiel fiir rationale Zahlen a,b,c¢ €
10, 1] mit
a®+ b =
(b) Man gebe ein Beispiel fiir rationale Zahlen a,b,c¢ € 0, 1[ mit
a’+b* # A
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(c) Man gebe ein Beispiel fiir irrationale Zahlen a,b € ]0,1[ und eine
rationale Zahl ¢ € ]0,1[ mit

a’+ b =

Aufgabe 10.4. Zeige, dass die in Satz 10.4 beschriebene rationale Parame-
trisierung des Einheitskreises injektiv ist.

Aufgabe 10.5. Skizziere ein Dreieck D derart, dass eine Hohe das Dreieck
D in zwei verschiedene rechtwinklige Dreiecke D; und D, unterteilt so, dass
die Seitenldngen von D; und Dy jeweils pythagoreische Tripel bilden. Man
gebe die Seitenldngen an.

Aufgabe 10.6. Zeige, dass die Menge
Sg = {z€Qlil | 2| =1}

mit der Multiplikation in Q[i] eine kommutative Gruppe ist.

Aufgabe 10.7. Es sei
Sp = {z€Qli] | 2| =1}

der rationale Einheitskreis mit der aus Q[i]* ererbten Gruppenstruktur. Be-
rechne die ersten vier Potenzen von g + %i € S@.

Aufgabe 10.8. Zeige, dass der Einheitskreis
Sp = {» €R[] =C|[z] =1}
isomorph zu R/Z ist.

Aufgabe 10.9. Es sei
n=r1r"+s = (r+is)(r —is)
eine Summen von zwei Quadraten mit der zugehorigen Zerlegung in Z[i].
Berechne n? auf zwei verschiedene Weisen und zeige damit, dass
r? — 2 + 2rsi
n
ein Punkt auf dem rationalen Einheitskreis ist.

Aufgabe 10.10. Zeige, dass der rationale Einheitskreis (als Gruppe) nicht
endlich erzeugt ist.
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Aufgabe 10.11. Zeige, dass die beiden kommutativen Gruppen (Q,0, +)
und (Q,, 1, ) nicht isomorph sind.

Aufgabe 10.12. Zeige, dass der Gruppenhomomorphismus
QU — (Q4,1,), 2 +iy — 2° + ¢,

nicht surjektiv ist.

Aufgabe 10.13. Zeige mit Hilfe des pythagoreischen Tripels (9, 40, 41), dass
es ein rechtwinkliges Dreieck gibt, dessen Seitenléngen alle rational sind und
dessen Flédcheninhalt gleich 5 ist.

Aufgabe 10.14. Zeige, dass es kein rechtwinkliges Dreieck gibt, dessen Sei-
tenldngen alle rational sind und dessen Flécheninhalt gleich 2 ist.

Aufgabe 10.15. Zeige mit Hilfe der Aussage, dass ¢ — y* = 2% keine
ganzzahlige nichttriviale Losung besitzt, dass es kein rechtwinkliges Dreieck
gibt, dessen Seitenléngen alle rational sind und dessen Fldacheninhalt gleich
1 ist.

Aufgabe 10.16. Zeige, dass die quadratische Gleichung
z? =5y = 2

keine ganzzahlige Losung besitzt.

Aufgabe 10.17. Zeige, dass in Z/(29) die Gleichung
st +yt+t =0
nur die triviale Losung (0,0, 0) besitzt.

Aufgabe 10.18. Finde eine nichttriviale ganzzahlige Losung fiir das Glei-
chungssystem ab = c und (a — 1)d = ¢— 1.

Aufgabe 10.19. Finde mindestens eine ganzzahlige Losung (z,y) € N, X
N, fiir die diophantische Gleichung

b1 =g
fir k,n > 2.
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Aufgabe 10.20. Zeige: Um den Satz von Wiles fiir alle Exponenten n > 3
zu zeigen, geniigt es, ihn fiir alle ungeraden Primzahlen als Exponenten zu
beweisen.

Aufgabe 10.21. Zeige unter Verwendung des Satzes von Wiles, dass die
diophantische Gleichung

fir n > 2 keine von (0,0, 0) verschiedene Losung besitzt.

Aufgabe 10.22. Bestitige die folgenden Identitéiten.
(1)

142 = 3%
(2)

2% + 72 = 34
(3)

1324+ 7% = 2°.

Aufgabe 10.23. Bestitige die folgende Identitét.
27° + 84° + 110° + 133° = 144°.

Aufgabe 10.24. Bestitige die Gleichung
(=241 +(—2—1)* = (1+i)%

AUFGABEN ZUM ABGEBEN

Aufgabe 10.25. (4 Punkte)

Es sei

Sp = {z € Qli] | 2] =1}
der rationale Einheitskreis mit der aus Q[i]* ererbten Gruppenstruktur. Zei-
ge, dass die Gruppen S%Q und Q/Z nicht isomorph sind.

Aufgabe 10.26. (3 Punkte)
Bestimme in Z/(11) alle Losungen (z,y) der Gleichung
2+ = 1.



94

Aufgabe 10.27. (4 Punkte)

Bestimme in Z/(7) alle Losungen (z,y) der diophantischen quadratischen
Gleichung
32% 4 2y* + 5ay + 4 + 8y +6 = 0.

Aufgabe 10.28. (4 Punkte)

Approximiere die (obere) primitive dritte Einheitswurzel auf dem rationalen
Einheitskreis mit einem Fehler von maximal 1/1000000.

11. VORLESUNG - PRIMZAHLEN UND IHRE VERTEILUNG I

DiE UNENDLICHKEIT DER PRIMZAHLEN
Satz 11.1. Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis. Angenommen, die Menge aller Primzahlen sei endlich, sagen wir
{p1,p2,-..,pr}. Man betrachtet die Zahl

N = P1-P2-P3 " Dr _|_1

Diese Zahl ist durch keine der Primzahlen p; teilbar, da bei Division von N
durch p; immer ein Rest 1 verbleibt. Damit sind die Primfaktoren von IV,
die es nach Korollar 3.9 geben muss, nicht in der Ausgangsmenge enthalten
- Widerspruch. O

Eine Liste aller Primzahlen < 100000 findet sich hier.

Kann man iiber Satz 11.1 hinaus weitere und feinere Aussagen dariiber ma-
chen, wie viele Primzahlen es gibt? Wir werden zunéchst die Frage betrach-
ten, was man iiber die Reihe
1
>

peP
sagen kann. Dies ist also die Summe aller Kehrwerte von Primzahlen,

1 1 1 1 1

2—|—3+5+7+11+....
Bekanntlich divergiert die harmonische Reihe, also die Summe {iber aller
Kehrwerte von positiven ganzen Zahlen. Dagegen konvergiert die Summe
tiber alle Kehrwerte von Quadraten (und zwar nach Korollar 23.11 (Ma8- und
Integrationstheorie (Osnabriick 2022-2023)) gegen %2), es gibt also in einem
gewissen Sinn wenig Quadrate. Fiir jede unendliche Teilmenge M C N ist es
eine interessante und meistens schwierige Frage, ob > _,, % konvergiert oder
divergiert. Fiir die Primzahlen werden wir das hier in Kiirze beantworten. Die
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Beantwortung héngt eng mit der Riemannschen (-Funktion zusammen. Die
hier benutzten Methoden gehtren zur analytischen Zahlentheorie.

Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866)

Definition 11.2. Die Riemannsche (-Funktion ist fiir s € C mit Realteil
Re (s) > 1 durch

definiert.

Fiir den Nachweis der Konvergenz der riemannschen Zetafunktion siehe
Kurs:Analysis (Osnabriick 2021-2023) /Teil 11/ Vorlesung 31. Wir erinnern an
die Konvergenz der geometrischen Reihe.

Satz 11.3. Fir alle komplexzen Zahlen z mit |z| < 1 konvergiert die Reihe
> heo 27 absolut und es gilt

1
ZZk T 1—

k=0

[e.9]

Beweis. Dies wird in der Grundvorlesung Analysis bewiesen, siehe
Kurs:Analysis (Osnabriick 2021-2023) /Teil I/Vorlesung 9. O
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Lemma 11.4. Es sei T eine endliche Menge von Primzahlen und sei s eine
komplexe Zahl mit Re (s) > 0. Es sei M(T) die Menge aller natirlichen
Zahlen, die sich als Produkt von Primzahlen aus T darstellen lassen. Dann

15t
1 1
H 1 — ps - Z %

peT neM(T)

Beweis. Es sei T = {p1,...,pr}. Esist [p~®| < 1 nach Voraussetzung iiber
den Realteil. Unter Verwendung von Satz 11.3 und Lemma 15.2 (Analysis
(Osnabriick 2021-2023)) ergibt sich

1 1 1
i - y

et L=p™ 1-p

(o) ()
= D W)

0<iy,..., 1), <00

0<21,..., 1, <00

= Z n-°.

neM(T)

g

Aus dieser Aussage ergibt sich sofort ein neuer Beweis dafiir, dass es unend-
lich viele Primzahlen gibt. Wenn es ndmlich nur endlich viele Primzahlen
giabe, so konnte man 7T als die endliche Menge aller Primzahlen ansetzen.
Es wire dann M(7T) = N. Fiir s = 1 stiinde dann links eine reelle Zahl,
und rechts wiirde die Summe iiber alle natiirlichen Kehrwerte stehen. Dies
ist aber die harmonische Reihe, und diese divergiert!

Satz 11.5. Es sei s eine kompleze Zahl mit Re (s) > 1. Dann gilt fir die
Riemannsche (-Funktion die Produktdarstellung

=1 1
C(s) = Zlg :Hl—p*S'

Beweis. Dies folgt aus Lemma 11.4, wenn man fiir 7' die Menge der ersten
k Primzahlen iiberhaupt ansetzt und dann k gegen unendlich laufen lasst.
Die Konvergenz der linken Seite, also die Wohldefiniertheit der {-Funktion,
sichert dabei auch die Konvergenz der rechten Seite. U
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Korollar 11.6. Das unendliche Produkt

I

pe]P’l_p

divergiert.

Beweis. Dies folgt aus Lemma 11.4 fiir s = 1. Man hat die Gleichheit

1 1
Hl— -1 = Z n’

peTy, p neM (Ty)

wobei T} die ersten k Primzahlen umfasse. Fiir £ — oo ergibt sich rechts die
harmonische Reihe, die nach Beispiel 9.3 (Analysis (Osnabriick 2021-2023))
divergiert. Also divergiert auch das Produkt links. U
Wir kénnen nun die oben formulierte Frage beantworten.
Satz 11.7. Die Reihe der Kehrwerte der Primzahlen, also

pEIP’

divergiert.

Beweis. Das Produkt [

rollar 11.6 und ist 1nsbesondere unbeschrankt. Daher ist auch der natiirliche
Logarithmus davon unbeschrénkt. Dieser ist

(i) -Ea() oo

i=1
Die Potenzreihenentwicklung des natiirlichen Logarithmus ist

e}

-1 T ,1 divergiert fiir k — oo aufgrund von Ko-

J
In(l—2) = — =
=
fir |z| < 1. Angewendet auf den vorstehenden Ausdruck ergibt das

k 00 —1N\g k k 00 —1\4

(pi )’ 1 (pi )
>(XU) -yl (nY)
i=1 \j=1 i=1 1 i=1 \j=2

Fiir die hinteren Summanden hat man die Abschatzungen

DS () - GV EG))-6)

wobei hinten die geometrische Reihe benutzt wurde. Damit ist insgesamt

(S (prtyi P9 1
SOSEESIED SF IR o

i=1 \j=2 i=1 % neN,
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Da die Summe der reziproken Quadrate nach Beispiel 9.12 (Analysis (Osna-
briick 2021-2023)) konvergiert, ist diese Gesamtsumme beschrankt. Daher ist

die Summe Zle }% unbeschréankt, was die Behauptung ist. O

Bemerkung 11.8. Ein Primzahlzwilling ist ein Paar bestehend aus p und
p + 2, wobei diese beiden Zahlen Primzahlen sind. Die ersten Beispiele sind

(3,5), (5,7), (11,13), (17,19), (29,31), ... .

Es ist ein offenes Problem der Zahlentheorie, ob es unendlich viele Primzahl-
zwillinge gibt (was aber stark vermutet wird). Dagegen ist bekannt, dass die
zugehorige Reihe, also

>,

p,p+-2€P p

konvergiert. In diesem Sinne gibt es also, verglichen mit der Gesamtzahl der
Primzahlen, wenige Primzahlzwillinge.

Bemerkung 11.9. Die Frage, ob es unendlich viele Primzahlzwillinge gibt,
besitzt verschiedene schwichere Varianten. Man kann sich zum Beispiel fra-
gen, ob es unendlich oft vorkommt, dass es in einem Zehnerintervall zwei
Primzahlen gibt, oder dass es in einem Hunderterintervall zwei Primzahlen
gibt, und so weiter. Die ersten Primzahlen vermitteln dabei ein Bild, dass
Primzahlen ziemlich haufig sind. Sie werden aber zunehmend seltener, sodass
es fiir hohe Hunderterintervalle, sagen wir fiir die Zahlen von

1000000000000000 bis 1000000000000100

ziemlich unwahrscheinlich ist, eine Primzahl zu enthalten, geschweige denn
zwei Primzahlen. Bis vor 2013 war es nicht bekannt, ob es iiberhaupt eine
Zahl m mit der Eigenschaft gibt, dass es unendlich viele Intervalle der Lénge
m gibt, die zwei Primzahlen enthalten ( m = 2 wire die positive Losung des
Primzahlzwillingsproblems). Im Jahr 2013 bewies Zhang Yitang, dass man
m = 70000000 nehmen kann, dass es also unendlich viele Intervalle der Form

[k, k -+ 70000000]

gibt, in denen zwei Primzahlen liegen. Dieses Resultat ist ein Durchbruch
in der Primzahlzwillingforschung, da es erstmals zeigt, dass sich Primzahlen
unendlich oft ,ziemlich nahe* kommen. Zwischenzeitlich wurde die Schranke
von 70000000 auf 252 gesenkt, siehe http://arxiv.org/pdf/1402.4849v2.pdf.

DIiE FUNKTION 7(x)

Es gehort zu den schwierigsten Fragen der Zahlentheorie und der Mathematik
iiberhaupt, die Verteilung der Primzahlen zu verstehen. Viele offene Fragen
und Vermutungen beziehen sich auf Teilaspekte dieses Problems.
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Einfachere Fragestellungen, die bereits die Schwierigkeit im Allgemeinen
erahnen lassen, sind etwa: gibt es mehr Primzahlen unterhalb von n als zwi-
schen n und n?? Gibt es stets eine Primzahl zwischen n und 2n? Gibt es stets
eine Primzahl zwischen n? und (n + 1)2?

Es ist hilfreich, die folgende Funktion einzufiihren, die Primzahlfunktion ge-
nannt wird.

Definition 11.10. Die fiir x € R definierte Funktion

x+— m(x) == # ({p < x| p Primzahl})

heif3t Primzahlfunktion.

1
[ TR A Y R

Charles-Jean de La Vallée Poussin (1866 Lowen - 1962 Briissel)
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ﬂ/ﬁbﬂm;ﬂﬁf?

Jacques Salomon Hadamard (1865 Versailles - 1963 Paris)

Bemerkung 11.11. Die Primzahlfunktion z&hlt also, wie viele Primzahlen
es unterhalb einer gewissen Schranke gibt. Sie nimmt offenbar nur natiirliche
Zahlen als Werte an und sie ist eine monton wachsende Treppenfunktion. Sie
hat genau an den Primzahlen eine Sprungstelle. Die Frage nach der Vertei-
lung von Primzahlen ist gleichbedeutend dazu, gute Approximationen bzw.
Abschitzungen fiir sie durch andere, besser verstandene (analytische) Funk-
tionen zu finden.

Ein Hauptresultat der analytischen Zahlentheorie ist der sogenannte Prim-
zahlsatz von Hadamard und de la Vallée Pousin von 1896. Es besagt grob ge-
sprochen, dass sich die Primzahlfunktion 7(x) in etwa so verhélt wie z/ In(x),
also dass der Quotient der beiden Funktionen gegen 1 konvergiert. Hier tritt
der natiirliche Logarithmus (zur Basis e) auf.

Satz 11.12. Es gilt die asymptotische Abschdtzung

T
m(w) ~ In(z)
Das heifst
lim T8 gy T
T—00 —F— T—00 €T

In(z)

Beweis. Dies ist ein Satz der analytischen Zahlentheorie, den wir hier nicht
beweisen. 0
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xxxxx

Den Primzahlsatz kann man auch so verstehen, dass die Wahrscheinlichkeit,
dass eine Zahl in der Groflenordnung x eine Primzahl ist, gleich ﬁ ist. In
der Tat ist sogar das Integral dazu, also der sogenannte Integrallogarithmus
Li(z) = [, odt, eine bessere Approximation fiir 7(z) als #/Inz. Fiir 2 =
1000000 ist m(x) = 78498, Li(z) = 78628 und = = 72382 (die beiden

letzten Werte gerundet).

Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859)

Wir erwdhnen abschliefend ohne Beweis noch den Satz von Dirichlet. Ein-
zelne Spezialfillle werden in den Aufgaben besprochen.

Satz 11.13. Es sein eine natirliche Zahl und a eine zu n teilerfremde Zahl.
Dann gibt es unendlich viele Primzahlen, die modulo n den Rest a haben.

Beweis. Dies ist ein Satz der analytischen Zahlentheorie, den wir im Rahmen
dieser Vorlesung nicht beweisen kénnen. O
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Generationeniibergreifend forschen. Hier Paul Erd6s und Terence Tao.
Der folgende Satz wurde 2004 von Ben Green und Terence Tao bewiesen.

Satz 11.14. Zu jedem k gibt es arithmetische Progressionen der Linge k,
die nur aus Primzahlen bestehen.

Beweis. Dies konnen wir hier nicht beweisen. O

Eine arithmetische Progression innerhalb der Primzahlen der Linge 7 ist
7,157,307,457,607, 757,907 .

Die derzeit langste bekannte arithmetische Progression besitzt 27 Glieder,
namlich

224584605939537911 4 81292139 - 223092870 - n, fiir n =0,...,26.

11. ARBEITSBLATT
UBUNGSAUFGABEN

Aufgabe 11.1. Finde die kleinste Zahl N der Form N = p;-py-...-p.+1,
die keine Primzahl ist, wobei pq, ps, ..., p, die ersten r Primzahlen sind.

Aufgabe 11.2. Berechne den Ausdruck
n®+n+41

fir n = 0,1,2,.... Handelt es sich dabei um Primzahlen?

Aufgabe 11.3. Es sei K ein Korper und sei K [X] der Polynomring iiber K.
Zeige, dass es unendlich viele normierte irreduzible Polynome in K[X] gibt.
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Aufgabe 11.4. Zeige, dass die Reihe

1
n=1 ne
fiir reelles s < 1 divergiert.
Aufgabe 11.5. Zeige, dass die Reihe
= 1
nS
n=1

fiir eine komplexe Zahl s mit Re (s) > 1 absolut konvergiert.

Aufgabe 11.6. Berechne den Wert der Reihe

1
> i

neM({3,5,7})

Fiir die folgende Aufgabe ist Aufgabe 7.36 (Analysis (Osnabriick 2021-2023))
hilfreich.

Aufgabe 11.7. Es sei (fy), oy die Folge der Fibonacci-Zahlen. Zeige, dass
die Reihe der Kehrwerte )
2T

neNL
konvergiert.

Aufgabe 11.8. Zeige, dass das uneigentliche Integral
|
9 xlnx

Welche Beziehung besteht zwischen der vorstehenden Aufgabe und Satz 11.77

divergiert.

Aufgabe 11.9. Zeige, dass es aufler 3,5,7 kein weiteres Zahlentripel der
Form p,p + 2, p + 4 gibt, in dem alle drei Zahlen Primzahlen sind.

Aufgabe 11.10. Zeige, dass es eine gerade Zahl g, 2 < g < 252, mit der
Eigenschaft gibt, dass es unendlich viele Primzahlen p derart gibt, dass auch
p + g eine Primzahl ist.
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Aufgabe 11.11. Zeige, dass es unendlich viele Primzahlen gibt, die modulo
4 den Rest 1 besitzen.

Aufgabe 11.12. Zeige unter Verwendung des Satzes von Dirichlet, dass eine
Primzahl ¢ modulo unendlich vieler Primzahlen p ein quadratischer Rest ist,
aber auch modulo unendlich vieler Primzahlen ein nichtquadratischer Rest.

Aufgabe 11.13. Finde neben
1=1"<25=5 <49 =7
weitere teilerfremde Quadratzahlen
a®> < b < ¢ < 1000
mit
A —b = b —d

Es gibt innerhalb der Quadratzahlen keine arithmetische Progression der
Lénge 4.

Aufgabe 11.14. Zeige, dass es keine unendlich lange arithmetische Progres-
sion gibt, die nur aus Primzahlen besteht.

Aufgabe 11.15. Man gebe ein Beispiel fiir eine Teilmenge T" C N, derart,
dass die Reihe ) . % konvergiert, und dass es in 1" arithmetische Progres-
sionen beliebiger Liange gibt.

AUFGABEN ZUM ABGEBEN

Aufgabe 11.16. (3 Punkte)

Zeige, dass es unendlich viele Primzahlen gibt, die modulo 4 den Rest 3
besitzen.

Aufgabe 11.17. (6 Punkte)

Von wie vielen Zahlen ist ,,durchschnittlich® die Zahl 7 der kleinste Prim-
teiler? Erldutere dabei, warum diese Frage durchaus einen Sinn macht. Be-
schreibe alle Zahlen, deren kleinster Primteiler 7 ist (begriinde!).

Beantworte die entsprechenden Fragen fiir eine beliebige Primzahl. Bis zu
welcher Primzahl p muss man gehen, damit durchschnittlich mindestens 80%
(oder 85% oder 90%) aller Zahlen einen Primteiler < p besitzen.
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Aufgabe 11.18. (3 Punkte)

Bestimme die kleinste Primzahl p, derart, dass

1 I IS . T .
1—p;? pi—1 pp—1 p—17

=1

ist.

Aufgabe 11.19. (3 Punkte)
Es sei a > 1 eine reelle Zahl. Zeige, dass die Anzahl
m(ax) — 7(z)

unbeschrankt ist.

Aufgabe 11.20. (3 Punkte)

Berechne das unendliche Produkt

M

1 —
pEP, p>7 p

12. VORLESUNG - PRIMZAHLEN UND IHRE VERTEILUNG II

DIE ABSCHATZUNGEN VON T'SCHEBYSCHOW

Pafnuti Lwowitsch Tschebyschow (1821-1894 Petersburg)
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Wir wollen in diesem Abschnitt die Abschitzungen von Tschebyschow be-

weisen, die die Anzahl der Primzahlen unterhalb einer gewissen Zahl sowohl

nach oben als auch nach unten abschétzen. Es geht um Abschéatzungen der
Form . .

— < < (C—.

clnx < m2) < Clnm

mit geeigneten Konstanten ¢ und C'. Diese stellen eine Vorstufe zum Prim-
zahlsatz von Hadamard und de la Vallée Pousin dar. Thr Beweis bendttigt
einige Vorbereitungen.

Definition 12.1. Die erste Tschebyschow-Funktion ¥(z) ist durch
I(w) = Y In(p)
p<z,p prim
gegeben.
Lemma 12.2. Die Tschebyschow-Funktion d(z) = > p . In(p) geniigt

der Abschdtzung
Y(z) < (41n(2))x.

Beweis. Der Binomialkoeffizient
2n\  (2n)-@2n—1)---(n+2)-(n+1)
(n)— n-(n—1)---2-1
wird von allen Primzahlen p mit n < p < 2n geteilt, da diese den Zihler,

aber nicht den Nenner teilen. Aus der allgemeinen binomischen Formel ergibt
sich die Abschétzung

?”:(1+n%:=§§<2v:>(i§.

k=0

Diese beiden Beobachtungen ergeben zusammen die Abschitzung
22 > H D.
n<p<2n, peP

Wir wenden auf diese Abschédtzung den natiirlichen Logarithmus an und
erhalten

2nIn(2) > Z In(p) = 9(2n) — JI(n).

n<p<2n,peP
Geschicktes Aufsummieren ergibt dann
9(27) = 0(1) = (9(2) —9(1)) + ((4) = 9(2)) + - + (9(2) = 9(2"7))
< 2In(2) +4In2) +---+2-2" " 1n(2)

ZEEQQVm@
= 521;)1(2)(1+2+4+...+2r—1)
— 2In(2)(2" - 1)
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Insbesondere erhilt man fiir Zahlen x mit 2"~! < z < 2" die Abschiitzung
I(z) < 9(27) < (277 =2)In(2) < 2" In(2) = (4In(2))2"! < (4In(2))-x.
O

In der folgenden Aussage, die Legendres Identitdt heif3t, bezeichnen wir den
p-Exponenten mit v,.

Lemma 12.3. Fiir eine Primzahl p und eine natirliche Zahl n ist

y(nl) L%J s LQEJ ; L%J L

Beweis. Hierzu muss man einfach zdhlen, wie viele der Zahlen zwischen 1
und n Vielfache von p, wie viele Vielfache von p? etc. sind. Das ergibt genau
die Summe rechts. U

Wir kommen nun zu den Abschdtzungen von Tschebyschow.

Satz 12.4. Es gibt Konstanten C' > ¢ > 0 derart, dass die Primzahlfunktion
7(x) fir alle x den Abschitzungen
x x

‘W =" =

genugt.

Beweis. Wir betrachten zuerst die Abschitzung nach oben. Fiir \/x < p gilt
In(z)/2 < In(p) und somit 2In(p)/In(x) > 1. Ferner gilt die Abschitzung
2y/x > In(z) und somit

VvV = z/Vr < 2z/In(x).

Aus diesen beiden Voriiberlegungen und aus Lemma 12.2 folgt dann die
Abschétzung

m(z) = w(Vr)+ (7(z) - 7(V1))
< Vi+o Y1
Vz<p<z,peP
) \/E—i_ﬁ \F<§ ePln(p)
< Vit ﬁ%’)
< \/E—i-hjm)(élln@))x

< (2+8In(2)) lnfx) .

Die Abschitzung ist also mit C' = 2 4 81n(2) erfiillt.
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Wir betrachten nun die Abschidtzung nach unten. Nach Legendres Identitét

G -
TR R E)
=[5 25))

Die Summe lduft hierbei bis zum maximalen k mit p* < 2n, also bis k =

[log,(2n)] = VEI((?;))J . Da die einzelnen Summanden der letzten Summe nur

0 oder 1 sein koénnen, folgt,

2n In(2n)
Vp < .
n n(p)
Durch Betrachten aller Primzahlen ergibt sich daraus die Abschéatzung

on ln(2n)J
< In(p) .
(o) = I ot

p<2n,p prim

Andererseits ist

2" <

2n2n — 1 n+1 (Qn)

n n—1 1 n

Wir wenden den Logarithmus auf die zusammengesetzte Abschidtzung an und

erhalten
nin2) < 3" rn@”)J In(p).

=, L In(p)

Fir p > v2n ist In(p) > @ und damit LI?IE(QI?))J = 1. Wir verwenden dies

in der folgenden Aufspaltung und erhalten

In(2n In(2n
nln(2) < ;ﬁ { 1n<(p))J In(p) + ﬁ;@ { hl((p))J In(p)
< Z In(2n) + Z In(p)

p<v2n V2n<p<2n
< V2nln(2n) 4+ 9(2n).

Dies ergibt die Abschétzung

¥(2n) > n(ln(?) - M)

n
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Der Bruch rechts ist beschréankt (und konvergiert gegen 0). Man erhélt also
eine positive Konstante M mit J(2n) > Mn fir n hinreichend grof8. Fiir x
zwischen 2n und 2n + 2 hat man

-2
I(z) > 9(2n) > Mn > M2 —

und dies ist wiederum > Nz fiir eine geeignete positive Schranke N (und
fiir z hinreichend grof}). Dann gibt es aber auch eine positive Schranke ¢ mit
Y(z) > cx fir alle z > 2. Aus

cx < Y(x) = Zln(p) < 7(x)In(z)

p<z
folgt nun cﬁ < 7(x) wie behauptet. O
Korollar 12.5. Es ist
im T _
r—o00 I

Beweis. Nach der Abschétzung von Tschebyschow nach oben gilt
m(x) < 1 ‘
x — In(x)
Da der Logarithmus gegen unendlich strebt, geht der Kehrwert gegen 0, was
die Behauptung impliziert. O

Die Aussage dieses Korollars bedeutet, dass die Wahrscheinlichkeit, dass ei-
ne zufillig aus dem Intervall [1, x| gewihlte natiirliche Zahl prim ist, bei x
hinreichend grof3 beliebig klein ist.

Satz 12.6. Fs gibt eine reelle Zahl D > 1 derart, dass es fiir jede natiirliche
Zahln > 1 zuischen n + 1 und Dn stets eine Primzahl gibt.

Beweis. In Lemma 12.2 und im Beweis zur Abschéitzung von Tschebyschow
nach unten haben wir gesehen, dass es reelle positive Konstanten b und B
mit
br < J(x) < Bz
gibt. Mit D = B/b gilt dann
J(Dz) > bDx = Bx > 9J(x).

Daher liegt zwischen z und Dz mindestens eine Primzahl. U
In diesem Satz kann man sogar D = 2 erreichen. Dies war von Joseph Bert-

rand vermutet worden und wurde von Tschebyschow bewiesen. Man spricht
vom Bertrandschen Postulat.
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Joseph Bertrand (1822-1900 Paris)

Satz 12.7. Fiir jede positive natiirliche Zahln gibt es eine Primzahl zwischen
n+ 1 und 2n.

Beweis. Dies werden wir hier nicht beweisen. Die Aussage ist aber prinzipiell
mit den in diesem Abschnitt verwendeten Methoden beweisbar. Ol

Ein offenes Problem ist hingegen die Vermutung von Legendre, die besagt,
dass es zwischen zwei aufeinanderfolgenden Quadratzahlen, also zwischen n?
und (n + 1)? stets eine Primzahl gibt.

12. ARBEITSBLATT

UBUNGSAUFGABEN
Aufgabe 12.1. Zeige, dass fiir jedes € R die Abschéitzungen

0 < |2z]—-2]z] <1
gelten.

Aufgabe 12.2. Bestimme die Anzahl der hinteren Nullen in der Dezimal-
entwicklung von 100!.

Aufgabe 12.3. Bestimme die Primfaktorzerlegung von 10!.
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Aufgabe 12.4. Bestimme die Primfaktorzerlegung von
20
10/

Aufgabe 12.5. Zeige mit Hilfe des Bertrandschen Postulats, dass fiir jedes
n > 2 der Binomialkoeffizient
2n
()

einen Primfaktor grofler als n besitzt.
Aufgabe 12.6. Zeige, dass fiir n > 2 die Fakultit n! keine Quadratzahl ist.

Aufgabe 12.7. Es sei n € N,. Zeige, dass das Produkt von n aufeinander-
folgenden natiirlichen Zahlen von n! geteilt wird.

Zur Erinnerung.

Aufgabe 12.8. Zeige, dass die Logarithmen zur Basis b die folgenden Re-
chenregeln erfiillen.

(1) Es ist log, (b*) = 2 und 0'°&® = g das heifit der Logarithmus zur
Basis b ist die Umkehrfunktion zur Exponentialfunktion zur Basis b.

(2) Es gilt log,(y - z) = log,y + log, =.

(3) Es gilt log, y* = u-log,y fiir u € R.

(4) Es gilt

log,y = log, (blogby) = log, y - log, b.

Aufgabe 12.9. Es sei ¢(n) die Eulersche Funktion. Zeige, dass die Folge
2 € N, sowohl in 1 als auch in 5 einen Haufungspunkt besitzt.

n b
AUFGABEN ZUM ABGEBEN

Aufgabe 12.10. (4 Punkte)

Es sei ¢(n) die Eulersche Funktion. Zeige, dass die Folge @, n € N, sowohl
in 1 als auch in 0 einen Haufungspunkt besitzt.
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Aufgabe 12.11. (5 Punkte)
Beweise Korollar 12.5, also die Aussage, dass
m(x)

lim —= =0
T—00 X

ist, mit Hilfe von Korollar 11.6 iiber die Riemannsche (-Funktion.

Aufgabe 12.12. (4 Punkte)

Bestimme anhand des Beweises der Abschitzungen von Tschebyschow einen

expliziten Wert fiir ¢ mit m(z) > -

Aufgabe 12.13. (4 Punkte)

Zeige unter Verwendung der Abschitzungen von Tschebyschow, dass es (zu-
mindest fiir # hinreichend grofl) mehr Primzahlen zwischen z und 2? als
zwischen 1 und x gibt.

13. VORLESUNG - SPEZIELLE PRIMZAHLEN I

MERSENNE-PRIMZAHLEN

Marin Mersenne (1588-1648)

Definition 13.1. Eine Primzahl der Form 2" — 1 heifit Mersennesche Prim-
zahl.
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Generell nennt man die Zahl M, = 2" — 1 die n-te Mersenne-Zahl. Mit die-
ser Bezeichnung sind die Mersenne-Primzahlen genau diejenigen Mersenne-
Zahlen, die Primzahlen sind. Eine Mersenne-Zahl besitzt im Zweiersystem
die Ziffernentwicklung 11111...1111. Das ist auch die Anzahl der Spiele in
einem im K.-0.-System ausgetragenen Pokalwettbewerb mit 2" Mannschaf-
ten.

Lemma 13.2. [st 2" — 1 eine Primzahl, so ist auch n eine Primzahl.

Beweis. Es sei eine Darstellung n = ab mit natiirlichen Zahlen a, b gegeben.
Wir setzen in der polynomialen Identitét

Xl = (X)X X X D

X = 2%und k = b ein und erhalten, dass 2 — 1|2" — 1. Da 2" — 1 als prim
vorausgesetzt wurde, folgt 2 —1 = 1 oder 2 —1 = 2" —1, also a = 1 oder
a = n. U

Bemerkung 13.3. Die Mersenne-Zahl M, = 2" — 1 hat im Dualsystem
eine Entwicklung, die aus genau n Einsen besteht. Die ersten Mersenne-
Primzahlen sind

22 -1=322-1=7,22-1=31,2"-1=127.

Die Zahl 2! — 1 = 2047 = 23 -89 ist die erste Mersenne-Zahl, wo der
Exponent zwar prim ist, die aber selbst keine Mersenne-Primzahl ist. Dies
wurde 1536 von Hudalrichus Regius (Walter Hermann Ryff) gezeigt. Der
nichste Kandidat, ndmlich 23 —1 = 8191, ist wieder prim. Bis ca. 1950 war
bekannt, dass fiir die Exponenten

2,3,5,7,13,17,19,31,61,89, 107 und 127

Mersenne-Primzahlen vorliegen, und keine weiteren unterhalb des Exponen-
ten 258. Von verschiedenen Leuten, unter anderem von Cataldi und Mersenne
selbst, wurden falsche Behauptungen aufgestellt. Ab ca. 1950 kamen Compu-
ter zum Bestimmen von Mersenne-Primzahlen zum Einsatz, und es wurden
bisher insgesamt 52 Mersenne-Primzahlen gefunden. Die grofite ist

9136279841 _ 1

Es ist unbekannt, ob es unendlich viele Mersenne-Primzahlen gibt.

Alle groBiten bekannten Primzahlen sind Mersenne-Zahlen. Das liegt daran,
dass es fiir diese Zahlen einen vergleichsweise einfachen Primzahltest gibt,
nédmlich den Lucas-Lehmer-Test. Mit diesem Test wird etwa alle zwei Jahre
eine neue groffte Primzahl gefunden. Fiir eine Rekordliste sieche Mersenne-
Primzahlen.

Mersenne-Zahlen stehen in direktem Verhaltnis zu den vollkommenen Zahlen.
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VOLLKOMMENE ZAHLEN

Definition 13.4. Eine natiirliche Zahl n heifit vollkommen, wenn sie mit der
Summe all ihrer von n verschiedenen Teiler iibereinstimmdt.

Bereits Euklid stellte fest, dass die ersten vier vollkommenen Zahlen sich als
2k=1(2k _ 1)

darstellen lassen:

eFir k=2:21(22-1)=6=1+2+3

oFiir k=3:22(22-1)=28=1+2+4+7+14

oFiir k =5:2%2°-1)=496=1+2+4+8+ 16 + 31 + 62 + 124 + 248

oFiir k=7:25(2"—1)=8128=1+2+4+8+ 16+ 32+ 64 + 127 + 254 +
508 + 1016 + 2032 + 4064.

Euklid bewies, dass 2¥~1(2¥ —1) immer dann eine vollkommene Zahl ist, wenn
2% — 1 eine Primzahl, also eine Mersenne-Primzahl ist. Euler bewies, dass
auf diese Weise alle geraden vollkommenen Zahlen erzeugt werden konnen.
Bevor wir diesen Satz von Euklid-Euler beweisen, brauchen wir eine kleine
Voriiberlegung.

Definition 13.5. Zu einer natiirlichen Zahl n bezeichnet man die Summe
aller natiirlichen Teiler von n als o(n), also

o(n) = Y t.

tin

Eine vollkommene Zahl kann man also dadurch charakterisieren, dass o(n) =
2n 1st.

Lemma 13.6. Zu zwei natiirlichen teilerfremden Zahlen n und m gilt

o(nm) = o(n)o(m).

Beweis. Bei zwei teilerfremden Zahlen n und m hat jeder positive Teiler ¢
des Produkts nm die eindeutige Form ¢ = ab, wobei a ein Teiler von n und
b ein Teiler von m ist. Also gilt

o(nm) = Zt = Z ab = Za Zb = o(n)o(m).

timn alm und b|n aln blm

Damit konnen wir den Satz von Euklid-Euler beweisen.

Satz 13.7. Eine gerade Zahl n ist genau dann vollkommen, wenn n =
2k=1(2k — 1) st mit 28 — 1 prim.
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Beweis. Es sei zundchst n = 2’“*1(2’“ — 1) mit 2¥ — 1 prim. Dann sind die
von n verschiedenen Teiler von n durch

20i=0,....,k—1, und 2/(2" = 1),i=0,...,k — 2
gegeben. Daher ist ihre Summe gleich

k-1 k—2
v+ @) 2 =214 (2P-1)2 1) = 2P -1)2" ! =,
1=0 =0

also ist n vollkommen. Es sei umgekehrt n vollkommen. Wir setzen (in An-
lehnung an das Ziel) an

n = 281y

mit u ungerade und £ > 2, da ja n gerade ist. Fiir teilerfremde Zahlen ist
nach Lemma 13.6 die Teilersumme gleich dem Produkt der beiden Teiler-
summen. Daher ist einerseits

o(n) = o(2"'u) = (2" No(u) = (2" —1)a(w)

und andererseits wegen der Vollkommenheit o(n) = 2n = 2%u. Insgesamt
ergibt sich also (2’“ — 1)0(u) = 2Fy. Da 2% — 1 ungerade ist, gilt

o(u) = 2" und v = 2(2" - 1).

Die Annahme x > 1 fithrt schnell zum Widerspruch, da es dann zumindest
die drei verschiedenen Teiler 1, x, (2% — 1) von u gibt, was zu

ou) > (2"-1az+1+2 > 2%
fiihrt. Also ist = 1 und somit o(u) = 2¥ = u + 1. Die Teilersumme einer

Zahl u ist aber gleich u 4+ 1 nur dann, wenn eine Primzahl vorliegt. O

Es ist unbekannt, ob es unendlich viele vollkommene Zahlen gibt, da es ja
auch unbekannt ist, ob es unendlich viele Mersenne-Primzahlen gibt. Es ist
unbekannt, ob es iiberhaupt auch ungerade vollkommene Zahlen gibt.

BEFREUNDETE ZAHLEN

Definition 13.8. Zwel verschiedene natiirliche Zahlen m und n heiflen be-

freundet, wenn m gleich der Summe der echten Teiler von n ist und umge-
kehrt.

Das klassische Beispiel fiir ein befreundetes Zahlenpaar ist 220 und 284. Die
Summe der echten Teiler von 220 = 2-2-5-11 ist
1424+44+54+104+11+20+224+44455+ 110 = 284
und die Summe der echten Teiler von 284 = 2-2- 71 ist
1+2+4+714 142 = 220.
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Zwei verschiedene Zahlen sind genau dann befreundet, wenn
o(m) = m+n = o(n)

ist. Der folgende Satz erlaubt es, einige weitere befreundete Zahlenpaare zu
finden, aber keineswegs alle. Man spricht von der Regel von Thabit.

Satz 13.9. Es sei k > 2 eine natiirliche Zahl und seien a = 3 -2F1 — 1,
b=3-2"-1undc =9 2%"1 —1 allesamt Primzahlen. Dann sind

m = 2%ab und n = 2F¢
befreundet.

Beweis. Wir berechnen o(m), o(n) und m 4 n. Die Primzahlen a und b sind
teilerfremd und somit ist nach Lemma 13.6

o(m) = o(2%ab)
= (2% 0(a)o(b)
— (2k+1 . 1) . 9 . 22’671.

Weiter ist

on) = o(2%c)

a(28)o(c)
(25— 1)(1 + ¢)
= (M1 —1).9.2%1

Schliefilich ist

m+n = 2’“( b+c)

2M((3- 2" - )(3-2k—1)+9-22k—1—1)
(9 22k’ 1 _ 2k—1_3.2k+9.22k—1>
= 25(9-2°% —9.2" 1)

— 2k2k71 . 9(2k+1 . 1)

]
L] a=3-21-1 (b=3-2"—1] c=9.221_7 [m=2%ab| n=2"c|
2 5 11 71 220 284
3 11 23 287 = 7 - 41 (nicht prim)
4 23 47 1151 17296 18416
5 17 95 1607 = 17 - 271 (nicht prim)
6195 =519 (nicht prim) 191 18431 = 7 - 2633 (nicht prim)
7 191 383 73727 9363584 | 9437056

Das Paar 1184 und 1210 ist befreundet, aber nicht iiber die Regel von Thabit
erhéltlich.
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ZAHLENTHEORETISCHE FUNKTIONEN

Definition 13.10. Eine Funktion
Ny, —C

nennt man zahlentheoretische Funktion.

Eine zahlentheoretische Funktion ist also einfach eine komplexwertige Fol-
ge. Im zahlentheoretischen Kontext sind die beiden folgenden Definitionen
wichtig.
Definition 13.11. Eine zahlentheoretische Funktion
f: N+ — C

heifit multiplikativ, wenn fiir teilerfremde Zahlen m,n stets

f(mn) = f(m)f(n)
gilt.
An multiplikativen zahlentheoretischen Funktionen haben wir bisher die eu-

lersche p-Funktion, die Teileranzahlfunktion (sieche Aufgabe 3.31) und die
Teilersummenfunktion (siche Lemma 13.6) kennengelernt.

Definition 13.12. Zu zahlentheoretischen Funktionen f,g: N, — C heifit

die durch .
(frg)n) == > f(@d)g(%)

d teilt n
definierte Funktion die Faltung von f und g.

Diese Summe kann man auch in der Form

> fld)gle)

n=de
schreiben. Summiert wird nur iiber die positiven Teilerpaare, was bei dieser
Schreibweise iibersehen werden konnte.

Lemma 13.13. Zu multiplikativen  zahlentheoretischen — Funktionen
frg: Ny — C ist auch die Faltung f x g multiplikativ.

Beweis. Es seien f, g multiplikativ und es seien m,n teilerfremde natiirliche
Zahlen. Zu einer Faktorzerlegung

de = mn
gibt es aufgrund der Teilerfremdheit eine eindeutige Aufspaltung d = ru
und e = sv mit r,u und s,v teilerfremd und mit rs = m und wv = n.

Dabher ist

(fxg)m-n) = > fld)g(e)

d-e=m-n
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= Y flrug(sv)

rS=m,uv=n

= ) f)f(w)g(s)g

TS=Mm, uv=n

-z )(x )

= (fxg)(m)-(f*g)(n),
also ist auch f * g multiplikativ. U

Definition 13.14. Die zahlentheoretische Funktion N, — C, die fiir 1 den
Wert 1 und sonst iiberall den Wert 0 besitzt, wird mit I bezeichnet. Sie heifit
die Faltungseinheit.

Definition 13.15. Die zahlentheoretische Funktion N, — C, die iiberall
den Wert 1 besitzt, wird mit U bezeichnet.

Definition 13.16. Die zahlentheoretische Funktion p: N, — C, die durch

(n) {O, falls in der Primfaktorzerlegung von n manche Primfaktoren mehrfach auftreten,
pn) =

(—1)*, falls n = p; - - - pp mit verschiedenen Primfaktoren .
gegeben ist, heifit Mobius-Funktion.

Lemma 13.17. Fir die Faltung von zahlentheoretischen Funktionen gelten
die folgenden Aussagen.

(1) Die Faltung ist eine kommutative und assoziative Verknipfung.
(2) Die Faltungseinheit I ist das neutrale Element der Verkipfung.
(3) Es ist

Usxp = 1.

Beweis. Siehe Aufgabe 13.11. O

13. ARBEITSBLATT

UBUNGSAUFGABEN

Aufgabe 13.1. Eine natiirliche Zahl n ist genau dann vollkommen, wenn
die Stammbruchsummenbedingung

1
>, o =1
d|n,d#1

gilt. Schreibe fiir einige vollkommene Zahlen die Stammbruchsumme hin.
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Aufgabe 13.2. Es sei n eine gerade vollkommene Zahl. Berechne die euler-
sche Funktion ¢(n).

In den folgenden Aufgaben werden einige Begriffe verwendet, die mit dem
Begrift der vollkommenen Zahl in Verbindung stehen.

Eine natiirliche Zahl n heifit defizient, wenn die Summe der Teiler kleiner als
2n ist.

Eine natiirliche Zahl n heifit abundant, wenn die Summe der Teiler grofier als
2n ist.

Eine natiirliche abundante Zahl heifit sonderbar, wenn sie nicht als eine Teil-
summe von ihren echten Teilern darstellbar ist.

Aufgabe 13.3. Zeige: eine Primzahlpotenz p" ist defizient.

Aufgabe 13.4. Es sei n > 6 ein Produkt von zwei verschiedenen Primzah-
len. Zeige, dass dann n defizient ist.

Aufgabe 13.5. Zeige ohne Verwendung der Regel von Thabit, dass die bei-
den Zahlen 220 und 284 befreundet sind.

Aufgabe 13.6. Zeige, dass fiir k¥ > 2 die beiden Zahlen ¢ = 3-2¢1 -1
und b = 3. 2% — 1 teilerfremd sind.

Aufgabe 13.7. Man gebe ein Beispiel fiir zwei nicht befreundete Zahlen m
und n mit

Aufgabe 13.8. Erginze die folgende Tabelle um weitere Zeilen.

[ a=3-2"T-1 [b=3-2—1] c=9-2% T 1] [m = 2%ab [ n = 2°c |
2 ) 11 71 220 284
3 11 23 287 = 7 - 41 (nicht prim)
4 23 47 1151 17296 18416
5 47 95 4607 = 17 - 271 (nicht prim)
6 || 95 =5-19 (nicht prim) 191 18431 = 7 - 2633 (nicht prim)
7 191 383 73727 9363584 | 9437056

Aufgabe 13.9. Zeige, dass die zahlentheoretische M&bius-Funktion multi-
plikativ ist.
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Aufgabe 13.10. Zeige, dass eine zahlentheoretische multiplikative Funktion
durch ihre Werte an Primzahlpotenzen festgelegt ist.

Aufgabe 13.11. Zeige, dass fiir die Faltung von zahlentheoretischen Funk-
tionen die folgenden Aussagen gelten.

(1) Die Faltung ist eine kommutative und assoziative Verkniipfung.
(2) Die Faltungseinheit [ ist das neutrale Element der Verkiipfung.
(3) Es ist

Usxp = 1.

Aufgabe 13.12. Zeige
UxU =T,

wobel T die Teileranzahlfunktion bezeichnet.

Aufgabe 13.13. Zeige, dass eine zahlentheoretische Funktion f: N, — C
genau dann invertierbar beziiglich der Faltung ist, wenn

1) #0
ist.

In den folgenden Aufgaben bezeichnet E: N, — C die Abbildung mit
E(n) = nfir allen € Ny.

Aufgabe 13.14. Zeige, dass zwischen der Mobius-Funktion p, der Identitat
FE und der eulerschen ¢-Funktion die Beziehung

pr b=
besteht.

Aufgabe 13.15. Zeige, dass zwischen den zahlentheoretischen Funktionen
U, E, o die Bezichung
UxE =0

besteht.

Aufgabe 13.16. Zeige, dass die Menge der zahlentheoretischen Funktionen
mit der komponentenweisen Addition und der Faltung einen kommutativen

Ring bildet.
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AUFGABEN ZUM ABGEBEN

Aufgabe 13.17. (3 Punkte)

Finde einen Primfaktor der folgenden drei Zahlen

233 1,29 — 1,28 41,

Aufgabe 13.18. (4 Punkte)

Es sei n eine gerade vollkommene Zahl, n # 6. Zeige, dass n die Summe von
aufeinanderfolgenden ungeraden Kubikzahlen ist.

Aufgabe 13.19. (3 Punkte)

Es sei n eine ungerade Zahl mit der Eigenschaft, dass in ihrer Primfaktor-
zerlegung nur zwei verschiedene Primfaktoren vorkommen. Zeige, dass dann
n defizient ist.

Aufgabe 13.20. (4 Punkte)

Finde eine ungerade abundante Zahl n.

Aufgabe 13.21. (3 Punkte)
Finde die kleinste sonderbare Zahl.

Aufgabe 13.22. (3 Punkte)
Zeige, dass der Quotient

unbeschrankt ist.
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14. VORLESUNG - SPEZIELLE PRIMZAHLEN II
FERMATSCHE PRIMZAHLEN
Definition 14.1. Eine Primzahl der Form 2° + 1, wobei s eine positive
natiirliche Zahl ist, heiit Fermatsche Primzahl.
Lemma 14.2. Bei einer Fermatschen Primzahl 2° 4+ 1 hat der Exponent die

Form s = 2" mit etnem r € N.

Beweis. Wir schreiben s = 2Fu mit u ungerade. Damit ist
02 11 = (22'“)u +1.
Fiir ungerades u gilt generell die polynomiale Identitéit (da —1 eine Nullstelle
ist)
Xi41l=X+)X"T=X"?4+ X" - +X*-X+1).
Also ist 22" 4+1 > 3 ein Teiler von 22°*+1. Da diese Zahl nach Voraussetzung

prim ist, miissen beide Zahlen gleich sein, und dies bedeutet u = 1. O

Eine Fermatsche Primzahl ist nach diesem Lemma also insbesondere eine
Fermat-Zahl im Sinne der folgenden Definition.

Definition 14.3. Eine Zahl der Form 22" + 1, wobei r eine natiirliche Zahl
ist, heiflit Fermat-Zahl.

Satz 14.4. FEin requldres n-Eck ist genau dann mit Zirkel und Lineal kon-
struierbar, wenn die Primfaktorzerlegung von n die Gestalt

no= 21 py
hat, wobei die p; verschiedene Fermatsche Primzahlen sind.

Beweis. Dieser Satz wird in einer Vorlesung iiber Korpertheorie bzw. Galois-
theorie bewiesen. O
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Konstruktion eines regulédren Fiinfecks mit Zirkel und Lineal

Es ist unbekannt, ob es unendlich viele Fermatsche Primzahlen gibt. Es ist
noch nicht mal bekannt, ob es aufler den ersten fiinf Fermat Zahlen

3,9,17,257,65537 ,

die alle prim sind, {iberhaupt weitere Fermat-Zahlen gibt, die prim sind.
Der folgende Satz hilft bei der Auffindung von Primteilern, da er die Suche
wesentlich einschréinkt.

Satz 14.5. Es sei F, = 2% + 1 eine Fermat-Zahl mit r > 2. Dann erfiillt
jeder Primfaktor p von F, die Bedingung

p=2"a+1

mit einem a € N,

Beweis. Es sei also p ein Primteiler von F, = 22" + 1. Dies bedeutet, dass in
Z/(p) die Gleichung

2% = —1
vorliegt. Nach quadrieren ist 22" = 1 und die Ordnung von 2 ist 2"*' (eine
kleinere Ordnung ist nicht moglich, da diese ein Teiler von 2"+! sein muss,
aber 22" # 1 ist). Diese Ordnung ist ein Teiler von p — 1, woraus folgt, dass
p = 1 mod 8 ist. Dies bedeutet nach dem zweiten Ergédnzungssatz zum
quadratischen Reziprozititsgesetz, dass 2 ein Quadratrest modulo p ist. Es
sei 22 = 2 mod p. Dann ist aber die Ordnung von x genau 2"2. Nach dem

Schluss von eben ist 272 ein Teiler von p — 1, was p = 2" 2a + 1 bedeutet.
O

Satz 14.6. Zwei verschiedene Fermatsche Zahlen F,, und F, sind teiler-
fremd.

Beweis. Es sei m > n. Dann ist

277L*7L

F,—-2=2"-1=(2)" -1

Hierbei ist 2™~ gerade, und daher ist F,, = 22" + 1 ein Teiler von dieser
Zahl. Das bedeutet, dass ein gemeinsamer Teiler von F},, und von F}, auch ein
Teiler von F,, — 2 ist, also ein Teiler von 2. Da alle Fermat-Zahlen ungerade
sind, bleibt nur 1 als gemeinsamer Teiler iibrig. U

Bemerkung 14.7. Aus Satz 14.6 folgt erneut, dass es unendlich viele Prim-
zahlen gibt. Jede Fermatzahl F, = 22" 4 1 hat mindestens einen Primfaktor
pr, und diese sind alle verschieden.
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SOPHIE-GERMAIN-PRIMZAHLEN

Definition 14.8. Eine Primzahl p mit der Eigenschaft, dass auch 2p+1 eine
Primzahl ist, heifit Sophie-Germain-Primzahl.

Beispiele sind (2,5), (3,7), (5,11), (11,23), (23,47), (29, 59), etc. Es ist un-
bekannt, ob es unendlich viele Sophie-Germain-Primzahlen gibt.

Wir kommen nochmal zuriick zu Mersenne-Zahlen und besprechen einige
Situation, wo man Aussagen iiber mogliche Primteiler machen kann.

Satz 14.9. Es seip eine Sophie-Germain-Primzahl, ¢ = 2p+1 und M, die
zugehdrige Mersenne-Zahl. Dann ist q ein Teiler von M, genau dann, wenn
g = +1 mod 8 ist.

Beweis. Es ist ¢ = 2p + 1 ein Teiler von M, = 27 — 1 genau dann, wenn
2P = 1in Z/(q) ist. Wegen
qg—1

p:T

ist dies nach dem Euler-Kriterium genau dann der Fall, wenn 2 ein Qua-

dratrest modulo ¢ ist. Dies ist nach dem zweiten Ergédnzungssatz genau bei
g = £1 mod 8 der Fall. O

Bemerkung 14.10. Ist p eine Sophie-Germain-Primzahl, die modulo 4 den
Rest 3 hat, soist ¢ = 2p+1 = —1 mod 8 und nach Satz 14.9 ist ¢ ein
Teiler von M,,. Bei p > 3 ist dies ein echter Teiler und M, ist nicht prim.

Firp = 3ist My = 22—1 = 7 = 2p+ 1. Fiir p = 11 ist ¢ = 23 prim und
es ist 23| My = 2047. Fiir p = 23 ist ¢ = 47 wieder prim und es folgt, dass
M3 ein Vielfaches von 47 ist.

Andere notwendige Bedingungen fiir Primteiler von Mersenne-Zahlen werden
im folgenden Satz ausgedriickt.

Satz 14.11. Es seip eine ungerade Primzahl und M, = 2P—1 die zugehdrige
Mersenne-Zahl. Ist q ein Primfaktor von M, so ist

g=1 mod2p und ¢ ==+1 mod 8.

Beweis. Es sei g ein Teiler von M, = 2P — 1. Dies bedeutet
2P =1 mod q.

Dann ist p die Ordnung von 2 in Z/(gq) und nach Lemma 4.6 ist p ein Teiler
von ¢ — 1. Dies bedeutet wiederum

g =1 mod p.
Da p und ¢ ungerade sind, folgt sogar ¢ = 1 mod 2p. Wenn x ein primitives

—1.
Element von Z/(q) ist, so ist 2 = 2’5 , da alle Elemente der Ordnung p sich
so schreiben lassen. Da dieser Exponent gerade ist, muss 2 ein Quadratrest
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sein, und der zweite Ergédnzungssatz liefert die Kongruenzbedingung modulo

8. U

PSEUDO-PRIMZAHLEN

Als Pseudo-Primzahlen bezeichnet man grob gesprochen solche Zahlen, die
zwar nicht prim sind, aber wesentliche Eigenschaften mit Primzahlen gemein-
sam haben.

Definition 14.12. Eine natiirliche Zahl n heif§t quasiprim zur Basis a, wenn
a" ' = 1 modulo n gilt.

Definition 14.13. Eine natiirliche Zahl n, die nicht prim ist, und die die
Eigenschaft besitzt, dass fiir jede zu n teilerfremde ganze Zahl a

a" ' =1 modn

gilt, heiflit Carmichael-Zahl.

Eine Carmichael-Zahl hat also die Eigenschaft, dass sie quasiprim zu jeder
zu n teilerfremden Basis a ist.

Satz 14.14. Eine natiirliche nicht-prime Zahl n > 3 st genau dann eine
Carmichael-Zahl, wenn jeder Primteiler p von n einfach ist und p — 1 die
Zahln — 1 teilt.

Beweis. Essein = pi'---p* die kanonische Primfaktorzerlegung. Nach dem
chinesischen Restsatz ist

(Z/(n))" = (Z/(P))" x - x (Z/ ()"
Es sei a = (ay,...,a;) eine zu n teilerfremde Zahl und sei vorausgesetzt,
dass n eine Carmichael-Zahl ist. Dann ist insbesondere

(a)"™ =1 mod p

fir jeden Index . Wahlt man fiir a; ein primitives Element in Z/(p]") (was
nach Satz 5.11 moglich ist; fiir p; = 2 ist nichts zu zeigen), so hat dies die
Ordnung (p; — 1)p;~'. Da n — 1 ein Vielfaches der Ordnung ist und da p;
und n — 1 teilerfremd sind, folgt, dass n — 1 ein Vielfaches von p — 1 ist. Bei
r; > 2 gibt es Elemente der Ordnung p; in (Z/(p;?))” (auch bei p = 2), und
es ergibt sich der Widerspruch p|(n — 1). Also sind alle Exponenten einfach.

Fiir die Umkehrung ist nach Voraussetzung r; = 1. Es sei wieder
a = (ar,...,ax)
eine Einheit. Dann ist

av o= (a?’l, e aZ’l)
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= 1
Also ist n eine Carmichael-Zahl. O
Beispiel 14.15. Die kleinste Carmichael-Zahl ist
561 = 3-11-17.
Dies folgt aus Satz 14.14, da 2, 10 und 16 Teiler von 560 sind.

Es ist inzwischen bekannt, dass es unendlich viele Carmichael-Zahlen gibt.

14. ARBEITSBLATT

UBUNGSAUFGABEN

Aufgabe 14.1. Bestimme fiir alle n < 30, ob das regelméflige n-FEck mit
Zirkel und Lineal konstruierbar ist oder nicht.

Aufgabe 14.2. Man gebe eine Liste aller natiirlichen Zahlen n zwischen
100 und 200 mit der Eigenschaft, dass das regelméflige n-Eck mit Zirkel und
Lineal konstruierbar ist.

Aufgabe 14.3. Welche der Winkel
1°,2°,3°,4°,...,10°

sind mit Zirkel und Lineal konstruierbar?

Aufgabe 14.4. Welche der Winkel
10°, 20°, 30°, 40°,...,350°

sind mit Zirkel und Lineal konstruierbar?

Aufgabe 14.5. Finde die kleinste Zahl n > 100 derart, dass zugleich das
regulére n-Eck mit Zirkel und Lineal konstruierbar ist und dass n eine Summe
von zwei Quadraten ist.

Aufgabe 14.6. (a) Zeige, dass die Endziffer einer Sophie-Germain-
Primzahl p im Zehnersystem nicht 7 sein kann.
(b) Zeige, dass die Zahlen 1,3,5,9 als Endziffer einer Sophie-Germain-
Primzahl auftreten kénnen.
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Aufgabe 14.7. Es sei p eine Sophie-Germain-Primzahl und ¢ = 2p+ 1. Es
sei a gegeben mit 2 < a < g — 2. Zeige, dass a genau dann eine primitive
Einheit modulo ¢ ist, wenn es kein Quadratrest modulo ¢ ist.

Aufgabe 14.8. Es sei p eine Sophie-Germain-Primzahl, ¢ = 2p + 1. Zeige,
dass ¢ ein Teiler von M, +2 = 2P 41 genau dann ist, wenn ¢ = £3 mod 8
ist.

Aufgabe 14.9. Zeige: Fiir eine Primzahl p ist die Mersennesche Zahl M,
quasiprim zur Basis 2.

Aufgabe 14.10. Zeige, dass 1105 und 1729 Carmichael-Zahlen sind.

Aufgabe 14.11. Es sei p eine Primzahl > 3 mit der Eigenschaft, dass auch
2p — 1 und 3p — 2 prim sind. Zeige, dass dann

n = p(2p—1)(3p—2)

eine Carmichael-Zahl ist.

AUFGABEN ZUM ABGEBEN

Aufgabe 14.12. (3 Punkte)

Beschreibe die Konstruktion mit Zirkel und Lineal eines regelméfliigen Fiinf-
ecks, wie sie in der folgenden Animation dargestellt ist.

Konstruktion eines regulédren Fiinfecks mit Zirkel und Lineal
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Aufgabe 14.13. (3 Punkte)

Es sei p eine Sophie-Germain-Primzahl. Zeige, dass 2 eine Primitivwurzel
modulo ¢ = 2p + 1 ist genau dann, wenn p = 1 mod 4 ist.

Aufgabe 14.14. (3 Punkte)

Es sei n eine Carmichael-Zahl. Zeige, dass n ungerade und mindestens drei
Primfaktoren besitzt.

Aufgabe 14.15. (3 Punkte)

Es sei n eine natiirliche Zahl. Zeige, dass das Potenzieren
Z/(n) — Z/(n), a — a",

genau dann die Identitédt ist, wenn n eine Primzahl, eine Carmichael-Zahl
oder gleich 1 ist.

15. VORLESUNG - QUOTIENTENKORPER UND KORPERERWEITERUNGEN

Bevor wir uns mit algebraischer Zahlentheorie, insbesondere mit quadrati-
schen Zahlbereichen, genauer beschéftigen konnen, brauchen wir einige neue
algebraische Begriffe. Zur Motivation betrachten wir das folgende kommuta-
tive Diagramm.

7Z — ZJj

) \:

Q — Qff

In der unteren Zeile stehen Korper, und zwar ist

Q < Qfi
eine endliche Korpererweiterung vom Grad 2 (dh. die Q-
Vektorraumdimension von Q[i] ist 2). Ferner ist Q der kleinste Korper, der
die ganzen Zahlen Z enthélt, und ebenso ist Q[i] der kleinste Korper, der

die GauBischen Zahlen Z[i] enthélt. Die GauBischen Zahlen sind, in einem zu
prézisierenden Sinne, die ,,ganzen Zahlen“ im Korper Q[i].

Dies ist nicht selbstversténdlich. Betrachten wir stattdessen die Koérpererwei-
terung Q C Q[v/—3] (ebenfalls vom Grad zwei), was ist dann der Ring der
ganzen Zahlen? Es liegt das Diagramm

Z — Z|V=3 — I
{ { {
Q — Q-3 = Q-3
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vor. Hierist w = ’”T\/?:l und Z[w] ist der Ring der Eisenstein-Zahlen, den wir
in der zweiten Vorlesung kennengelernt haben. Fiir die beiden Ringe Z[/—3]
und Z[w] ist Q[v/—3] der kleinste sie enthaltende Kérper. Auf den ersten
Blick wirkt vermutlich Z[/—3] natiirlicher. Andererseits ist der Ring der
Eisenstein-Zahlen euklidisch und damit faktoriell, hat also deutlich bessere
Eigenschaften, withrend nach Aufgabe 5.21 Z[/—3] nicht faktoriell ist.

Im Folgenden werden wir bestimmen, was fiir eine beliebige endliche
Korpererweiterung Q C L der ,richtige“ Ganzheitsring in L ist. Zuerst
prézisieren wir, was wir eben mit den Worten umschrieben haben, dass Q
der kleinste Korper ist, der Z enthélt.

DER QUOTIENTENKORPER

Definition 15.1. Zu einem Integritdtsbereich R ist der Quotientenkorper
Q(R) als die Menge der formalen Briiche

Q(R) = {£|r,s€R,37éO}

mit natiirlichen Identifizierungen und Operationen definiert.

Mit natiirlichen Identifikationen meinen wir die (Erweiterungs- bzw.
Kiirzungs)-Regel
T tr
s ts
(t # 0). Fiir die Operationen gelten
ro 1 ru—+ts

S u sU

(auf einen Hauptnenner bringen) und

rt_rt

s u  su
Mit diesen Operationen liegt in der Tat, wie man schnell {iberpriift, ein kom-
mutativer Ring vor. Und zwar handelt es sich um einen Koérper, denn fiir
jedes Element

r
— 40
S

ist f das Inverse.

Der Integritdtsbereich R findet sich in Q(R) iiber die Elemente © wieder.
Diese natiirliche Inklusion

R C Q(R)
ist ein Ringhomomorphismus. Das Element 7 = 7 hat bei r # 0 das Inverse
L. Zwischen R und Q(R) gibt es keinen weiteren Kérper. Ein solcher muss
néamlich zu r» # 0 das (eindeutig bestimmte) Inverse % enthalten und dann

aber auch alle Produkte 3% = 2.
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ALGEBRAISCHE ERWEITERUNGEN

Definition 15.2. Es seien R und A kommutative Ringe und sei R — A ein
fixierter Ringhomomorphismus. Dann nennt man A eine R-Algebra.

Wenn eine R-Algebra vorliegt, so nennt man den zugehorigen Ringho-
momorphismus auch den Strukturhomomorphismus. Das vielleicht wich-
tigste Beispiel einer R-Algebra ist der Polynomring R[X]. Ein R-
Algebrahomomorphismus von R[X] in eine weitere R-Algebra B ist durch
die Zuordnung X +— f gegeben, wobei f € B ein beliebiges fixiertes Ele-
ment ist. Diese Abbildung nennt man den Finsetzungshomomorphismus. Er
schickt ein Polynom 7"  r; X' mit r; € Rauf Y .  r;f" € B, wobei die r;
via dem Strukturhomomorphismus als Elemente in B aufgefasst werden.

Definition 15.3. Es sei K ein Korper und A eine K-Algebra. Essei f € A
ein Element. Dann heiflt f algebraisch iiber K, wenn es ein von 0 verschie-
denes Polynom P € K[X] mit P(f) = 0 gibt.

Wenn ein Polynom P # 0 das algebraische Element f € A annulliert (also
P(f) = 0ist), so kann man durch den Leitkoeffizienten dividieren und erhalt
dann auch ein normiertes annullierendes Polynom. Uber einem Kérper sind
also die Begriffe ganz (siehe Vorlesung 17) und algebraisch dquivalent.

Definition 15.4. Es sei K ein Korper und A eine K-Algebra. Essei f € A
ein {iber K algebraisches Element. Dann heifit das normierte Polynom P &
K[X] mit P(f) = 0, welches von minimalem Grad mit dieser Eigenschaft
ist, das Minimalpolynom von f.

Die iiber den rationalen Zahlen QQ algebraischen komplexen Zahlen erhalten
einen speziellen Namen.

Definition 15.5. Eine komplexe Zahl z heifit algebraisch oder algebraische
Zahl, wenn sie algebraisch iiber den rationalen Zahlen Q ist. Andernfalls heif3t
sie transzendent.
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Ferdinand von Lindemann (1852-1939)

Bemerkung 15.6. Eine komplexe Zahl z € C ist genau dann algebraisch,
wenn es ein von 0 verschiedenes Polynom P mit rationalen Koeffizienten und
mit P(z) = 0 gibt. Durch Multiplikation mit einem Hauptnenner kann man
fiir eine algebraische Zahl auch ein annullierendes Polynom mit ganzzahligen
Koeffizienten finden (das allerdings nicht mehr normiert ist). Eine rationale
Zahl q ist trivialerweise algebraisch, da sie Nullstelle des linearen rationalen
Polynoms X — ¢ ist. Weiterhin sind die reellen Zahlen /g und /" fir g €
Q algebraisch. Dagegen sind die Zahlen e und 7 nicht algebraisch. Diese
Aussagen sind keineswegs selbstverstéindlich, die Transzendenz von 7 wurde
beispielsweise von Ferdinand von Lindemann 1882 gezeigt.

Definition 15.7. Es sei L ein Korper und K C L ein Unterkérper von
L. Dann heifit L ein Erweiterungskérper (oder Oberkdrper) von K und die
Inklusion K C L heifit eine Kdrpererweiterung.

Eine K-Algebra A kann man stets in natiirlicher Weise als Vektorraum iiber
dem Korper K auffassen (ist K kein Korper, so ist eine K-Algebra ein K-
Modul.) Die Skalarmultiplikation wird dabei einfach tiber den Strukturho-
momorphismus erklart. Durch den Vektorraumbegriff hat man sofort die fol-
genden Begriffe zur Verfiigung.

Definition 15.8. Eine Korpererweiterung K C L heifit endlich, wenn L ein
endlichdimensionaler Vektorraum tiber X ist.

Definition 15.9. Es sei K C L eine endliche Korpererweiterung. Dann
nennt man die K-Vektorraumdimension von L den Grad der Korpererweite-
rung.

Ein Element f € L einer Korpererweiterung

K CL
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definiert durch Multiplikation eine K-lineare Abbildung
or: L — L, y— fy.
Uber diese Konstruktion werden Norm und Spur von f erklért.
Bemerkung 15.10. Zu einer linearen Abbildung
p:V—V

eines endlichdimensionalen K-Vektorraumes V in sich wird die Determinante
det (p) und die Spur S(p) wie folgt berechnet. Man wihlt eine K-Basis

v1,...,U, € V und repréisentiert die lineare Abbildung beziiglich dieser Basis
durch eine quadratische n x n-Matrix

A1 o A

)\n,l e )\n,n

mit \;; € K und rechnet dann die Determinante aus. Es folgt aus dem
Determinantenmultiplikationssatz, dass dies unabhéngig von der Wahl der
Basis ist. Die Spur ist durch

S(SO) = >\1,1 +)\2,2+ +)\n,n

gegeben, und dies ist nach Aufgabe 14.16 (Lineare Algebra (Osnabriick 2024-
2025)) ebenfalls unabhéngig von der Wahl der Basis.

Definition 15.11. Essei K C L eine endliche Korpererweiterung. Zu einem
Element f € L nennt man die Determinante der K-linearen Abbildung

e L — L, y— fy,
die Norm von f. Sie wird mit N(f) bezeichnet.

Definition 15.12. Essei K C L eine endliche Korpererweiterung. Zu einem
Element f € L nennt man die Spur der K-linearen Abbildung

My L—>L7y’—>fy7
die Spur von f. Sie wird mit Spur (f) bezeichnet.

Lemma 15.13. FEs sei K C L eine endliche Kdrpererweiterung. Dann hat
die Norm

N: L — K, f+—— N(f),
folgende FEigenschaften:
(1) Esist N(fg) = N(f)N(g).
(2) Fir f € K ist N(f) = f", wobein den Grad der Korpererweiterung

bezeichne.
(8) Es ist N(f) = 0 genau dann, wenn f = 0 ist.
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Beweis. (1) Dies folgt aus dem Determinantenmultiplikationssatz und aus
Lemma 8.2 (Kérper- und Galoistheorie (Osnabriick 2018-2019)).

(2) Zu einer beliebigen Basis von L wird die Multiplikation mit einen Element
f € K durch die Diagonalmatrix beschrieben, bei der jeder Diagonaleintrag
f ist. Die Determinante ist daher f” nach Lemma 16.4 (Lineare Algebra
(Osnabriick 2024-2025)).

(3) Die eine Richtung ist klar, sei also f # 0. Dann ist f eine Einheit in
L und daher ist die Multiplikation mit f eine bijektive K-lineare Abbildung
L — L, und deren Determinante ist # 0 nach Satz 16.11 (Lineare Algebra
(Osnabriick 2024-2025)). O

Lemma 15.14. Es sei K C L eine endliche Korpererweiterung vom Grad
n. Dann hat die Spur

S: L — K, f— S(f),
folgende Figenschaften:

(1) Die Spur ist K-linear, also S(f +g) = S(f) + S(g) und S(\f) =
AS(f) fir A € K.
(2) Fir f € K ist S(f) = nf.

Beweis. Dies folgt aus den Definitionen. O

Eine Korpererweiterung K C L heifit einfach, wenn sie von einem Element
f erzeugt wird. Das bedeutet, dass es auler L keinen Kérper zwischen K
und L gibt, der f enthélt. Das Element f nennt man dann auch ein primiti-
ves Element der Korpererweiterung. Ist K C L eine endliche und einfache
Koérpererweiterung, so ist

L = K|f] = K[X]/(P),
wobei P das Minimalpolynom von f ist.

Satz 15.15. Es sei K C L = K|f] eine einfache endliche Kérpererweite-
rung vom Grad n. Dann hat das Minimalpolynom P von f die Gestalt

P=X"—S(f)X" 4+ (=1)"N(f).
Beweis. Das Minimalpolynom und das charakteristische Polynom der durch
f definierten K-linearen Multiplikationsabbildung
e L — L, y— fy,

haben beide den Grad n. Nach dem Satz von Cayley-Hamilton annulliert das
charakteristische Polynom die lineare Abbildung und ist somit ein Vielfaches
des Minimalpolynoms, sodass sie iibereinstimmen. Diese lineare Abbildung
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(e sei beziiglich einer Basis vy, ..., v, von L durch die Matrix ()\ij)ij gegeben.
Dann ist das charakteristische Polynom gleich
X=Xy - =g
X,qu,LLf = det
A1 o X =

= X"+ a, 1 X" '+ -+ a1 X + ap.

Zum Koeffizienten a,_; leisten (in der Leibniz-Formel zur Berechnung der
Determinante) nur diejenigen Permutationen einen Beitrag, bei denen (n—1)-
mal die Variable X vorkommt, und das ist nur bei der identischen Permutati-
on (also der Diagonalen) der Fall. Multipliziert man die Diagonale distributiv
aus, so ergibt sich X" —3"" A\ ;X" 1+ ... sodass also a,—1 = —S(f) gilt.
Setzt man in der obigen Gleichung X = 0, so ergibt sich, dass a( die Deter-
minante der negierten Matrix ist, woraus ay = (—1)"N(f) folgt. g

Definition 15.16. Essei K C L eine endliche Korpererweiterung. Sie heifit
separabel, wenn fiir jedes Element z € L das Minimalpolynom separabel ist,
also in keinem Erweiterungskorper eine mehrfache Nullstelle besitzt.

In unserem Zusammenhang, wo wir uns fiir Kérpererweiterungen von Q in-
teressieren, also in Charakteristik 0 sind, ist eine Korpererweiterung stets
separabel (siche Aufgabe 15.33), und wir haben den folgenden Satz vom pri-
mitiven Element zur Verfiigung.

Satz 15.17. Es sei K C L eine endliche separable Korpererweiterung. Dann
wird L von einem Element erzeugt, d.h. es gibt ein f € L mit

L = K(f) = K[X]/(P)
mit einem irreduziblen (Minimal-)Polynom P € K[X].

Beweis. Dies ist ein wichtiges Standardresultat aus der Theorie der Korperer-
weiterungen.

g

15. ARBEITSBLATT

UBUNGSAUFGABEN

Aufgabe 15.1. Es sei R ein Integritédtsbereich und K ein Koérper mit R C
K. Zeige, dass dann auch Q(R) C K gilt.
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Aufgabe 15.2. Es sei R ein faktorieller Bereich mit Quotientenkérper
K = Q(R). Zeige, dass jedes Element f € K, f # 0, eine im Wesentli-
chen eindeutige Produktzerlegung

f=upi--py

mit einer Einheit © € R und ganzzahligen Exponenten r; besitzt.

Aufgabe 15.3. Es sei R ein faktorieller Bereich mit Quotientenkorper K =
Q(R). Essei a € K ein Element mit ™ € R fiir eine natiirliche Zahl n > 1.
Zeige, dass dann schon a zu R gehort.

Aufgabe 15.4. Betrachte die rationalen Zahlen (Q,+,0) als kommutative
Gruppe. Zeige, dass sie nicht endlich erzeugt ist.

Aufgabe 15.5. Betrachte die rationalen Zahlen (Q,+,0) als kommutative
Gruppe. Es sei G C Q eine endlich erzeugte Untergruppe. Zeige, dass G
zyklisch ist.

Aufgabe 15.6. Bestimme einen Erzeuger fiir die Untergruppe H C
(Q,+,0), die durch die rationalen Zahlen

8 5 7
77117 10
erzeugt wird.

Eine solche Untergruppe von Q nennt man auch ein gebrochenes Ideal.

Aufgabe 15.7. Bestimme einen Erzeuger fiir das gebrochene Ideal f C Q,
das durch die rationalen Zahlen

3
" 10

Y

| W
S| Ot

erzeugt wird.

Aufgabe 15.8. Es sei P die Menge der Primzahlen und
a: P— 7
eine Abbildung. Zeige, dass die Menge
Go = {q€ Q" |exp, (q) > a(p) fiir alle p} U {0}
eine Untergruppe von (Q, 0, +) ist.
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Aufgabe 15.9. Es sei
p: (Q0,4+) — (@\{0},1,)

ein Gruppenhomomorphismus. Zeige, dass ¢ trivial ist.

Aufgabe 15.10. Es sei
2 (@ \ {0}) 17 ) — (Q7 07 +)

ein Gruppenhomomorphismus. Zeige, dass ¢ nicht injektiv ist.

Aufgabe 15.11. Zeige, dass es einen surjektiven Gruppenhomomorphismus

'z (Q \ {0}7 L, ) — (QvOa +)
gibt.

Aufgabe 15.12. Zeige, dass 2'/° € R algebraisch iiber Q ist und bestimme
das Minimalpolynom davon.

Aufgabe 15.13. Zeige, dass es nur abzéhlbar viele algebraische Zahlen gibt.

Aufgabe 15.14. Es sei Q C L eine endliche Korpererweiterung. Zeige, dass
es einen (injektiven) Ringhomomorphismus L — C gibt.

Aufgabe 15.15. Es seien Q € K C C und Q C L C C zwei endliche
Korpererweiterungen von Q vom Grad d bzw. e. Es seien d und e teilerfremd.
Zeige, dass dann

KNL=0Q

1st.

Aufgabe 15.16. Berechne in

Z)(DX]/(X? +4X* + X +5)
das Produkt

(222 + 52 + 3) - (32> + 7 + 6)
(x bezeichne die Restklasse von X).

Aufgabe 15.17. Bestimme das Inverse von 222 + 3z — 1 im Korper
Q[X]/(X? —5) (x bezeichnet die Restklasse von X).
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Aufgabe 15.18. Essei K C L eine endliche Korpererweiterung. Zeige, dass
jedes Element f € L algebraisch iiber K ist.

Aufgabe 15.19. Es sei 2 = a+ bi € C, a,b € R, eine algebraische Zahl.
Zeige, dass auch die konjugiert-komplexe Zahl Zz = a — bi sowie der Real-
und der Imaginérteil von z algebraisch sind. Man bestimme den Grad der
Korpererweiterung

ANR C A.

Aufgabe 15.20. Bringe fiir die Korpererweiterung R C C die Konzepte
Norm und Spur mit dem Betrag und dem Realteil einer komplexen Zahl in
Verbindung.

Aufgabe 15.21. Wir betrachten die quadratische Korpererweiterung Q C
Q[v3] = L. Erstelle die Matrix der Multiplikationsabbildung zu —4 + 9v/3
beziiglich der Q-Basis 1, /3 von L.

Aufgabe 15.22. Erstelle die Multiplikationsmatrix zum Element 72%—4x+5
in der kubischen Korpererweiterung

Q C QIX]/(X*-6X>+5X —38).

Aufgabe 15.23. Essei K C L eine endliche Korpererweiterung. Zeige, dass
die Abbildung
L — Endg (L), f — uy,

ein injektiver Ringhomomorphismus ist.

Aufgabe 15.24. Berechne fiir das Element 2 + 4z + 522 in der Korperer-
weiterung

Q CQXJ/(X*-3X+1) =L
die Norm und die Spur.

Aufgabe 15.25. Bestimme fiir simtliche Elemente der Korpererweiterung
2/(2) C Z/(2)[X)/(X* + X +1)

die Multiplikationsmatrizen beziiglich der Basis 1,z sowie ihre Norm und
ihre Spur.
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Aufgabe 15.26. Bestimme fiir simtliche Elemente der Kérpererweiterung
Z/(3) € Z/(3)[X]/(X* - 2)

die Multiplikationsmatrizen beziiglich der Basis 1,2z sowie ihre Norm und
ihre Spur.

Aufgabe 15.27. Es sei K ein Korper und sei K[X] der Polynomring iiber
K. Essei FF € K[X]|und a € K. Zeige, dass a genau dann eine mehrfache
Nullstelle von F'ist, wenn F’(a) = 0 ist, wobei F” die formale Ableitung von
F' bezeichnet.

Aufgabe 15.28. Es sei K ein Korper und L = K(X) der Quotientenkdrper
des Polynomrings K[X]. Zeige, dass K C L eine einfache, aber keine endliche
Korpererweiterung ist.

AUFGABEN ZUM ABGEBEN

Aufgabe 15.29. (4 Punkte)

Es sei K ein Korper und A eine kommutative K-Algebra, die auflerdem ein
Integritatsbereich sei. Es sei f € A ein iiber K algebraisches Element. Es
sei P € K[X] ein normiertes Polynom mit P(f) = 0. Dann ist P das
Minimalpolynom von f genau dann, wenn es irreduzibel ist.

Aufgabe 15.30. (2 Punkte)

Erstelle die Multiplikationsmatrix zum Element 722+ 3x — 8 in der kubischen
Korpererweiterung

Q = QX]/(X?+9X* —2X +5).

Aufgabe 15.31. (3 Punkte)

Es sei K ein Korper und sei P = X™ —c¢ € K[X] ein irreduzibles Polynom.
Es sei

f= a1 X" " +a, X" P+ 4+ a1 X + ag
ein Element in der einfachen endlichen Korpererweiterung K C L =
K[X]/(P) vom Grad n. Zeige, dass die Spur von f gleich nay ist.

In der folgenden Aufgabe werden verschiedene dquivalente Bedingungen an
ein Polynom gestellt, die man alle als Definition eines separablen Polynoms
nehmen kann. Man darf verwenden, dass es zu jedem Korper einen FEr-
weiterungskorper gibt, in dem ein vorgegebenes Polynom in Linearfaktoren
zerfillt.
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Aufgabe 15.32. (4 Punkte)

Es sei K ein Korper und sei F' € K[X] ein Polynom vom Grad n. Zeige,
dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(1) F und die (formale) Ableitung F” sind teilerfremd.

(2) F und die (formale) Ableitung F” erzeugen das Einheitsideal.

(3) F besitzt in keinem Erweiterungskorper K C L mehrfache Nullstel-
len.

(4) Es gibt einen Erweiterungskorper K C L derart, dass F' als Polynom
in L[X] in n verschiedene Linearfaktoren zerfillt.

Aufgabe 15.33. (3 (1+1+1) Punkte)
Es sei K ein Korper und sei F' € K[X] ein irreduzibles Polynom.

(a) Man gebe eine einfache Charakterisierung dafiir, dass F' separabel ist.

(b) Zeige, dass in Charakteristik null jedes irreduzible Polynom separabel
ist.

(c) Man gebe ein Beispiel, dass das in positiver Charakteristik nicht im-
mer stimmen muss.

16. VORLESUNG - MODULN
DISKRIMINANTEN

Definition 16.1. Es sei K C L eine endliche Korpererweiterung vom Grad
n und seien by,...,b, Elemente in L. Dann wird die Diskriminante von

bi,...,b, durch
Albr, ... by) = det (spur (bibj)i,j)
definiert.

Die Produkte b;b;, 1 < 4,5 < n, sind dabei Elemente in L, von denen man
jeweils die Spur nimmt, die in K liegt. Man erhélt also eine quadratische
n X n-Matrix iiber K. Deren Determinante ist nach Definition die Diskrimi-
nante. Im folgenden werden wir vor allem an der Diskriminante von speziel-
len Basen interessiert sein, sodass sich die Diskriminante als Invariante eines
Zahlkorpers erweist.

Bei einem Basiswechsel verhélt sich die Diskriminante wie folgt.
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Lemma 16.2. Es sei K C L eine endliche Kdérpererweiterung vom Grad n
und seien by, ..., b, und cq,...,c, K-Basen von L. Der Basiswechsel werde
durch ¢ = Tb mit der Ubergangsmatriz T = (tij)ij beschrieben. Dann gilt
fiir die Diskriminanten die Beziehung

Alcr, ... cn) = (det(T)2A(D, ..., by).

Beweis. Ausgeschrieben haben wir die Beziehungen ¢; = 2?21 ti;b; fiir jedes
1. Damit gilt

CiCr — (i tijbj> (i tkmbm> = th]tkmbgbm
J=1 m=1 j,m

Wir schreiben ¢;, := S(cick) und b, = S(bjby,). Wegen der K-Linearitét
der Spur gilt

Ci. — S(Cick) == S(Z tijtkmbjbm> == Ztijtkms(bjbm) == Ztijtkmbjm~
J,m 7,m

7,m
Wir schreiben diese Gleichung mit den Matrizen C' = (ci), B = (bj,) und
T = (t’U) als
C — TtranspBT
und die Behauptung folgt dann aus dem Determinantenmultiplikationssatz
und Satz 17.5 (Lineare Algebra (Osnabriick 2024-2025)). O

Lemma 16.3. Es sei K C L eine separable endliche Korpererweiterung
vom Grad n und sei by, ..., b, eine K-Basis von L. Dann ist

Abr, ... by) # 0.

Beweis. Wir beweisen diese Aussage nur in Charakteristik 0.

Es sei angenommen, dass die Diskriminante 0 ist. Das bedeutet, dass das
durch die Matrix S(b;b;);; definierte lineare Gleichungssystem eine nicht-
triviale Losung (A, ..., A,) € K™ besitzt. Es ist also

D AS(biby) = 0
j=1

fiir jedes i. Es sei x = > 7 \;jb; # 0. Dann ist fiir jedes i

S(bix) = S(bl- (i Ajbj)> — S(i Ajbibj> - iAjS(bibj) — 0.

Da x eine Einheit in L ist, ist auch b;x, 7 = 1,...,n, eine K-Basis von L und
es folgt, dass die Spur auf dieser Basis und somit iiberall den Wert 0 hat. Dies
ist aber bei einer separablen Erweiterung nicht mdéglich: In Charakteristik 0
folgt dies sofort aus Lemma 15.14 (2). O
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BESCHREIBUNG VON SPUR UND NORM MIT EINBETTUNGEN

Satz 16.4. Es sei Q C L eine endliche Korpererweiterung vom Grad n.
Dann gibt es genau n Einbettungen von L in die komplexen Zahlen C.

Beweis. Nach dem Satz vom primitiven Element wird L durch ein Element
erzeugt, es ist also
L = Q(z) = QX]/(F)

mit einem irreduziblen Polynom F° € Q[X] vom Grad n. Da F irreduzi-
bel ist und da die Ableitung F’ # 0 ist und kleineren Grad besitzt, folgt,
dass F und F” teilerfremd sind. Nach Satz 20.10 (Lineare Algebra (Osna-
briick 2024-2025)) ergibt sich, dass F' und F’ das Einheitsideal erzeugen,
also AF + BF’ = 1 ist. Wir betrachten diese Polynome nun als Polyno-
me in C[X], wobei die polynomialen Identitéiten erhalten bleiben. Uber den
komplexen Zahlen zerfallen F und F” in Linearfaktoren, und wegen der Tei-
lerfremdheit bzw. der daraus resultierenden Identitéit haben F und F” keine
gemeinsame Nullstelle. Daraus folgt wiederum, dass F' keine mehrfache Null-
stelle besitzt, sondern genau n verschiedene komplexe Zahlen zy,...,z, als
Nullstellen besitzt. Jedes z; definiert nun einen Ringhomomorphismus

pii L=Q[X]/(F) — C, X — z.

Da L ein Korper ist, ist diese Abbildung injektiv. Da dabei X auf verschie-
dene Elemente abgebildet wird, liegen n verschiedene Abbildungen vor. Es
kann auch keinen weiteren Ringhomomorphismus L — C geben, da ein sol-
cher durch X — z gegeben ist und F(z) = 0 sein muss. O

Man beachte im vorstehenden Satz, dass das Bild von verschiedenen Einbet-
tungen

pi: L—C
der gleiche Unterkorper von C sein kann. Dies gilt bereits fiir quadratische
Erweiterungen wie Q[i]. Man hat die beiden Einbettung p1, p2: Q[i] — C,
wobei die eine Abbildung i auf i und die andere i auf —i schickt. Das Bild ist
aber in beiden Féllen gleich.

Wenn das Bild einer Einbettung ganz in den reellen Zahlen liegt, so spricht
man auch von einer reellen Einbettung. Zu einem Element z € L nennt man
die verschiedenen komplexen Zahlen

21 =p1(2)y. .y 20 = pn(2)
zueinander konjugiert. Diese sind allesamt Nullstellen eines irreduziblen Po-
lynoms F' mit rationalen Koeffizienten vom Grad n.
Lemma 16.5. Es set Q C L eine endliche Korpererweiterung und z € L
ein Element. Es seien
P1ye--ypn: L—C
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die verschiedenen komplexen Einbettungen und es sei M = {yi,...,yx} die
Menge der verschiedenen Werte p;(z). Dann gilt in C[X] fir das Minimal-
polynom G von z die Gleichung

G = (X—y)(X —ya) (X —w)

Beweis. Es sei K C L der von z erzeugte Unterkorper von L. Es ist dann
K = QX]/(G)
mit dem (normierten) Minimalpolynom G von z, und K (bzw. G) haben den

Grad m iiber Q. Geméaf Satz 16.4 gibt es m Einbettungen o: K — C, die
den komplexen Nullstellen M’ von G entsprechen, und daher ist

G =[x —0o(2)).

Die n Einbettungen p;: L — C induzieren jeweils eine Einbettung
o; = pilk: K — C und somit ist p;(z) = 04(2), also M C M’. Andererseits
lasst sich eine Einbettung o: K — C zu einer Einbettung L — C fortsetzen,
da L iiber K separabel ist und nach dem Satz vom primitiven Element von
einem Element erzeugt wird und das zugehorige Minimalpolynom iiber C
zerfillt. Daher ist auch M’ C M. O

Wir erwédhnen ohne Beweis die folgende Beschreibung von Norm und Spur,
die wir aber in der Vorlesung nicht intensiv verwenden werden.

Lemma 16.6. Es set Q C L eine endliche Korpererweiterung vom Grad n
und seien p;: L — C die n verschiedenen komplexen Einbettungen. Es sei
z € Lund z; = pi(2),71 = 1,...,n. Dann ist

N(Z):Zl"'zn und Spur(z):zl+..._|_zn.

Beweis. Wir verzichten auf einen Beweis.

MOoODULN UND IDEALE

Fiir den Begriff des Ganzheitsringes in einem Erweiterungskorper Q C L
benotigen wir den Begriff des Moduls, der den eines Vektorraums in dem
Sinne verallgemeinert, dass der Skalarenbereich kein Korper mehr sein muss,
sondern ein beliebiger kommutativer Ring sein darf.

Definition 16.7. Es sei R ein kommutativer Ring und M = (M, +,0) eine
additiv geschriebene kommutative Gruppe. Man nennt M einen R- Modul ,
wenn eine Operation

RxM— M, (r,v) —rv=r-0v,

(Skalarmultiplikation genannt) festgelegt ist, die folgende Axiome erfiillt (da-
bei seien 7,5 € R und u,v € M beliebig):
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(1) r(su) = (rs)u,

(2) r(u+wv) = (ru) + (rv),
(3) (r+s)u = (ru) + (su),
(4) lu = u

Definition 16.8. Es sei R ein kommutativer Ring und M ein R-Modul. Eine
Teilmenge U C M heifit R- Untermodul , wenn sie eine Untergruppe von
(M,0,+) ist und wenn fiir jedes u € U und r € R auch ru € U ist.

Definition 16.9. Es sei R ein kommutativer Ring und M ein R-Modul. Eine
Familie v; € M, i € I, heifit Erzeugendensystem fiir M, wenn es fiir jedes
Element v € M eine Darstellung

v = E T;0;

ied
gibt, wobei J C [ endlich ist und r; € R.

Definition 16.10. Es sei R ein kommutativer Ring und M ein R-Modul. Der
Modul M heif3t endlich erzeugt oder endlich, wenn es ein endliches Erzeu-
gendensystem v;, ¢ € I, fiir ihn gibt (also mit einer endlichen Indexmenge).

Ein kommutativer Ring R selbst ist in natiirlicher Weise ein R-Modul.
wenn man die Ringmultiplikation als Skalarmultiplikation interpretiert. Die
Ideale sind dann genau die R-Untermoduln von R. Die Begriffe Ideal-
Erzeugendensystem und Modul-Erzeugendensystem stimmen fiir Ideale iibe-
rein.

Unter den Idealen sind besonders die Primideale und die maximalen Ideale
relevant.

Definition 16.11. Ein Ideal p in einem kommutativen Ring R heift Prim-
ideal, wenn p # R ist und wenn fiir r,s € Rmit r-s € p folgt: r € p oder
s € p.

Lemma 16.12. Es sei R ein Integrititsbereich und p € R, p # 0. Dann ist
p genau dann ein Primelement, wenn das von p erzeugte Hauptideal (p) ein
Primideal ist.

Beweis. Das ist trivial. O

Lemma 16.13. Es sei R ein kommutativer Ring und p ein Ideal in R. Dann
ist p genau dann ein Primideal, wenn der Restklassenring R/p ein Integritdts-
bereich ist.

Beweis. Es sei zunéchst p ein Primideal. Dann ist insbesondere p C R und
somit ist der Restklassenring R/p nicht der Nullring. Es sei fg = 0in R/p
wobei f, g durch Elemente in R repriisentiert seien. Dann ist fg € p und
damit f € p oder g € p. was in R/p gerade f = 0 oder ¢ = 0 bedeutet.
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Ist umgekehrt R/p ein Integritétsbereich, so handelt es sich nicht um den
Nullring und daher ist p # R. Es sei f,g ¢ p. Dann ist f,g # 0in R/p
und daher fg # 0in R/p, also ist fg ¢ p. O

Definition 16.14. Ein Ideal m in einem kommutativen Ring R heifit maz:-
males Ideal, wenn m # R ist und wenn es zwischen m und R kein weiteres
Ideal gibt.

Lemma 16.15. Es sei R ein kommutativer Ring und m ein Ideal in R. Dann
ist m genau dann ein mazimales Ideal, wenn der Restklassenring R/m ein
Koérper ist.

Beweis. Nach Aufgabe 9.9 entsprechen die Ideale im Restklassenring R/m
eindeutig den Idealen in R zwischen m und R. Nun ist R/m ein Korper
genau dann, wenn es genau nur zwei Ideale gibt, und dies ist genau dann
der Fall, wenn m # R ist und es dazwischen kein weiteres Ideal gibt. Dies
bedeutet, dass m maximal ist. Il

Korollar 16.16. Es sei R ein kommutativer Ring und m ein mazimales Ideal
i R. Dann ist m ein Primideal.

Beweis. Dies folgt sofort aus den Charakterisierungen fiir Primideale und fiir
maximale Ideale mit den Restklassenringen. U

16. ARBEITSBLATT

UBUNGSAUFGABEN

Aufgabe 16.1. Berechne die Diskriminante zur Koérpererweiterung
Q C Q[

zur Basis 1 und 1 und zur Basis 2 — 51 und 4 + 7i.

Aufgabe 16.2. Berechne explizit die Diskriminante des quadratischen Zahl-
bereichs A_;. Stelle die Multiplikationsmatrix beziiglich einer geeigneten Ba-
sis fiir das Element

3 5
J=5+5V=T

auf und berechne damit die Spur und die Norm von f.
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Aufgabe 16.3. Es sei p eine Primzahl und sei
L = QX]/(X* - p)

der durch das irreduzible Polynom X3 — p definierte Erweiterungskorper von
Q. Es sei
f =243z — 42°.

(a) Finde die Matrix beziiglich der Q-Basis 1, z,2? von L der durch die
Multiplikation mit f definierten Q-linearen Abbildung.

(b) Berechne die Norm und die Spur von f.

(¢) Bestimme das Minimalpolynom von f.

(d) Finde das Inverse von f.

(e) Berechne die Diskriminante der Basis 1, f, f2.

Aufgabe 16.4. Beweise Lemma 16.6 unter der zusétzlichen Voraussetzung,
dass L von z erzeugt wird.

Aufgabe 16.5. Es sei G eine kommutative Gruppe. Zeige, dass G auf genau
eine Weise die Struktur eines Z-Moduls tragt. Kommutative Gruppen und
Z-Moduln sind also dquivalente Objekte.

Aufgabe 16.6. Es seien R und A kommutative Ringe. Zeige, dass A genau
dann eine R-Algebra ist, wenn A ein R-Modul ist, fiir den zusétzlich

r(ab) = (ra)b fiir alle r € R, a,b € A
gilt.

Aufgabe 16.7. Es sei a ein Ideal in einem kommutativen Ring R. Zeige, dass
a genau dann ein Primideal ist, wenn a der Kern eines Ringhomomorphismus
¢: R — K in einen Korper K ist.

Aufgabe 16.8. Zeige, dass jeder Restklassenring eines Hauptidealringes wie-
der ein Hauptidealring ist. Man gebe ein Beispiel, dass ein Restklassenring
eines Hauptidealbereiches kein Hauptidealbereich sein muss.

Ein Ideal a in einem kommutativen Ring R heifit Radikal (oder Radikalideal),
wenn folgendes gilt: Falls f* € aist fiir ein n € N, so ist bereits f € a.

Aufgabe 16.9. Zeige, dass ein Primideal ein Radikal ist.

Aufgabe 16.10. Zeige, dass ein Ideal a in einem kommutativen Ring R
genau dann ein Radikal ist, wenn der Restklassenring R/a reduziert ist.
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Es sei R ein kommutativer Ring und a C R ein Ideal. Dann nennt man die
Menge

{f € R|es gibt ein r mit " € a}
das Radikal zu a. Es wird mit rad (a) bezeichnet.

Aufgabe 16.11. Bestimme in Z das Radikal zum Ideal Z27.

Aufgabe 16.12. Es sei R ein kommutativer Ring und S C R ein Unterring.
Bestétige oder widerlege die folgenden Aussagen.

(1) Zu einem Ideal a C R ist auch aN .S ein Ideal (in 5).

(2) Zu einem Radikal a C R ist auch aN .S ein Radikal.

(3) Zu einem Primideal a C R ist auch aN S ein Primideal.

(4) Zu einem maximalen Ideal a C R ist auch aN.S ein maximales Ideal.

AUFGABEN ZUM ABGEBEN

Aufgabe 16.13. (8 (14+1+2+2+2) Punkte)

Es sei p eine Primzahl und sei
L = Q[X]/(X* - p)

der durch das irreduzible Polynom X? — p definierte Erweiterungskorper von
Q. Es sei
f =243z — 422

(a) Finde die Matrix beziiglich der Q-Basis 1, z,z? von L der durch die
Multiplikation mit f definierten Q-linearen Abbildung.

(b) Berechne die Norm und die Spur von f.

(¢) Bestimme das Minimalpolynom von f.

(d) Finde das Inverse von f.

(e) Berechne die Diskriminante der Basis 1, f, f2.

Aufgabe 16.14. (3 Punkte)
Es sei (G, +,0) eine kommutative Gruppe. Es sei
E := End(G) = Hom(G, G)

die Menge der Gruppenhomomorphismen von G nach G (also die Gruppenen-
domorphismen auf (). Definiere auf E eine Addition und eine Multiplikation
derart, dass E zu einem (in der Regel nicht kommutativen) Ring wird.



147

Aufgabe 16.15. (3 Punkte)

Es sei (M, +,0) eine kommutative Gruppe und sei £ = Endz(M) der zu-
gehorige Endomorphismenring. Es sei R ein kommutativer Ring. Zeige, dass

eine R-Modulstruktur auf M &quivalent ist zu einem Ringhomomorphismus
R — Endz(M).

Aufgabe 16.16. (4 Punkte)

Es seien R und S kommutative Ringe und sei ¢: R — S ein Ringhomo-
morphismus. Es sei p ein Primideal in S. Zeige, dass das Urbild ¢~!(p) ein
Primideal in R ist.

Zeige durch ein Beispiel, dass das Urbild eines maximalen Ideales kein ma-
ximales Ideal sein muss.

Aufgabe 16.17. (3 Punkte)

Es sei R ein kommutativer Ring und sei a # R ein Ideal in R. Zeige: a ist
genau dann ein maximales Ideal, wenn es zu jedem g € R, g € a, ein f € a
und ein r € R mit rg+ f = 1 gibt.

17. VORLESUNG - GANZHEIT
GANZHEIT

Definition 17.1. Es seien R und S kommutative Ringe und sei R C S eine
Ringerweiterung. Fiir ein Element x € S heifit eine Gleichung der Form

2y e 4+ = 0,

wobei die Koeffizienten r;, © = 0,...,n — 1, zu R gehoren, eine Ganzheits-
gleichung fiir x.

Definition 17.2. Es seien R und S kommutative Ringe und R C S eine
Ringerweiterung. Ein Element = € S heifit ganz (iiber R), wenn z eine
Ganzheitsgleichung mit Koeffizienten aus R erfiillt.

Wenn R = K ein Korper und S eine K-Algebra ist, so ist z € S alge-
braisch iiber K genau dann, wenn es ganz iiber K ist. Dies stimmt aber im
Allgemeinen nicht, sieche Aufgabe 17.2.

Die einfachsten Ganzheitsgleichungen haben die Form 2" —r = Omitr € R
bzw. 2" = r. Wenn also ein Element einer Ringerweiterung eine Wurzel
eines Elementes aus R ist, so ist diese Wurzel ganz iiber dem Grundring.
Trivialerweise sind die Elemente aus R ganz iiber R.
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Beispiel 17.3. In der Ringerweiterung Z C Z[i] ist 1 ganz iiber Z, wie die
Ganzheitsgleichung

2

1° = —1
zeigt. Auch fiir ein beliebiges Element z = a + bi € Z[i] kann man direkt
eine Ganzheitsgleichung angeben, ndmlich

(a +bi)* — 2a(a + bi) +a® +b* = 0.

Beispiel 17.4. Es sei R ein kommutativer Ring und

P=X"4+r X" "+ +1X?+rX +ry € RIX]
ein normiertes Polynom iiber R. Dann ist in der Ringerweiterung

R C R[X]/(P)
die Restklasse x von X im Restklassenring S = R[X]|/(P) ganz tiber R, da
ja P unmittelbar die Ganzheitsgleichung
2"z 4 a4 = 0

liefert.

Definition 17.5. Es seien R und S kommutative Ringe und sei R C S eine
Ringerweiterung. Dann heifit S ganz iiber R, wenn jedes Element z € S
ganz iiber R ist.

Definition 17.6. Es seien R und S kommutative Ringe und R C S eine
Ringerweiterung. Dann nennt man die Menge der Elemente x € S, die ganz
iitber R sind, den ganzen Abschluss von R in S.

S ist genau dann ganz iiber R, wenn der ganze Abschluss von R in S gleich
S ist.

Wir wollen zeigen, dass die Summe und das Produkt von zwei ganzen Ele-
menten wieder ganz ist. Der vermutlich erste Gedanke, die jeweiligen Ganz-
heitsgleichungen miteinander ,,geschickt® zu kombinieren, fithrt nicht zum
Ziel. Stattdessen braucht man das folgende Kriterium fiir die Ganzheit.

Lemma 17.7. Es seien R und S kommutative Ringe und R C S eine
Ringerweiterung. Fiir ein Element x € S sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) x ist ganz iber R.

(2) Es gibt eine R-Unteralgebra T von S mitx € T und die ein endlicher
R-Modul ist.

(8) Es gibt einen endlichen R-Untermodul M wvon S, der einen Nicht-
nullteiler aus S enthdlt, mit xM C M.

Beweis. (1) = (2). Wir betrachten die von den Potenzen von x erzeugte R-
Unteralgebra R[z] von S, die aus allen polynomialen Ausdriicken in z mit
Koeffizienten aus R besteht. Aus einer Ganzheitsgleichung

T4 Ty e i 4y =0
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ergibt sich

" = —rp 12V — o™ — - — iz — 7.
Man kann also z™ durch einen polynomialen Ausdruck von einem kleineren
Grad ausdriicken. Durch Multiplikation dieser letzten Gleichung mit ¢ kann
man jede Potenz von x mit einem Exponenten > n durch einen polynomialen
Ausdruck von einem kleineren Grad ersetzen. Insgesamt kann man dann aber
all diese Potenzen durch polynomiale Ausdriicke vom Grad < n —1 ersetzen.
Damit ist

Rlz] = R+ Rz + Rx* + --- + Rx" % + Ra"™!

2

und die Potenzen 2° = 1,2z, 22, ..., 2" ! bilden ein endliches Erzeugenden-

system von T' = R[z].

(2) = (3).Seixz € T C S, T eine R-Unteralgebra, die als R-Modul endlich
erzeugt sei. Dann ist 27" C T, und T" enthélt den Nichtnullteiler 1.

(3) = (1). Sei M C § ein endlich erzeugter R-Untermodul mit M C M.
Es seien yy,...,y, erzeugende Elemente von M. Dann ist insbesondere xy;
fiir jedes i eine R-Linearkombination der y;, j = 1,...,n. Dies bedeutet

n
TYi = E TijYj
j=1

mit 7;; € R, oder, als Matrix geschrieben,

0 ma T2 .- Tin U
Y2 o1 T22 ... Taon Y2
x . = . .
Yn 7nn,l rn,? v rn,n Yn
Dies schreiben wir als

r—Ti1 —T1,2 Ce —Tin U1

—T91 T —T22 ... —Ton Y2
0 = . . . .

—Tn,1 —Tn,2 oo T —Tpn Yn

Nennen wir diese Matrix A (die Eintriige sind aus S), und sei A*Y die
adjungierte Matrix. Dann gilt A*Ay = 0 (y bezeichne den Vektor
(y1,---,yn)) und nach der Cramerschen Regel ist A*VA = (det A)E,, al-
so gilt ((det A)E,)y = 0. Es ist also (det A)y; = 0 fiir alle j und damit

(det A)z = 0

fiir alle z € M. Da M nach Voraussetzung einen Nichtnullteiler enthélt,
muss det A = 0 sein. Die Determinante ist aber ein normierter polynomialer
Ausdruck in x vom Grad n, sodass eine Ganzheitsgleichung vorliegt. g

Korollar 17.8. Es seien R und S kommutative Ringe und sei R C S
eine Ringerweiterung. Dann ist der ganze Abschluss von R in S eine R-
Unteralgebra von S.
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Beweis. Die Ganzheitsgleichungen X — r, r € R, zeigen, dass jedes Element
aus R ganz iiber R ist. Es seien 1 € S und x5, € S ganz iiber R. Nach der
Charakterisierung der Ganzheit gibt es endliche R-Unteralgebren T},7T; C S
mit 1 € Ty und 29 € Ts. Es sei yq,...,y, ein R-Erzeugendensystem von
Ty und zq, ..., z, ein R-Erzeugendensystem von T,. Wir kénnen annehmen,
dass y; = 23 = 1 ist. Betrachte den endlich erzeugten R-Modul

T =T -T = (yzj,i=1,...,n,j=1,....,m),

der offensichtlich x; + xo und x;29 (und 1) enthélt. Dieser R-Modul T ist
auch wieder eine R-Algebra, da fiir zwei beliebige Elemente gilt

(Z rijyizj) (Z sklyk21> = Z TijSkiYilYrZj 2

und fiir die Produkte gilt vy € T) und z;z; € 15, sodass diese Linear-
kombination zu T gehort. Dies zeigt, dass die Summe und das Produkt von
zwei ganzen Elementen wieder ganz ist. Deshalb ist der ganze Abschluss ein
Unterring von S, der R enthélt. Also liegt eine R-Unteralgebra vor. U

NORMALE INTEGRITATSBEREICHE

Definition 17.9. Es seien R und S kommutative Ringe und R C S eine
Ringerweiterung. Man nennt R ganz-abgeschlossen in S, wenn der ganze
Abschluss von R in S gleich R ist.

Definition 17.10. Ein Integritdtsbereich heifit normal, wenn er ganz-
abgeschlossen in seinem Quotientenkorper ist.

Definition 17.11. Es sei R ein Integritétsbereich und Q(R) sein Quoti-
entenkorper. Dann nennt man den ganzen Abschluss von R in Q(R) die
Normalisierung von R.

Wichtige Beispiele fiir normale Ringe werden durch faktorielle Ringe geliefert.

Satz 17.12. Es sei R ein faktorieller Integrititsbereich. Dann ist R normal.

Beweis. Es sei K = Q(R) der Quotientenkérper von R und ¢ € K ein
Element, das die Ganzheitsgleichung
"+ 11 q" T A g T g+ = 0

mit r; € R erfiillt. Wir schreiben ¢ = a/b mit a,b € R, b # 0, wobei
wir annehmen konnen, dass die Darstellung gekiirzt ist, dass also a und
b € R keinen gemeinsamen Primteiler besitzen. Wir miissen zeigen, dass b
eine Einheit in R ist, da dann ¢ = ab™! zu R gehort.

Wir multiplizieren die obige Ganzheitsgleichung mit " und erhalten in R
a™ 4 (rp_1b)a™ "t + (rn,ng)a”_Q + -+ (rlb"_l)a + (rob™) = 0.

Wenn b keine Einheit ist, dann gibt es einen Primteiler p von b. Dieser teilt
alle Summanden (7,_;b")a"" fiir ¢ > 1 und daher auch den ersten, also a™.
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Das bedeutet aber, dass a selbst ein Vielfaches von p ist im Widerspruch zur
vorausgesetzten Teilerfremdheit. O

Korollar 17.13. Es sei R ein normaler Integritdtsbereich und a € R. Wenn
es ein Element v € Q(R) mit 2% = a gibt, so ist bereits v € R.

Beweis. Die Voraussetzung bedeutet, dass x € @Q(R) ganz iiber R ist, da es
die Ganzheitsgleichung

Xf—a=0
erfiillt. Also ist x € R wegen der Normalitét. O

Die einfachsten Beispiele fiir irrationale reelle Zahlen sind v/2, v/3, v/5 w.s.w.
Diese Beobachtung wird durch die folgende Aussage wesentlich verallgemei-
nert.

Korollar 17.14. Es sein = pi" -+ p die kanonische Primfaktorzerleqgung
der natiirlichen Zahl n. Es sei k eine positive natiirliche Zahl und sei vor-
ausgesetzt, dass nicht alle Fxponenten oy ein Vielfaches von k sind. Dann
15t die reelle Zahl

el

n

irrational.

Beweis. Die Zahl n = pi* - --p& kann nach Voraussetzung keine k-te Wur-
zel in Z besitzen, da in einer k-ten Potenz alle Exponenten zu Primzahlen
Vielfache von k sind. Wegen der Faktorialitit von Z und der daraus nach
Satz 17.12 resultierenden Normalitét kann es auch kein € Q(Z) = Q mit

2% = n geben. Daher ist die reelle Zahl n¥ irrational. U

DER GANZE ABSCHLUSS IN ERWEITERUNGSKORPERN

Lemma 17.15. Es sei R ein Integrititsbereich mit Quotientenkorper K =
Q(R) und sei K C L eine endliche Korpererweiterung. Der ganze Abschluss
von R in L sei mit S bezeichnet. Dann ist L der Quotientenkdrper von S.

Beweis. Es sei f € L. Nach Voraussetzung ist L endlich iiber K. Daher
erfiillt f eine Ganzheitsgleichung der Form

" /" af+q =0
mit ¢; € K. Sei r € R ein gemeinsames Vielfaches der Nenner aller ¢;,
t=1,...,n — 1. Multiplikation mit r" ergibt dann
()" + quar(r /)" -+ @ (rf) + gor™ = 0.

Dies ist eine Ganzheitsgleichung fiir  f, da die Koeffizienten ¢,_;7* nach Wahl
von r alle zu R gehoren. Damit ist rf € S, da S der ganze Abschluss ist.
Somit zeigt f = %, dass f als ein Bruch mit einem Zéahler aus S und einem
Nenner aus R C S darstellbar ist, also im Quotientenkorper Q(5) liegt. [
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Insbesondere zeigt die vorstehende Aussage, dass bei einer echten Korperer-
weiterung K C L auch der ganze Abschluss von R echt grofler als R ist.
Fiir uns steht die Situation, wo Q C L eine endliche Korpererweiterung der
rationalen Zahlen und S der ganze Abschluss von Z in L ist, im Mittelpunkt.

17. ARBEITSBLATT

UBUNGSAUFGABEN

Aufgabe 17.1. Finde eine irreduzible Ganzheitsgleichung (iiber Z) fiir die

Eisensteinzahl w = *HT V=3

Aufgabe 17.2. Es sei R ein kommutativer Ring und A eine R-Algebra. Zei-
ge, dass wenn R ein Korper ist, die Begriffe algebraisch und ganz fiir ein
Element x € A iibereinstimmen. Zeige ferner, dass fiir einen Integritdtsbe-
reich, der kein Korper ist, diese beiden Begriffe auseinander fallen.

Aufgabe 17.3. Bestimme das Minimalpolynom der komplexen Zahl v/2—+/5
iiber Q.

Aufgabe 17.4. Es seien R und S Integritdtsbereiche und sei R C S eine
ganze Ringerweiterung. Es sei f € R ein Element, das in S eine Einheit ist.
Zeige, dass f dann schon in R eine Einheit ist.

Aufgabe 17.5. Es sei R C S eine ganze Ringerweiterung und sei f € R.
Zeige: Wenn f, aufgefasst in S, eine Einheit ist, dann ist f eine Einheit in

R.

Aufgabe 17.6. Man gebe ein Beispiel einer ganzen Ringerweiterung R C S,
wo es einen Nichtnullteiler f € R gibt, der ein Nullteiler in S wird.

Aufgabe 17.7. Es sei K ein Korper und sei A eine endlichdimensionale
K-Algebra. Zeige direkt (ohne Lemma 17.7), dass A ganz iiber K ist.

Aufgabe 17.8. Essei R C S eine Ringerweiterung zwischen endlichen kom-
mutativen Ringen R und S. Zeige, dass eine ganze Ringerweiterung vorliegt.
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Aufgabe 17.9. Es sei R ein kommutativer Ring und
S = R[Xi,...,X,]/a

eine (als Algebra) endlich erzeugte R-Algebra, die ganz iiber R sei. Zeige,
dass S ein endlich erzeugter R-Modul ist.

Aufgabe 17.10. (1) Es sei R ein Integrititsbereich. Zeige, dass R ganz-
abgeschlossen im Polynomring R[X] ist.
(2) Man gebe ein Beispiel fiir einen kommutativen Ring R, der im Poly-
nomring nicht ganz-abgeschossen ist.

Aufgabe 17.11. Es sei R ein Integritéitsbereich. Zeige, dass R genau dann
normal ist, wenn er mit seiner Normalisierung iibereinstimmt.

Aufgabe 17.12. Es sei R ein Integritétsbereich. Es sei angenommen, dass
die Normalisierung von R gleich dem Quotientenkérper Q(R) ist. Zeige, dass
dann R selbst schon ein Korper ist.

Aufgabe 17.13. Es sei K ein Korper und sei R; C K, ¢ € I, eine Familie
von normalen Unterringen. Zeige, dass auch der Durchschnitt ()., R; normal
ist.

Aufgabe 17.14. Es sei R ein normaler Integritdtsbereich und a € R. Es
sei vorausgesetzt, dass a keine Quadratwurzel in R besitzt. Zeige, dass das
Polynom X? — g prim in R[X] ist. Tipp: Verwende den Quotientenkérper
Q(R). Warnung: Prim muss hier nicht zu irreduzibel dquivalent sein.

Aufgabe 17.15. Es sei R ein Integrititsbereich mit Normalisierung R"™.
Zeige, dass durch

f={9€R[gR™" C R}
ein Ideal in R gegeben ist.

Aufgabe 17.16. Es sei k eine fixierte positive ganze Zahl und betrachte den
Unterring

R = Zki]| = {a+cki|a,c e Z} C Z[i].
Zeige die Isomorphie R = Z[X]/(X? + k?) und dass Zl[i] ganz iiber R ist.
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In den folgenden Aufgaben wird der Polynomring KX, Y] in zwei Variablen
tiber einem Korper K verwendet. Diesen kann man definieren als (K[X])[Y].
Die Elemente in ihm, also die Polynome in zwei Variablen, haben die Gestalt

P =) a;X'Y.
1,J
Wir interessieren uns fiir Restklassenringe vom Typ R = K[X,Y]/(F). Die
Nullstellenmenge vonF' besteht aus der Menge derjenigen Punkte (x,y) in der

Ebene, fiir die F'(z,y) = 0 ist (dieses Nullstellengebilde ist eine geometrische
Version des Ringes R).

Aufgabe 17.17. Es sei K ein Korper und betrachte den Restklassenring
R = K[X,Y]/(X?-Y?).

Dies ist ein Integritétsbereich nach Aufgabe 17.14. Zeige, dass die Normalisie-
rung von R gleich dem Polynomring K [T ist. Skizziere die Nullstellenmenge
von F' = X? — Y3 in der reellen Ebene und finde eine Parametrisierung
dieses Gebildes.

Polynomringe kann man entsprechend iiber jedem Grundring und mit belie-
big vielen Variablen definieren.

Aufgabe 17.18. Es sei
P=X*-3X+7
und
Q=Y3—Y?4+4Y — 5.
Begriinde, dass die Ringerweiterung
Z < ZIX,Y]/(P,Q)

ganz ist und finde eine Ganzheitsgleichung fiir x + y und fir zy (kleine
Buchstaben bezeichnen die Restklassen der Variablen).

AUFGABEN ZUM ABGEBEN

Aufgabe 17.19. (3 Punkte)

Es sei R ein normaler Integritétsbereich und R C S eine ganze Ringerwei-
terung. Sei f € R. Zeige, dass fiir das von f erzeugte Hauptideal gilt:

RN (f)S = (/)R
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Aufgabe 17.20. (3 Punkte)

Es seien R,S,T kommutative Ringe und seien ¢ : R - Sund ¢ : § — T
Ringhomomorphismen derart, dass S ganz iiber R und 7' ganz iiber S ist.
Zeige, dass dann auch 71" ganz iiber R ist.

Aufgabe 17.21. (4 Punkte)

Bestimme das Inverse von

24+ 3v5 + V74 3V35
im Korper Q[\/g, \/7]

Aufgabe 17.22. (4 Punkte)

Zeige, dass fiir natiirliche Zahlen a,b > 1 und n > 2 die Zahl a™ — b™ nicht
ein Teiler von a™ + 0" ist.

Aufgabe 17.23. (5 Punkte)

Es sei K ein Korper und betrachte den Ringhomomorphismus ¢: R =
K[X,Y] — K|[T], der durch die Einsetzung

X— (T=1)(T+1) und Y — T(T — 1)(T + 1)

gegeben ist. Finde ein von 0 verschiedenes Polynom F € K[X,Y] derart,
dass F' unter ¢ auf 0 abgebildet wird. Skizziere die Nullstellenmenge von F
in der reellen Ebene.

Aufgabe 17.24. (4 Punkte)

Definiere unter Anlehnung an die Parametrisierung der pythagoreischen Tri-
pel einen Ringhomomorphismus

ZIX,Y, Z))(X* +Y? - Z%) — Z[U, V.

Zeige, dass dieser injektiv, aber nicht surjektiv ist.
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18. VORLESUNG - ZAHLBEREICHE
Z AHLBEREICHE

Wir werden uns in dieser Vorlesung hauptséchlich fiir den ganzen Abschluss
von 7Z in einem endlichen Erweiterungskorper der rationalen Zahlen Q inter-
essieren.

Definition 18.1. Es sei Q C L eine endliche Korpererweiterung. Dann
nennt man den ganzen Abschluss von Z in L den Ring der ganzen Zahlen in
L. Solche Ringe nennt man auch Zahlbereiche.

Den endlichen Erweiterungskérper L von @Q nennt man iibrigens einen
Zahlkérper. Diese Zahlbereiche sind der Gegenstand der algebraischen Zah-
lentheorie. Wir interessieren uns in der algebraischen Zahlentheorie insbeson-
dere fiir folgende Fragen.

(1) Wann ist ein Zahlbereich R ein Hauptidealbereich und wann ist er
faktoriell?

(2) Wenn R kein Hauptidealbereich ist, gibt es dann andere Versionen,
die die eindeutige Primfaktorzerlegung ersetzen? (Ja: Lokal und auf
Idealebene, siehe Korollar 22.18, Satz 22.17, Bemerkung 22.19 einer-
seits und Satz 23.14 andererseits.)

(3) Wenn R kein Hauptidealbereich ist, kann man dann die Abweichung
von der Eigenschaft, ein Hauptidealbereich zu sein, in irgendeiner
Form messen? (Ja: Durch die sogenannte Klassengruppe. Siehe Satz
14.2 (Algebraische Zahlentheorie (Osnabriick 2020-2021)) und Satz
26.6 (Algebraische Zahlentheorie (Osnabriick 2020-2021)).)

(4) Was passiert mit den Primzahlen in den Zahlbereichen? Gibt es eine
RegelméaBigkeit, wie diese in R zerlegt werden? (siehe Korollar 18.11.)

(5) Was kann man iiber die Einheiten in einem Zahlbereich sagen? (Siehe
Satz 28.7 (Algebraische Zahlentheorie (Osnabriick 2020-2021)).)

(6) Inwiefern reflektieren Eigenschaften von Zahlbereichen Eigenschaften
der ganzen Zahlen selbst?

Satz 18.2. FEs sei R ein Zahlbereich. Dann ist R ein normaler Integritdts-
bereich.

Beweis. Nach Lemma 17.15 ist L der Quotientenkorper des Ganzheitsrings
R.Ist ¢ € Q(R) = L ganz iiber R, so ist ¢ nach Aufgabe 17.20 auch ganz
iiber Z und gehort selbst zu R. U

Ein Ganzheitsring ist im Allgemeinen nicht faktoriell.

Lemma 18.3. Es set Q C L eine endliche Kérpererweiterung und es sei
R C L ein Unterring mit den folgenden Figenschaften:

(1) R ist ganz iber Z.
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(2) Esist Q(R) = L.
(8) R ist normal.

Dann ist R der Ring der ganzen Zahlen von L.

Beweis. Siehe Aufgabe 18.1. O

Beispiel 18.4. Wir betrachten die Kérpererweiterung Q C Q[v/—3], der
die Ringe

ZV-3] = A C Zlu] = B € Q[vV~-3]
enthélt, wobei w = —1 + 1/3 ist, d.h. Z[w] ist der Ring der Eisenstein-
Zahlen. Der Quotientenkorper von beiden Ringen ist Q[v/—3]. Das Element
w erfiillt die Ganzheitsgleichung

Ww4+w+1=0,

und somit ist Z[w] ganz iiber Z. Ferner ist Z[w] normal. Dies ergibt sich aus
Satz 2.15, Satz 2.16, Satz 3.7 und Satz 17.12. Nach Lemma 18.3 ist also
insgesamt der Ring der FEisenstein-Zahlen der Ring der ganzen Zahlen in

Qlv-3].

Lemma 18.5. Es sei R ein Zahlbereich. Dann enthdlt jedes von O verschie-
dene Ideal a C R eine Zahlm € 7Z mit m # 0.

Beweis. Es sei 0 # f € a. Dieses Element ist nach der Definition eines
Zahlbereiches ganz iiber Z und erfiillt demnach eine Ganzheitsgleichung

by f Y ko f" P4+ ki f+ky =0

mit ganzen Zahlen k;. Bei ky = 0 kann man die Gleichung mit f kiirzen, da
f # 0 ein Nichtnullteiler ist. So kann man sukzessive fortfahren und erhalt
schliellich eine Ganzheitsgleichung, bei der der konstante Term nicht 0 ist.
Es sei also in obiger Gleichung kg # 0. Dann ist

FUM 4 ket f772 + hna f P+ ) = —ho
und somit ist ky € (f)NZ C a. O
Satz 18.6. Es sei R ein Zahlbereich und sei f € Q(R) = L. Dann ist f

genau dann ganz iber Z, wenn die Koeffizienten des Minimalpolynoms von
f diber Q alle ganzzahlig sind.

Beweis. Das Minimalpolynom P von f iiber Q ist ein normiertes irreduzibles
Polynom mit Koeffizienten aus Q. Wenn die Koeffizienten sogar ganzzahlig
sind, so liegt direkt eine Ganzheitsgleichung fiir f iiber Z vor.

Es sei umgekehrt f ganz iiber Z, und sei S € Z[X] ein normiertes ganz-
zahliges Polynom mit S(f) = 0, das wir als irreduzibel in Z[X] annehmen
diirfen. Wir betrachten S € Q[X]. Dort gilt

S = PT.
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Da nach dem Lemma von Gau$ ein irreduzibles Polynom von Z[X] auch in
Q[X] irreduzibel ist, folgt S = P und daher sind alle Koeffizienten von P
ganzzahlig. U

Es ergibt sich insbesondere, dass die Norm und die Spur von Elementen aus
einem Zahlbereich zu Z gehoren.

GRUPPENSTRUKTUR VON IDEALEN

In Z[i] ist jedes Ideal ein Hauptideal und es ist
(a+bi) = {m(a+bi) +ni(a +bi) | m,n € Z} = Z*

(die letzte Gleichung setzt voraus, dass es sich nicht um das Nullideal han-
delt). Eine dhnlich einfache Gruppenstruktur gilt fiir jedes Ideal in einem
Zahlbereich, was wir jetzt beweisen werden.

Lemma 18.7. FEs set Q C L eine endliche Korpererweiterung vom Grad n
und R der zugehorige Zahlbereich. Es sei a ein von 0 verschiedenes Ideal in
R. Dann enthdlt a Elemente by, ..., b,, die eine Q-Basis von L sind.

Beweis. Esseivy,...,v, eine Q-Basis von L. Das Ideal a enthélt nach Lemma
18.5 ein Element 0 # m € anZ. Nach (dem Beweis von) Lemma 17.15
kann man v; = 7= mit r; € Rund n; € Z\ {0} schreiben. Dann sind die
m(n;v;) € a und sie bilden ebenfalls eine Q-Basis von L. O

Satz 18.8. Es sei Q C L eine endliche Korpererweiterung vom Grad n und
R der zugehorige Zahlbereich. Es sei a ein von 0 verschiedenes Ideal in R.
Es seien by, ..., b, € a Elemente, die eine Q-Basis von L bilden und fiir die
der Betrag der Diskriminante

|IA(Dy, ..., by)|
unter all diesen Basen aus a minimal sei. Dann ist

a = Zby + -+ Zb,.

Beweis. Zunéchst sind wegen Aufgabe 18.5 die Spuren zu Elementen aus R
ganzzahlig und somit sind auch die in Frage stehenden Diskriminanten ganz-
zahlig. Man kann also die Diskriminanten bzw. ihre Betrdge untereinander
der Grofle nach vergleichen.

Es sei f € aein beliebiges Element. Wir miissen zeigen, dass sich f als eine
Z-Linearkombination f = kb +---+k,b, mit k; € Z schreiben lasst, wenn
die by,...,b, € aeine Q-Basis von L mit minimalem Diskriminantenbetrag
bilden. Es gibt eine eindeutige Darstellung

mit rationalen Zahlen ¢; € Q. Es sei angenommen, dass ein ¢; nicht ganz-
zahlig ist, wobei wir ¢ = 1 annehmen diirfen. Wir schreiben dann ¢; = k+9
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mit k& € Z und einer rationalen Zahl § (echt) zwischen 0 und 1. Dann ist
auch

c1=f —kbi=0bi+ ) abi, b, by
1=2

eine Q-Basis von L, die in a liegt. Die Ubergangsmatrix der beiden Basen ist

0 @ ¢ -
01 0 --- 0
7—|oo0o 1 - 0
o o0 o0 --- 1

Nach Lemma 16.2 gilt fiir die beiden Diskriminanten die Beziehung
A(ey,ba, .. by) = (det(T))?A(by, b, ..., by).

Wegen (det(7))? = 6* < 1 und da die Diskriminanten nach Lemma 16.3
nicht 0 sind, ist dies ein Widerspruch zur Minimalitdt der Diskriminante.
O

Korollar 18.9. Es sei Q C L eine endliche Korpererweiterung vom Grad n
und R der zugehdrige Zahlbereich. Es sei a ein von 0 verschiedenes Ideal in
R. Dann ist a eine freie abelsche Gruppe vom Rang n, d.h. es gibt Elemente
bl,...,bn € a mit

a = Zby + -+ Zb,,

wobei die Koeffizienten in einer Darstellung eines Elementes aus a eindeutig
bestimmt sind.

Beweis. Nach Lemma 18.7 gibt es iiberhaupt Elemente by,...,b, € a, die
eine Q-Basis von L bilden. Daher gibt es auch solche Basen, wo der (ganz-
zahlige) Betrag der Diskriminante minimal ist. Fiir diese gilt nach Satz 18.8,
dass sie ein Z-Erzeugendensystem von a bilden. Die lineare Unabhingigkeit
iiber Q sichert die Eindeutigkeit der Koeffizienten. O

Korollar 18.10. Es sei Q C L eine endliche Kéorpererweiterung vom Grad
n und R der zugehorige Zahlbereich. Dann ist R eine freie abelsche Gruppe
vom Rang n, d.h. es gibt Elemente by,...,b, € R mit

R = 7by+---+7Zb,
derart, dass die Koeffizienten in einer Darstellung eines Elementes eindeutig

bestimmt sind.

Beweis. Dies folgt direkt aus Korollar 18.9, angewendet auf das Ideal a = R.
O

Ein solches System von Erzeugern by, ..., b, nennt man auch eine Ganzheits-
basis von R.
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Korollar 18.11. Es sei Q C L eine endliche Korpererweiterung vom Grad
n und R der zugehérige Zahlbereich. Es sei m € 7. Dann gibt es einen
Gruppenisomorphismus

R/(m) = (Z/(m))".

Fiir eine Primzahl m = p ist R/(p) eine Algebra der Dimension n iber dem
Korper Z/(p). Zu jeder Primzahl p gibt es Primideale p in R mit p0Z = (p).

Beweis. Nach Korollar 18.10 ist R = Z" (als abelsche Gruppen), wo-

bei die Standardbasis der Ganzheitsbasis aq, ..., a, entsprechen moge. Das
von m in R erzeugte Ideal besteht aus allen Z-Linearkombinationen der
may, ..., ma, und somit entspricht das Ideal (unter dieser Identifizierung)

der von (m,0,...,0),(0,m,0,...,0),...,(0,...,0,m) erzeugten Untergrup-
pe von Z". Die Restklassengruppe R/(m) ist demnach gleich (Z/(m))"
und besitzt m™ Elemente. Aufgrund der Ganzheit ist nach Aufgabe 17.19
mRN7Z = mZ und aufgrund des Homomorphiesatzes hat man einen injek-
tiven Ringhomomorphismus

Z/(m) — R/(m),
sodass R/(m) eine von 0 verschiedene Z/(m)-Algebra ist.

Fiir eine Primzahl p ist R/(p) ein Vektorraum iiber Z/(p) der Dimension n.
Deshalb gibt es darin (mindestens) ein maximales Ideal, und dieses entspricht
nach Aufgabe 9.9 einem maximalen Ideal m in R mit p € m. Daher ist
(p) = (P)RNZ C mNZ, und dieser Durchschnitt ist ein Primideal, also
gleich (p). O

NOETHERSCHE RINGE UND DEDEKIND-BEREICHE
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Emmy Noether (1882-1935)

Definition 18.12. Ein kommutativer Ring R heift noethersch, wenn jedes
Ideal darin endlich erzeugt ist.

Korollar 18.13. Jeder Zahlbereich ist ein noetherscher Ring.

Beweis. Nach Korollar 18.9 ist jedes von 0 verschiedene Ideal als additive
Gruppe isomorph zu Z", also ist insbesondere jedes Ideal als abelsche Gruppe
endlich erzeugt. Insbesondere sind die Ideale dann als Ideale (also als R-
Moduln) endlich erzeugt. O

Satz 18.14. Zu einem Ideal a # 0 in einem Zahlbereich R ist der Restklas-
senring R/a endlich.

Beweis. Nach Lemma 18.5 gibt eseinm € ZNa, m # 0. Damit ist mR C a
und damit hat man eine surjektive Abbildung

R/(m) — R/a.
Der Ring links ist nach Korollar 18.11 endlich (mit m™ Elementen), also
besitzt der Ring rechts auch nur endlich viele Elemente. U

Satz 18.15. Es sei R ewn Zahlbereich. Dann ist jedes von 0 wverschiedene
Primideal von R bereits ein maximales Ideal.

Beweis. Es sei p ein Primideal # 0 in R. Dann ist der Restklassenring R/p
nach Lemma 16.13 ein Integritétsbereich und nach Satz 18.14 endlich. Ein
endlicher Integritdtsbereich ist aber nach Aufgabe 1.14 bereits ein Korper,
sodass nach Lemma 16.15 ein maximales Ideal vorliegt. O

Richard Dedekind (1831-1916)



162

Die bisher etablierten Eigenschaften von Zahlbereichen lassen sich im folgen-
den Begriff zusammenfassen.

Definition 18.16. Einen Integritdtsbereich R nennt man einen Dedekindbe-
reich, wenn er noethersch und normal ist und wenn jedes von 0 verschiedene
Primideal darin maximal ist.

Die Eigenschaft, dass jedes von 0 verschiedene Primideal maximal ist, bedeu-
tet, dass die maximalen Ketten von Primidealen die Form 0 C m besitzen
(wenn ein Korper vorliegt, so gibt es nur das einzige Primideal 0). Man sagt
auch, dass die Krulldimension des Ringes gleich 1 ist.

Korollar 18.17. Jeder Zahlbereich ist ein Dedekindbereich.

Beweis. Dies folgt aus Satz 18.2, aus Korollar 18.13 und aus Satz 18.15. [

18. ARBEITSBLATT

UBUNGSAUFGABEN

Aufgabe 18.1. Es sei Q C L eine endliche Kérpererweiterung und es sei
R C L ein Unterring mit den folgenden Eigenschaften:

(1) R ist ganz iiber Z.
(2) Esist Q(R) = L.
(3) R ist normal.

Dann ist R der Ring der ganzen Zahlen von L.

Aufgabe 18.2. Es sei R ein Zahlbereich und es sei R C S eine endliche
Erweiterung von kommutativen Ringen. Es sei S ein normaler Integritéatsbe-
reich. Zeige, dass S ebenfalls ein Zahlbereich ist.

Aufgabe 18.3. Es sei R ein Zahlbereich und sei f € R. Zeige, dass N(f) €
(f) ist, dass also die Norm zum von f erzeugten Hauptideal gehort. Zeige
durch ein Beispiel, dass dies fiir die Spur nicht gelten muss.

Aufgabe 18.4. Es sei R ein Zahlbereich und sei f € R. Zeige, dass die
Spur und die Norm von f ganzzahlig sind.
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In den drei folgenden Aufgaben wird der Begriff des primitiven Polynoms
verwendet:

Ein Polynom F' € Z[X] heifit primitiv, wenn die Koeffizienten von F' teiler-
fremd sind.

Aufgabe 18.5. Es sei I' € Z[X] ein Polynom. Zeige, dass man F' als F' =
nF mit n € N und primitivem F' schreiben kann.

Aufgabe 18.6. Es sei F' € Z[X] ein irreduzibles Polynom. Dann ist F,
aufgefasst als Polynom in Q[X], ebenfalls irreduzibel.

Aufgabe 18.7. Es seien F,G € Z[X] primitive Polynome. Zeige, dass dann
auch das Produkt F'G primitiv ist.

Aufgabe 18.8. Es sei R ein faktorieller Zahlbereich und Z C R die zu-
gehorige Erweiterung. Zu einer Primzahl p sei

die Primfaktorzerlegung von p in R (die ¢; seien also paarweise nicht asso-

ziiert). Zeige, dass die Primideale p von R mit der Eigenschaft p NZ = (p)
genau die Primideale der Form p = (g;) sind.

Aufgabe 18.9. Es sei R ein Zahlbereich und sei f1,..., f, € R eine Z-Basis
von R. Zeige, dass dann der Betrag der Diskriminante

[A(fr- - fa)l

minimal ist unter allen Diskriminanten von linear unabhéngigen n-Tupeln
aus R.

Aufgabe 18.10. Berechne die Diskriminante der Gaufschen Zahlen. Man
gebe zwei wesentlich verschiedene Z-Basen von Z[i] an und tiberpriife, dass
die Diskriminanten iibereinstimmen.

Aufgabe 18.11. Man gebe ein Beispiel fiir einen Dedekindbereich, wo jeder
Restklassenring # 0 unendlich ist, und fiir einen Dedekindbereich, der einen
Korper enthélt und wo alle echten Restklassenringe endlich sind.

Aufgabe 18.12. Es sei R ein noetherscher, kommutativer Ring. Zeige, dass
dann auch jeder Restklassenring R/a noethersch ist.
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Aufgabe 18.13. Es sei K ein Korper und sei
K[X,, n €N]

der Polynomring {iber K in unendlich vielen Variablen. Man beschreibe dar-
in ein nicht endlich erzeugtes Ideal und eine unendliche, echt aufsteigende
Idealkette.

Die folgenden Aufgaben benutzen das Produkt von Idealen.

Zu zwei Idealen a und b in einem kommutativen Ring wird das Produkt durch
ab = {a1by + agby + -+ - + agby | a; € a, b; € b}

definiert.

Fiir das n-fache Produkt eines Ideals a mit sich selbst schreibt man a™.

Aufgabe 18.14. Zeige, dass das Produkt von Hauptidealen wieder ein
Hauptideal ist.

Aufgabe 18.15. Es seien a,b C R Ideale in einem kommutativen Ring R.
Zeige, dass die Beziehung

a-bCanb
gilt.

Aufgabe 18.16. Es sei a C R ein Ideal in einem kommutativen Ring R.
Zeige, dass die Potenzen a”, n € N, alle dasselbe Radikal besitzen.

Aufgabe 18.17. Es seien I und J Ideale in einem kommutativen Ring R
und sei n € N. Zeige die Gleichheit

I+ D) =T+ T+ 2P e A P2 L 4 T

Aufgabe 18.18. Es sei K ein Korper. Wir betrachten in K[X, Y] die beiden
Primideale

p=K) cXY)=m
Zeige, dass es kein Ideal a mit
p=am

gibt.
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Es sei

p: A— B
ein Ringhomomorphismus zwischen den kommutativen Ringen A und B. Zu
einem Ideal a C A nennt man das von ¢(a) erzeugte Ideal das Erweiterungs-
ideal von a unter . Es wird mit aB bezeichnet.

Aufgabe 18.19. Es sei

p: A— B
ein Ringhomomorphismus und es seien a;, a; Ideale in A. Beweise fiir die
Erweiterungsideale die Gleichheiten

(Cll + CIQ)B = mB+aB

und
(Cll : Clg)B = (CllB) . (CIQB).

AUFGABEN ZUM ABGEBEN

Aufgabe 18.20. (5 Punkte)

Es sei R = Z[X]/(X*+ X3 4+ X? + X + 1). Bestimme die Primideale in R,
die iiber den Primzahlen p = 2,3,5,7 liegen.

Aufgabe 18.21. (3 Punkte)
Es sei p eine Primzahl. Betrachte die endliche Korpererweiterung
Q C L = QX]/(X®~p)
vom Grad 3. Sei f = aX?+bX +c¢ € L ein Element davon mit a,b,c € Q.

Berechne das Minimalpolynom von f und man gebe die Koeffizienten davon
explizit an. Bestimme insbesondere die Norm und die Spur von f.

Welche Bedingungen an a, b, ¢ ergeben sich aus der Voraussetzung, dass f
ganz iiber 7Z ist?

Aufgabe 18.22. (3 Punkte)

Es sei R ein Dedekindbereich und seien p und q verschiedene Primideale # 0.
Dann gibt es einen Ringisomorphismus

R/pNnqg— R/p x R/q.

Aufgabe 18.23. (4 Punkte)

Es sei R ein Dedekindbereich und seien p und q zwei verschiedene Primideale.
Dann ist

pNg=p-q.
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Aufgabe 18.24. (4 Punkte)

Zeige: Ein kommutativer Ring R ist genau dann noethersch, wenn es in R
keine unendliche echt aufsteigende Idealkette

a C ap Cag C ...

gibt.

19. VORLESUNG - ENDLICHE KORPER

Wir haben zuletzt gesehen, dass ein Zahlbereich, d.h. der Ring der ganzen
Zahlen in einer endlichen Korpererweiterung L von Q, stets ein sogenannter
Dedekindbereich ist. Dariiber hinaus gilt auch die folgende Aussage.

Satz 19.1. Hauptidealbereiche sind Dedekindbereiche.

Beweis. Die Normalitét folgt aus Satz 3.7 und Satz 17.12. Die Eigenschaft
noethersch folgt, da in einem Hauptidealbereich jedes Ideal sogar von einem
Element erzeugt wird. Die Maximalitit der von 0 verschiedenen Primideale
folgt aus Satz 3.12. U

Definition 19.2. Es sei R der Zahlbereich zur endlichen Kérpererweiterung
Q C L. Dann nennt man die Diskriminante einer Ganzheitsbasis von R die
Diskriminante von R (und die Diskriminante von L).

Die Diskriminante eines Zahlbereichs (oder eines Zahlkorpers) ist eine wohl-
definierte ganze Zahl. Nach Definition ist die Diskriminante so gewihlt, dass
sie betragsméaflig minimal unter allen Diskriminanten zu Z-Basen aus R ist.
Zwei solche Diskriminanten unterscheiden sich um ein Quadrat einer Einheit
aus Z, so dass auch das Vorzeichen wohldefiniert ist.

Wir wollen uns im weiteren Verlauf der Vorlesung mit Ringerweiterungen
Z C R, wo R der Ring der ganzen Zahlen in einem Erweiterungskorper von
Q ist, beschiéftigen, insbesondere mit quadratischen Erweiterungen. Was bei
einer solchen Erweiterung mit einer (gewohnlichen) Primzahl p passiert, also
ob sie in R ein Primelement bleibt oder nicht und welche Primideale aus p
iiber p liegen, kann man weitgehend ,,modulo® p bestimmen.

Ist z. B. R durch ein in Z[X] irreduzibles Polynom F' gegeben, also R =
Z[X]/(F), so wird die ,Faser® (diese Terminologie ldsst sich genauer be-

griinden) iiber p durch den Restklassenring (Z/(p))[X]/(F') beschrieben (den

wir auch den Faserring iiber p nennen), wobei F' bedeutet, dass man jeden
Koeffizient von F' (der ja eine ganze Zahl ist) durch seine Restklasse in Z/(p)
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ersetzt. Dabei kann natiirlich die Irreduzibilitdt des Polynoms verloren ge-
hen, und dies beschreibt wichtige Figenschaften von p in R. Man beachte
hierbei die Isomorphie

R/pR = (Z/(p))[X]/(F),

die auf allgemeinen Gesetzen fiir Ideale beruht. Sie besagt insbesondere, dass
p ein Primelement in R genau dann ist, wenn F irreduzibel in (Z/(p))[X] ist.
Insgesamt liegt eine endliche Erweiterung

Z/(p) € (Z/(p))[X]/(F)

vor. Dabei sind beide Ringe endlich (besitzen also nur endlich viele Elemen-
te), und links steht ein endlicher Korper, sodass die Erweiterung also sofort
ein Vektorraum ist (der selbst ein Korper sein kann, aber nicht muss) und
eine gewisse Dimension besitzt (nimlich den Grad von F).

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns allgemein mit endlichen Ringen
und vor allem mit endlichen Korpern.

ENDLICHE KORPER

Wir erinnern kurz an die Charakteristik eines Ringes. Zu jedem kommuta-
tiven Ring gibt es den kanonischen Ringhomomorphismus ¢: Z — R, und
der Kern davon ist ein Ideal a in Z und hat daher die Form a = (n) mit
einem eindeutig bestimmten n > 0. Diese Zahl nennt man die Charakteristik
von R. Ist R ein Korper, so ist dieser Kern ein Primideal, also a = 0 oder
a = (p) mit einer Primzahl p. Man spricht von Charakteristik 0 oder von po-
sitiver Charakteristik p > 0. Jeder Korper umfasst einen kleinsten Korper,
das ist der Korper der rationalen Zahlen Q bei Charakteristik 0 oder Z/(p)
bei Charakteristik p.

Wir erinnern ferner an den Begriff des Frobeniushomomorphismus (siehe Auf-
gabe 4.18): Fiir einen Ring R der Charakteristik p (p eine Primzahl) ist die
Abbildung R — R, f — fP, ein Ringhomomorphismus.

Wir haben bereits die endlichen Primkorper Z/(p) zu einer Primzahl p ken-
nengelernt. Sie besitzen p Elemente, und ein Korper besitzt genau dann die
Charakteristik p, wenn er diesen Primkorper enthélt.

Lemma 19.3. Es sei K ein endlicher Kérper. Dann besitzt K genau p"
Elemente, wobei p eine Primzahl ist und n > 1.

Beweis. Der endliche Koérper kann nicht die Charakteristik 0 besitzen, und als
Charakteristik eines Korpers kommt ansonsten nach Lemma 13.5 (Elemente
der Algebra (Osnabriick 2024-2025)) nur eine Primzahl in Frage. Diese sei
mit p bezeichnet. Das bedeutet, dass K den Korper Z/(p) enthilt. Damit
ist aber K ein Vektorraum iiber Z/(p), und zwar, da K endlich ist, von
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endlicher Dimension. Es sei n die Dimension, n > 1. Dann hat man eine
Z/(p)-Vektorraumisomorphie

K = (2/(p)"
und somit besitzt K gerade p™ Elemente. U

Die vorstehende Aussage gilt allgemeiner fiir endliche Ringe, die einen Korper
enthalten.

Endliche Kérper der Anzahl p™ konstruiert man, indem man in (Z/(p))[X] ein
irreduzibles Polynom vom Grad n findet. Ob ein gegebenes Polynom irredu-
zibel ist ldsst sich dabei grundsétzlich in endlich vielen Schritten entscheiden,
da es ja zu jedem kleineren Grad iiberhaupt nur endlich viele Polynome gibt,
die als Teiler in Frage kommen kénnen. Zur Konstruktion von einigen kleinen
endlichen Korpern siehe die Aufgabe 19.7.

e

Lemma 19.4. Es sei K ein Korper der Charakteristik p, es sei ¢ = p°,
e > 1. Es ses

M ={ze K |z!=uzx}.

Dann ist M ein Unterkorper von K.

Beweis. Zunéchst gilt fiir jedes Element z € Z/(p) C K, dass

P = (x"’)pe*1 = = =2

ist, wobei wir wiederholt den kleinen Fermat benutzt haben. Insbesondere ist
also 0,1,—1 € M. Es ist 22 = F°(z) und der Frobeniushomomorphismus

F: K— K,z 2P,

ist ein Ringhomomorphismus nach Aufgabe 4.18. Daher ist fiir x,y € M
einerseits

(x+y)! = F(r+y) = F(r) + F(y) = 2" +y? = v +y
und andererseits

(zy)? = a%y* = zy.
Ferner gilt fiir x € M, x # 0, die Gleichheit

()" = @) =3
sodass auch das Inverse zu M gehort und in der Tat ein Korper vorliegt. [

Lemma 19.5. Es sei K ein Korper der Charakteristik p > 0, sei ¢ = p°,
e > 1. Das Polynom X9 — X zerfalle iiber K in Linearfaktoren. Dann ist

M={zxeK|z!=uz}

ein Unterkorper von K mit ¢ Elementen.
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Beweis. Nach Lemma 19.4 ist M ein Unterkorper von K, und nach Satz 5.1

besitzt er hochstens ¢ Elemente. Es ist also zu zeigen, dass ' = X7 — X
keine mehrfache Nullstellen hat. Dies folgt aber aus der formalen Ableitung
F'" = —1 und Aufgabe 15.27. 0

Wenn es also einen Erweiterungskorper Z/(p) C K gibt, iiber dem das
Polynom X% — X in Linearfaktoren zerfillt, so hat man bereits einen Kérper
mit ¢ Elementen gefunden. Es gibt aber generell zu jedem Korper und jedem
Polynom einen Erweiterungskorper, iiber dem das Polynom in Linearfaktoren
zerfillt.

Lemma 19.6. Es sei K ein Korper und F ein Polynom aus K[X]|. Dann gibt
es einen Erweiterungskorper K C L derart, dass F tber L in Linearfaktoren
zerfdllt.

Beweis. Es sei F' = P; --- P, die Zerlegung in Primpolynome in K[X], und
sei P; nicht linear. Dann ist

K — K[Y]/(P(Y)) = K’

eine Korpererweiterung von K nach Satz 3.12. Wegen P, (Y) = 0 in K’ ist
die Restklasse y von Y in K’ eine Nullstelle von P;. Daher gilt nach Lemma
19.8 (Lineare Algebra (Osnabriick 2024-2025)) in K'[X] die Faktorisierung
P, = (X —y)P, wobei P einen kleineren Grad als P, hat. Das Polynom F
hat also iiber K’ mindestens einen Linearfaktor mehr als iiber K. Induktive
Anwendung von dieser Konstruktion liefert eine Kette von Erweiterungen
K ¢ K' ¢ K" c ..., die stationidr wird, sobald F' in Linearfaktoren
zerfallt. U

Satz 19.7. Es sei p eine Primzahl und e € N,. Dann gibt es bis auf Iso-
morphie genau einen Kdorper mit ¢ = p° Elementen.

Beweis. Existenz. Wir wenden Lemma 19.6 auf den Grundkérper Z/(p) und
das Polynom X% — X an und erhalten einen Korper L der Charakteristik p,
iiber dem X7 — X in Linearfaktoren zerfillt. Nach Lemma 19.5 gibt es dann
einen Unterkorper M von L, der aus genau ¢ Elementen besteht.

Eindeutigkeit. Es seien K und L zwei Korper mit ¢ Elementen. Es sei
x € K* ein primitives Element, das nach Satz 5.2 existiert. Daher ist
K = 7Z/(p)[X]/(F), wobei F' € Z/(p)[X] das Minimalpolynom von z € K
ist. Da K* die Ordnung ¢ — 1 besitzt, gilt fiir jede Einheit 297! = 1 und
damit iiberhaupt z¢ = z fiir alle 2 € K. D.h., dass jedes Element von K
eine Nullstelle von X7 — X ist und dass daher X? — X iiber K in Linearfak-
toren zerféllt. Da insbesondere ¢ — x = 0 ist, muss das Minimalpolynom
F ein Teiler von X% — X sein, also X? — X = F - G. Nun zerfillt (aus
den gleichen Griinden) das Polynom X9 — X auch iiber L und insbesondere
hat F' eine Nullstelle A € L. Der Einsetzungshomomorphismus liefert einen
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Ringhomomorphismus
K =7/(p)X]/(F) — L.

Da beides Korper sind, muss dieser injektiv sein. Da links und rechts jeweils
g-elementige Mengen stehen, muss er auch surjektiv sein. U

Notation 19.8. Es sei p eine Primzahl und e € N,. Der aufgrund von Satz
19.7 bis auf Isomorphie eindeutig bestimmte endliche Kérper mit ¢ = p°
Elementen wird mit

F

q
bezeichnet.

QUADRATISCHE RINGERWEITERUNGEN UBER EINEM KORPER

Die quadratischen Erweiterungen eines Korpers kann man wie folgt charak-
terisieren.

Lemma 19.9. Es sei K ein Kérper und K C L eine Ringerweiterung vom
Grad zwei. Dann gibt es die folgenden drei Mdglichkeiten:

(1) L ist ein Korper.
(2) L ist von der Form L = K]|e]/é.
(8) L ist der Produktring L = K x K.

Beweis. Nach Voraussetzung ist L ein zweidimensionaler K-Vektorraum. Wir
konnen das Element 1 € K C L zu einer K-Basis 1,u von L ergénzen (mit
u ¢ K). Wegen u? € L hat man eine Darstellung

u? = au—+b

mit eindeutig bestimmten Elementen a,b € K. Damit ist L isomorph zum
Restklassenring L = K[U]/(U? — aU — b). Ist das Polynom P = U? —
aU — b irreduzibel iiber K, so ist L ein Korper und wir sind im ersten Fall.
Andernfalls gibt es eine Zerlegung P = (U — ¢)(U — d) mit ¢,d € K. Bei
¢ = d kann man die Restklasse von U — ¢ (also u — ¢) als € bezeichnen und
man ist im zweiten Fall, da ja €2 = 0 gilt. Es sei also ¢ # d vorausgesetzt.
Dann induzieren die beiden K-Algebrahomomorphismen ¢,: L — K, u +— ¢,
und ¢o: L — K, u — d, einen Homomorphismus

p=@1 Xpy: L — K X K.
Dieser ist surjektiv, da ¢(1) = (1,1) und
p(u) = (c,d)
ist und diese Bildvektoren linear unabhéngig iiber K sind, also eine Basis von

K x K bilden. Damit ist ¢ aber auch injektiv und es liegt eine Isomorphie
wie im dritten Fall behauptet vor. U



171

19. ARBEITSBLATT

UBUNGSAUFGABEN

Aufgabe 19.1. Konstruiere einen Korper Fg mit 9 Elementen.

Aufgabe 19.2. Bestimme in Fy fiir jedes Element # 0 die multiplikative
Ordnung. Man gebe insbesondere die primitiven Einheiten an.

Aufgabe 19.3. Es sei p eine Primzahl und F ein Kérper mit p? Elementen.
Welche Ringhomomorphismen zwischen Z/(p?) und F gibt es? Man betrachte
beide Richtungen.

Aufgabe 19.4. Es sei K ein Korper der positiven Charakteristik p. Sei
F': K — K der Frobeniushomomorphismus. Zeige, dass genau die Elemente
aus Z/(p) invariant unter F sind.

Aufgabe 19.5. Es sei K ein Korper der positiven Charakteristik p. Sei
o=F: K — K, 2 +— a2

die e-te Iteration des Frobeniushomomorphismus. Zeige, dass es maximal p®
Elemente gibt, die unter ¢ invariant sind, und dass diese Elemente einen
Unterkorper von K bilden.

Aufgabe 19.6. Gehe zur Seite
Endliche Kérper/Nicht Primkorper/Einige Operationstafeln

und erstelle fiir einen der dort angegebenen Korper Additions- und Multipli-
kationstafeln.

Aufgabe 19.7.  Konstruiere endliche Korper mit
4,8,9,16,25,27,32,49,64,81,121, 125 und 128 Elementen.

Aufgabe 19.8. Es sei K C L eine Korpererweiterung von endlichen
Korpern. Zeige, dass dies eine einfache Korpererweiterung ist.

Aufgabe 19.9. (a) Zeige, dass durch
K = Z/([T]/(T° - 2)

ein Koérper mit 343 Elementen gegeben ist.
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(b) Berechne in K das Produkt (7% + 2T + 4)(27% + 5).
(c) Berechne das (multiplikativ) Inverse zu T + 1.

Aufgabe 19.10. (a) Bestimme die Primfaktorzerlegung des Polynoms
F=X+X+2inZ/(5)[X].
(b) Zeige, dass durch

K = 2/(5)[T]/(T° - 2)

ein Korper mit 25 Elementen gegeben ist.
(c) Bestimmen die Primfaktorzerlegung von F' = X3+ X + 2 iiber K =
Z/(5)[T)(T? = 2).

Aufgabe 19.11. Bestimme die Matrix des Frobeniushomomorphismus
d: IF49 — IF49

beziiglich einer geeigneten F;-Basis von Fyg.

Aufgabe 19.12. Es sei [, ein endlicher Korper der Charakteristik ungleich
2. Zeige unter Verwendung der Isomorphiesétze, dass genau die Hélfte der
Elemente aus F ein Quadrat in F, ist.

Aufgabe 19.13. Formuliere und beweise eine Version des Eulerschen Kri-
teriums fiir beliebige endliche Kérper.

Aufgabe 19.14. Es sei K ein endlicher Koérper der Charakteristik p # 2.

(a) Zeige, dass es in K Elemente gibt, die keine Quadratwurzel besitzen.
(b) Zeige, dass es eine endliche nichttriviale Kérpererweiterung K C L
vom Grad zwei gibt.

Aufgabe 19.15. Es sei p eine Primzahl und ¢ = p", n > 2. Zeige, dass
Z/(p"™) kein Vektorraum iiber Z/(p) sein kann.

Aufgabe 19.16. Betrachte die kommutativen Ringe Z/(13), Z/(169) und
Fi69. Bestimme alle Ringhomomorphismen zwischen diesen drei Ringen.

Aufgabe 19.17. Man gebe eine vollstédndige Liste aller kommutativer Ringe
mit 6 Elementen.
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Aufgabe 19.18. Es sei R ein Zahlbereich und es sei p # 0 ein Primideal.
Zeige, dass die Norm von p eine echte Primzahlpotenz ist.

Aufgabe 19.19. Es sei p eine Primzahl, ¢ = p® mit e > 1 und sei F, der
Korper mit g Elementen und R = F,[X] der Polynomring dariiber. Zeige,
dass jeder Restklassenring R/a zu einem Ideal a # 0 endlich ist.

Aufgabe 19.20. Bestimme alle Losungen der Gleichung
4y oy =1
fiir die Korper K = Fo, F; und Fg.

Aufgabe 19.21. Es sei K ein endlicher Korper mit ¢ Elementen.

(1) Zeige, dass die Polynomfunktionen
V4 K — K, x —> 2%,

mit 0 < d < ¢ linear unabhéngig sind.
(2) Zeige, dass die Exponentialfunktionen

Up: K — K, x — b,

mit 0 < b < ¢ linear unabhéngig sind.

AUFGABEN ZUM ABGEBEN

Aufgabe 19.22. (3 Punkte)

Es sei R ein Zahlbereich und sei fi,...,f, € R eine Z-Basis von R mit
Diskriminante

ANG T A
Es sei h € R. Zeige, dass hfi,...,hf, eine Z-Basis des Hauptideals (h)
bildet und dass gilt:

min{|A(by,...,b,)| : (b1,...,b,) Z-Basis von (h)} = N(h)* |A(f1, ..., fn)| .

Aufgabe 19.23. (3 Punkte)

Finde moglichst viele (nicht isomorphe) kommutative Ringe mit vier Ele-
menten. Beweise, dass die Liste vollstdndig ist.

Aufgabe 19.24. (4 Punkte)

Es sei p eine Primzahl und e,d € N,. Zeige: F,q ist genau dann ein Un-
terkorper von Fpe, wenn e ein Vielfaches von d ist.
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Aufgabe 19.25. (4 Punkte)

Sei g eine echte Primzahlpotenz und I, der zugehdrige endliche Korper. Zeige,
dass in F2 jedes Element aus I, ein Quadrat ist.

Aufgabe 19.26. (7 Punkte)

Es sei K ein Korper und K C L eine Ringerweiterung vom Grad drei.
Klassifiziere die moglichen Typen von L, dhnlich wie in Lemma 19.9.

20. VORLESUNG - (QUADRATISCHE ZAHLBEREICHE
QUADRATISCHE ZAHLBEREICHE

Definition 20.1. Ein quadratischer Zahlbereich ist der Ring der ganzen Zah-
len in einem Erweiterungskorper von Q vom Grad 2.

Quadratische Zahlbereiche sind zwar die einfachsten Zahlbereiche, sind aber
keineswegs einfach, sondern zeigen bereits die Reichhaltigkeit der algebrai-
schen Zahlentheorie.

Definition 20.2. Eine ganze Zahl heifit quadratfrei, wenn jeder Primfaktor
von ihr nur mit einem einfachen Exponenten vorkommt.

Notation 20.3. Zu einer quadratfreien Zahl D # 0,1 bezeichnet man den
zugehorigen quadratischen Zahlbereich, also den Ring der ganzen Zahlen in
Q[v/D], mit

AD .

Eine quadratische Koérpererweiterung der rationalen Zahlen wird durch ein
normiertes irreduzibles Polynom beschrieben, das man durch quadratisches
Erginzen auf die Form X2 — ¢ bringen kann. Durch Multiplikation mit einem
Quadrat (siehe Aufgabe 7.2) kann man ¢ durch eine quadratfreie ganze Zahl
ersetzen. Die quadratische Korpererweiterung kann man als Q = Q[v/D] mit
einer quadratfreien Zahl D # 0,1 ansetzen. Ein grofler Unterschied besteht
je nachdem, ob D positiv oder negativ ist. Im positiven Fall ist v/D eine
reelle irrationale Zahl, im negativen Fall handelt es sich um eine imaginére
Zahl. Man definiert:

Definition 20.4. Es sei D # 0,1 quadratfrei und sei Ap der zugehorige
quadratische Zahlbereich. Dann heifit Ap reell-quadratisch, wenn D positiv
ist, und tmagindr-quadratisch, wenn D negativ ist.
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Definition 20.5. Es sei D # 0, 1 eine quadratfreie Zahl und sei Q[v/D] die
zugehorige quadratische Korpererweiterung und Ap der zugehorige quadra-
tische Zahlbereich. Dann wird der Automorphismus (auf Q[v/D], auf Z[v/D]

und auf Ap)
a+b/D— a—bVD
als Konjugation bezeichnet.

Wir bezeichnen die Konjugation von z mit Z.

Bemerkung 20.6. Im imaginér-quadratischen Fall, wenn also D < 0 ist,
so ist VD = iv/—D mit v/—D reell. Die Konjugation schickt dies dann auf
—vV/D = —iy/—D, sodass diese Konjugation mit der komplexen Konjugation
iibereinstimmt. Im reell-quadratischen Fall allerdings hat die Konjugation
VD — —+/D nichts mit der komplexen Konjugation zu tun.

Bemerkung 20.7. Bei einer endlichen Kérpererweiterung K C L werden
Norm und Spur eines Elementes x € L iiber die Determinante und die Spur
der Multiplikationsabbildung f: L — L definiert. Im Fall einer quadrati-
schen Erweiterung

Q c QVD]
sind diese beiden Invarianten einfach zu berechnen: Da 1 und v/D eine Q-
Basis bilden, ist 2 = a+byv/D und damit ist die Multiplikationsmatrix durch

a bD
b a
gegeben. Somit ist

N(z) = > —¥’D = (a4 bVD)(a—bV/D) = 2z
und

S(2) = 2a = (a+bVD) + (a—bVD) = 2 +=.

Lemma 20.8. FEs sei Q C L eine quadratische Korpererweiterung und f €
L. Dann ist f genau dann ganz iiber Z, wenn sowohl die Norm als auch die
Spur von f zu Z gehiren.

Beweis. Dies folgt aus Satz 18.6, aus Satz 15.15, und aus der Gestalt des
Minimalpolynoms (nimlich gleich f2 — S(f)f + N(f), falls f ¢ Q) im qua-
dratischen Fall. O

Wir kommen zur expliziten Beschreibung eines quadratischen Zahlbereiches.

Satz 20.9. Es sei D # 0,1 eine quadratfreie Zahl und Ap der zugehdorige
quadratische Zahlbereich. Dann gilt

Ap = Z[VD], wenn D =2,3 mod 4

1++vD
2

und

Ap =7 ], wenn D=1 mod 4.
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Beweis. Es sei ¢ € Ap gegeben, z = a+bvD, a,b € Q. Aus Lemma 20.8
folgt
N(z)=a*> - Db* € Zund S(z) =2a € Z.

Aus der zweiten Gleichung folgt, dassa = 3
teilerfremd, s > 1. Die erste Gleichung wird dann zu (%)2—D(§)2 =kecZ
bzw. n? — 4D(£)2 = 4k. Dies bedeutet, da r und s teilerfremd sind, dass
4D von s? geteilt wird. Da ferner D quadratfrei ist, folgt, dass s = 1 oder
s = 2 ist. Im ersten Fall ist n ein Vielfaches von 2 (da n? ein Vielfaches von

4 ist), sodass © € Z[v/D] ist.
Es sei also s = 2, was zur Bedingung

n? — Dr? = 4k

mitn € Zist. Seib = = mitr, s

fithrt. Wir betrachten diese Gleichung modulo 4. Bei n und r gerade ist
© € Z[V/D]. Die einzigen Quadrate in Z/(4) sind 0 und 1, sodass fiir D = 2,3
mod 4 keine weitere Losung existiert. Fiir D = 1 mod 4 hingegen gibt es
auch noch die Losung n = 1 mod 2 und » = 1 mod 2, also n und r beide
ungerade. Diese Losungen gehoren alle zu Z[%ﬁ].

Die umgekehrte Inklusion Z[v'D] C Ap ist klar, sei also D = 1 mod 4.

Dann ist aber

2
<1+\/ﬁ> 1+vVD 1+D+2yD-2-2/D D—1

Z
2 2 4 4 €%

und dabei ist % eine ganze Zahl, sodass dies sofort eine Ganzheitsgleichung
iiber Z ergibt. Il

In den im vorstehenden Satz beschriebenen Fillen kann man jeweils den Ring
der ganzen Zahlen durch eine Variable und eine Gleichung beschreiben. Fiir
D = 2,3 mod 4 ist

Ap = ZVD] = Z[X]/(X?— D).
Fiir
D =1 mod4
setzt man hiufig w = %ﬁ fiir den Algebra-Erzeuger. Dieser Erzeuger

erfiillt w? — w — % = 0. Wir haben also
D -1
AD = Z[w]/<w2—w— T)

Wir werden héufiger in beiden Féllen diese Ganzheitsbasis 1, w nennen, mit
w = VD im ersten Fall und

im zweiten Fall.
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Lemma 20.10. Es sei D # 0,1 eine quadratfreie Zahl und Ap der zugehori-
ge quadratische Zahlbereich. Dann ist die Diskriminante von Ap gleich

AN =4D, wenn D =2,3 mod 4

und
A=D, wenn D=1 mod4.

Beweis. Tm Fall D = 2,3 mod 4 ist nach Satz 20.9 Ap = Z[X]/(X? — D)
und daher bilden 1 und X eine Ganzheitsbasis. Die moglichen Produkte zu
dieser Basis sind in Matrixschreibweise

(x )

Wendet man darauf komponentenweise die Spur an so erhélt man

2 0
0 2D
und die Determinante davon ist 4D.

Im Fall D = 1 mod 4 ist hingegen

Ao = 2ol (w? — - 212

und eine Ganzheitsbasis ist 1 und w. Die Matrix der Basisprodukte ist dann

1 w
ww~l—%'

Wendet man darauf die Spur an (die Spur von w ist 1), so erhdlt man

<2 1 >

D—1
I 1+ 5=
und die Determinante davon ist

D -1
2(1+T)—1:2+D—1—1:D.

PRIMIDEALE IN QUADRATISCHEN ZAHLBEREICHEN

Bemerkung 20.11. Das Verhalten von Primzahlen in einer quadratischen
Erweiterung lésst sich aus der oben erzielten Beschreibung mit Gleichungen
erhalten.

Generell wird bei R = Z[X]/(F) das Verhalten von p in R durch
(Z/(p))[X]/(F) beschrieben, wobei F' bedeutet, dass die ganzzahligen Ko-
effizienten durch ihre Restklasse modulo p ersetzt werden. Wir nennen den
Ring

R/(p) = Z/(p)X]/(F) = Z[X](p, F)
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den Faserring iiber p.

Bei D = 2,3 mod 4 hat man einfach
R/(p) = Z/(p)[X]/(X* - D),

wobei man D durch D mod p ersetzen kann. Die prinzipiellen Moglichkeiten
werden in Lemma 19.9 beschrieben. Ob iiber p ein oder zwei Primideale liegen
héngt davon ab, ob D ein Quadratrest modulo p ist und ob p ungerade ist,
und p ist prim genau dann, wenn D kein Quadratrest modulo p ist.

Bei D = 1 mod 4 hat man

R/ = 2/l — - P ).

Ist p ungerade, so ist 2 eine Einheit in Z/(p) und man kann quadratisch
ergdnzen. Dann ist

) D-1 N> 1 D-1 1\* D
CorrT W) T V) T

Der Faserring hat daher die Form Z/(p)[Y]/(Y? — £) und nach Multiplika-
tion der Gleichung mit der Einheit 4 kann man dies als Z/(p)[Z]/(Z* — D)
schreiben, sodass es wieder darum geht, ob D ein Quadratrest modulo p ist.

Ist hingegen p = 2, so schreibt sich die Gleichung als w? +w +c, wobei ¢ = 1
ist, wenn D = 5 mod 8 ist, und ¢ = 0, wenn D = 1 mod 8. Im ersten
Fall ist die Gleichung irreduzibel iiber Z/(2) und 2 ist prim in R, im zweiten
Fall ist die Gleichung reduzibel und 2 zerféllt in zwei Primideale.

Damit konnen wir entscheiden, wie viele Primideale in Ap iiber einer Prim-
zahl p liegen. Wir wollen dariiber hinaus genau beschreiben, wie das Zerle-
gungsverhalten einer Primzahl in einer quadratischen Erweiterung aussieht,
und beginnen mit der Situation, wo p die Diskriminante teilt.

Lemma 20.12. Es sei D # 0,1 eine quadratfreie Zahl und Ap der zugehdri-
ge quadratische Zahlbereich. Die Primzahl p sei ein Teiler der Diskriminante
A von Ap. Dann gibt es oberhalb von p genau ein Primideal p und es ist

p* = (p)Ap.

Beweis. Es sei zunédchst D = 2,3 mod 4, sodass A = 4D nach Lemma
20.10 ist und als Primteiler p der Diskriminante 2 und die Teiler von D in
Frage kommen. Es ist

Ap/(p) = (Z[X]/(X* = D)/(p)) = (Z/(p))IX]/(X* = D).

Bei p| D steht hier (Z/(p))[X]/(X?) und dieser Ring hat das einzige Primideal
(X) mit X? = 0. Diesem Primideal entspricht in Ap das Primideal p =
(p, X). Es ist p> = (p). Einerseits gilt fiir f € p? im Faserring modulo
p die Beziechung f € (X?) = 0, woraus f € (p) folgt. Andererseits ist
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X? = D = up (in Ap) mit u € Z. Da D quadratfrei ist, ist u teilerfremd
zu p und daher kann man mit 1 = ru + sp schreiben

p = p(ru+sp) = rup+sp® = rX* +sp* € p*.
Bei p = 2 gilt in Z/(2)[X] die Beziehung (X — D)? = X?> - D? = X% - D,
sodass eine analoge Situation vorliegt.

Es sei jetzt D = 1 mod 4 und sei p ein Primteiler von A = D. Es ist

Ao/@) = (2l (-0 277) ) /)

— @@l (-0 2.

Da D ungerade ist, ist 2 eine Einheit in Z/(p), sodass man die Gleichung
modulo p als

N> 1 D-1 1\° D 1\’
“72) "1 T \Prz) o\
schreiben kann, sodass wieder eine analoge Situation vorliegt. U

Zu einem Ideal a bezeichnet @ das konjugierte Ideal, das aus allen konjugierten
Elementen aus a besteht.

Satz 20.13. FEs sei D # 0,1 eine quadratfreie Zahl und Ap der zugehorige
quadratische Zahlbereich. Dann gibt es fiir eine Primzahl p die folgenden drei
Méglichkeiten:

(1) p ist prim in Ap.
(2) Es gibt ein Primideal p in Ap derart, dass (p) = p? ist.
(8) Es gibt ein Primideal p in Ap derart, dass (p) = pp mit p # p ist.

Beweis. Es sei R = Ap. Wir betrachten den Restklassenring L = R/(p),
der eine quadratische Erweiterung des Korpers Z/(p) ist. Damit gibt es nach
Lemma 19.9 die drei Moglichkeiten:

(1) L ist ein Korper.
(2) L ist von der Form L = Z/(p)[e]/¢>.
(3) L ist der Produktring L = Z/(p) x Z/(p).

Im ersten Fall ist p ein Primelement in R. Im zweiten Fall besitzt L genau
einen Restklassenkorper als einzigen nicht-trivialen Restklassenring, ndmlich
Z/(p). Nach der in Aufgabe 9.9 bewiesenen Korrespondenz gibt es also ge-
nau ein Primideal p mit (p) C p (das dem Ideal (¢) im Restklassenring
entspricht). Dann ist p = (p, €) (wobei hier € ein Représentant in R sei) und

p*> = (p).
Im dritten Fall besitzt L zwei Restklassenkorper und damit zwei maximale

Ideale, deren Durchschnitt, das zugleich deren Produkt ist, das Nullideal ist.
Zuriickiibersetzt nach R heifit das, dass es zwei verschiedene Primideale p
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und g gibt mit (p) C p,q und mit (p) = p N q. Nach Aufgabe 18.23 ist
pNgqg = p-q. Mit (p) C p ist auch (p) C p. Wir zeigen, dass p = q ist,
d.h., dass die beiden Primideale iiber p konjugiert vorliegen. Da nach Lemma
20.12 bei p|A der zweite Fall vorliegt, wissen wir, dass p die Diskriminate
nicht teilt.

Bei D = 2,3 mod 4 ist p ungerade und D ist ein Quadratrest modulo p. Es
seien a und —a die beiden verschiedenen (!) Quadratwurzeln modulo p. Dann
werden die beiden Primideale durch (p, a & v/D) beschrieben, und diese sind
konjugiert.

Bei D = 1 mod 4 und p ungerade ist nach der Bemerkung 20.11 iiber
die explizite Beschreibung der Faserringe D wieder ein Quadratrest modulo
p. Es seien a und —a die beiden verschiedenen (!) Quadratwurzeln von D
modulo p. Dann ist w — % = +5 und daher sind die beiden Primideale gleich

(p, wta— %) = <p, “ig/ﬁ ), sodass wieder ein konjugiertes Paar vorliegt.

Bei D = 1 mod 4 und p = 2 ist nach der Bemerkung 20.11 D = 1
mod 8. Die Nullstellen des beschreibenden Polynoms sind dann 0 und 1.
Daher sind die Primideale dariiber gegeben durch (2,w) und (2,w — 1). Es

ist (2,w) = <2, @) und (2,w—1) = (2, @ — 1) = (2, ‘/52_1>, sodass

wieder ein konjugiertes Paar vorliegt.

20. ARBEITSBLATT

UBUNGSAUFGABEN

Aufgabe 20.1. Bestimme den (Isomorphietyp des) Ganzheitsringes der qua-
dratischen Korpererweiterung

QC Q[X]/(XM%X—?).

Aufgabe 20.2. Zeige, dass die Konjugation auf Q[\/E] ein Korperautomor-
phismus und auf Ap ein Ringautomorphismus ist. Zeige, dass der Invarian-
tenring gleich Q bzw. gleich 7Z ist.

Aufgabe 20.3. Es sei R ein quadratischer Zahlbereich. Zeige, dass die 1 Teil
einer Ganzheitsbasis von R ist.
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Aufgabe 20.4. Bestimme die Konjugation fiir v/D bzw. fiir w in den ver-
schiedenen expliziten Beschreibungen fiir die quadratischen Zahlbereiche.

Aufgabe 20.5. Bestimme die Spur fiir v/D bzw. fiir w in den verschiedenen
expliziten Beschreibungen fiir die quadratischen Zahlbereiche.

Aufgabe 20.6. Bestimme die Norm fiir v/D bzw. fiir w in den verschiedenen
expliziten Beschreibungen fiir die quadratischen Zahlbereiche.

Aufgabe 20.7. Es seien D und F zwei verschiedene quadratfreie Zahlen
und seien Ap und Ag die zugehorigen quadratischen Zahlbereiche. Zeige

ApNAg = 7.

Aufgabe 20.8. Bestimme ein Element aus Z[v/—11], das unter allen Nicht-
einheiten minimale Norm besitzt. Begriinde, dass dieses Element irreduzibel
ist.

Aufgabe 20.9. Essei D # 0,1 quadratfrei. Bestimme die Restklassengrup-

pe Ap/Z\VD).

Aufgabe 20.10. Es sei D eine quadratfreie Zahl mit D =1 mod 4, und sei

Ap der zugehorige quadratische Zahlbereich. Man gebe eine Ganzheitsglei-

chung fiir %ﬁ iitber Z an. Man zeige, dass es keine echten Zwischenringe

Z|VD] ¢ R C Ap gibt.

Aufgabe 20.11. Bestimme fiir die quadratischen Zahlbereiche Ap mit ne-
gativem D sdmtliche Einheiten.

Aufgabe 20.12. Fiir welche quadratfreien Zahlen mit

D=1 mod4

ist %ﬁ eine Einheit im quadratischen Zahlbereich Ap?

Aufgabe 20.13. Zeige, dassin R = Z[\/ﬂ das Element 8+3+/7 eine Einheit
ist.
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Aufgabe 20.14. Finde ein quadratfreies D derart, dass die natiirliche In-
klusion

ZIVD] € Ap
die Eigenschaft besitzt, dass es zwei verschiedene Primideale q und q' in Ap
gibt, die beide iiber dem gleichen Primideal p C Z[v/D] liegen. Was ist pNZ?

Aufgabe 20.15. Es sei R ein quadratischer Zahlbereich. Zeige, dass es nur
endlich viele Primzahlen mit der Eigenschaft gibt, dass der Faserring iiber
Z/(p) nicht reduziert ist.

Aufgabe 20.16. Es sei R ein quadratischer Zahlbereich. Zeige, dass die Kon-
jugation zu jeder Primzahl p einen Z/(p)-Algebraisomorphismus des Faser-
ringes iiber p in sich selbst induziert. Beschreibe diesen in den drei moglichen
Féllen im Sinne von Lemma 19.9 bzw. Satz 20.13.

AUFGABEN ZUM ABGEBEN

Aufgabe 20.17. (5 Punkte)

Essei D # 0,1 eine quadratfreie Zahl und betrachte die quadratische Erwei-
terung Z C Z[v/D]. Es sei p ein Primfaktor von D und es sei vorausgesetzt,
dass weder p noch —p ein Quadratrest modulo D/p ist. Dann ist p irreduzibel
in Z[+/D], aber nicht prim.

Aufgabe 20.18. (3 Punkte)

Es sei R = Z[V/7]. Bestimme die Primideale in R, die iiber p = 29 liegen
und zeige, dass es sich um Hauptideale handelt.

Aufgabe 20.19. (4 Punkte)

Es sei R = Z[v/15]. Bestimme die Primideale in R, die iiber p = 17 liegen
(man gebe Idealerzeuger an). Handelt es sich um Hauptideale?

Aufgabe 20.20. (3 Punkte)

Zeige, dass 2 im Ring Z[v/5] irreduzibel, aber nicht prim ist. Wie sicht es in
Ay aus?
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21. VORLESUNG - IDEALE IN QUADRATISCHEN ZAHLBEREICHEN
IDEALE UND IHRE NORM IN EINEM QUADRATISCHEN ZAHLBEREICH

Wir beschreiben nun die Ideale in einem quadratischen Zahlbereich genauer.
Eine Strukturtheorie ist wichtig in Hinblick auf die Endlichkeit der Klassen-
zahl. Wir wissen aufgrund von Korollar 18.9, dass jedes von 0 verschiedene
Ideal von zwei Elementen iiber Z erzeugt wird. Genauer gilt.

Satz 21.1. Es sei Ap ein quadratischer Zahlbereich mit Ganzheitsbasis 1, w
(im Sinne von Satz 20.9) und sei a ein von 0 verschiedenes Ideal in Ap.
Dann besitzt a eine Z-Basis aus zwei Elementen a und b, wobet a € N mit
(a) = ZNa und

b =a+ pw
mat
B = min{|f] : &+ fw € a, § # 0}

gewdhlt werden kann.

Beweis. Es seien a € N und b = a + fw wie im Satz beschrieben gewahlt.
Da a und f nicht 0 sind folgt, dass a und b linear unabhéngig {iber Q sind.
Es bleibt also zu zeigen, dass jedes Element & + Sw € a sich als nia + nob
mit ny,ny € Z schreiben ldasst. Es gibt eine Darstellung

d‘f‘BW = qa+ @b = qa+ o+ fw) = gra+ o+ gfw

mit ¢1,¢2 € Q. Dann ist § = ¢»3. Die Zahlen 3 und § beschreiben beide
einen w-Koeffizienten von Elementen in a, und § war betragsméfig minimal
gewahlt, sodass ¢y ganzzahlig sein muss (alle w-Koeffizienten bilden ein Ideal
in Z). Wir ziehen in der obigen Gleichung ¢2b € a ab und erhalten

qa = d—i—Bw—ng = C~Y+Bw_q2<a+ﬁw> = a — @,

und dies gehort zu ZNa. Also handelt es sich um ein ganzzahliges Vielfaches
von a und somit ist auch ¢; € Z. Il

In der soeben konstruierten Z-Basis von a kénnen wir sowohl a als auch
positiv wihlen. Der Restklassenring Ap/a ist eine endliche Erweiterung des
endlichen Ringes Z/(a), also selbst endlich. Im folgenden Diagramm sind die
beiden horizontalen Abbildungen injektiv.

Z — AD

\ \
Z/(a) — Ap/a.

Wegen der surjektiven Abbildung Ap/(a) — Ap/a und aufgrund von Korol-
lar 18.11 wissen wir, dass der Restklassenring maximal a? Elemente besitzt.
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Beispiel 21.2. Wir betrachten im quadratischen Zahlbereich R zu D = —5

das Ideal
p=(2,14++v-5).

Da es sich nicht um das Einheitsideal handelt, ist unmittelbar klar, dass
bereits eine Z-Basis im Sinne von Satz 21.1 vorliegt. Die Normen der beiden
Elemente sind

N(2) =4
und

N +vVTF) = (1+V=B)(1 - V5) = 6.

Der Restklassening ist
Asfp = As/(2,1+V=5) = Z/(2[V-5]/(1 +V=5) = Z/(2)

und besitzt zwei Elemente. Da dieser Restklassenring ein Korper ist, ist p
ein maximales Ideal.

Satz 21.3. Es sei Ap ein quadratischer Zahlbereich mit Z-Basis 1 und w
und sei a ein von Null verschiedenes Ideal in Ap. Fs sei a und b = o + Pw
eine Z-Basis (mit a, 5 positiv) wie im Satz 21.1 konstruiert. Dann werden
die Elemente im Restklassenring Ap/a eindeutig durch die Elemente

{r+sw|0<r<a, 0<s<p}

reprasentiert. Insbesondere besitzt der Restklassenring a - 3 FElemente.

Beweis. Es sei v + sw ein beliebiges Element in Ap. Durch Addition von
Vielfachen von b = a+ fw kann man erreichen, dass die zweite Komponente
zwischen 0 und § — 1 liegt. Durch Addition von Vielfachen von a kann man
dann erreichen, dass auch die erste Komponente zwischen 0 und a — 1 liegt,
ohne die zweite Komponente zu verdndern. Es wird also jede Restklasse durch
Elemente im angegebenen Bereich représentiert.

Es seien nun r 4+ sw und 7 + sw im angegebenen Bereich und angenommen,
dass sie das gleiche Element im Restklassenring représentieren. Es sei § > s.
Dann gehort die Differenz 7 — r + (5 — s)w zu a und die zweite Komponente
liegt zwischen 0 und §—1. Aufgrund der Wahl von g muss diese Komponente
0 sein. Dann ist aber 7 — r ein Vielfaches von a und wegen |7 — r| < @ muss
7 —1r = 0 sein, sodass also die beiden Elemente iibereinstimmen und der
Repréasentant eindeutig ist. Ul

Definition 21.4. Es sei D # 0,1 quadratfrei und Ap der zugehorige qua-
dratische Zahlbereich. Es sei a ein von 0 verschiedenes Ideal in Ap. Dann
nennt man die (endliche) Anzahl des Restklassenringes Ap/a die Norm von
a. Sie wird mit

N(a)
bezeichnet.

Mit der Norm lésst sich Satz 21.3 wie folgt ausdriicken.
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Korollar 21.5. Es sei Ap ein quadratischer Zahlbereich mit Z-Basis 1 und
w und sei a ein von 0 verschiedenes Ideal in Ap. Fs sei a und b = o+ fw
eine Z-Basis von a (mit a, 8 positiv) wie im Satz 21.1 konstruiert. Dann ist

N(a) = ap.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Satz 21.3. U

Korollar 21.6. FEs sei Ap ein quadratischer Zahlbereich mit Z-Basis 1 und
w und sei a ein von 0 verschiedenes Ideal in Ap. Es sei u = uy + usw und
v = vy + vow eine Z-Basis von a. Dann ist

Nmy:PaC““QW

Uy Vg

Beweis. Die Aussage ist fiir eine Z-Basis der Form a und b = a + fw, wie
sie im Satz 21.1 konstruiert wurde, richtig. Fiir eine beliebige Z-Basis u,v
gibt es eine Ubergangsmatrix M mit « = Ma und v = Mb. Dabei ist M

ganzzahlig und ihre Determinante hat den Betrag 1, sodass sich der Betrag
der Determinante der Basis nicht dndert. 0

Fiir ein Element und das davon erzeugte Hauptideal stimmen die beiden
Normbegriffe iiberein.

Satz 21.7. Es sei Ap ein quadratischer Zahlbereich und sei f # 0 ein
Element. Setze a = (f). Dann gilt N(a) = |[N(f)].

Beweis. Es sei f = fi + fow mit

VD, falls D =23 mod4,
W =
%ﬁ, falls D=1 mod 4.

Die Norm von f ist dann

N(f)

f
f1+f2\/E> <f1—f2\/5> = f2 - f3D, falls D =2,3 mod 4,
f1+%f2+%5) <f1+%f2—@) = (fl—i-%fQ)Q—fI%D, falls D=1 mod 4.

Wir berechnen nun die Norm des von [ erzeugten Ideals a = (f) mit Hil-
fe von Korollar 21.6. Eine Z-Basis des Ideals ist offenbar durch f und fw
gegeben, wobei
D falls D =2,3 d4
fCL) — f1w+f2w2 — sz_T flwﬂ alls 9 mo 9
for =+ (fi+ fo)w, falls D=1 mod 4

ist. Im ersten Fall haben wir

D
o (0 5P)] = 172 #m)
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und im zweiten Fall ist
fi B
det 4
¢ (f2 Ji+ fa
1 1
fi+ fifa+ Zf22 - Zf22D

was mit den obigen Ergebnissen iibereinstimmt. O

Beispiel 21.8. Wir betrachten im quadratischen Zahlbereich Rzu D = —5

das Ideal

p = (2,1+V=5).
Wir behaupten, dass es kein Hauptideal ist und verwenden dabei, dass die
Norm dieses Ideals nach Beispiel 21.2 gleich 2 ist. Ware ndmlich p = (f)
mit einem f € R, so miisste nach Satz 21.7 auch

IN(I =2
gelten. Allerdings ist die Norm von f = a + by/=5 gleich N(f) = a® + 5b

und dies kann nicht gleich 2 sein.

Beispiel 21.9. Wir betrachten im quadratischen Zahlbereich R zu D = —5
das Ideal p = (2,1 + +/=5), das nach Beispiel 21.8 kein Hauptideal ist.
Es sei S der ganze Abschluss von R (oder von Z) im Erweiterungskorper
L = Q[v/=5,+/2] vom Grad vier iiber Q. Wir haben also eine Kette

Z CRCS
von Zahlbereichen. Wir behaupten, dass das Erweiterungsideal

pS = (2,1+V=5)S

ein Hauptideal in S ist, und zwar behaupten wir, dass v/2 ein Idealerzeu-

ger davon ist. Dazu betrachten wir zunéchst das rationale Element z =
ﬂ+\/2§'*/?5 = Hﬁ € L. Wegen

2 <\/§+\/§-\/—_5>2 _2-2.5+4V75 _ eV TFen

filfi+ fa) — fg%’

Y

2 4 N

erfilllt z eine Ganzheitsgleichung iiber R und gehort somit zu S (ebenso,
wenn im Zahler ein Minuszeichen steht). Die Gleichheit

pS = (v2)

folgt einerseits aus

2 =122
1+v=5=2-V2

und

und andererseits aus

1—+v=5 B 6
V324 (1Y) = VR
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= V22432

= V2(-2+3)
= V2.

Satz 21.10. Es sei Ap ein quadratischer Zahlbereich und sei a ein von 0
verschiedenes Ideal in Ap. Dann gilt

Beweis. Es sei a durch eine Z-Basis a,b = o + fw wie im Satz 21.1 gegeben.
Das konjugierte Ideal a hat die Basis a und b. Das Produktideal aa hat die
vier Erzeuger

a®, N(b),ab,ab.

Wir behaupten, dass dieses Ideal gleich dem von (af3) erzeugten Ideal ist,
was ja nach Korollar 21.5 die Norm von a ist. Zunéchst teilt 8 sowohl a als
auch «

Wegen
aw € a hat man ndmlich eine Darstellung
aw = va+ 6(a + pw)

mit v,0 € Z. Daraus folgt durch Koeffizientenvergleich einerseits a = 6/
und andererseits ya + da = 0, woraus nach Kiirzen mit ¢ sich

a = —p
ergibt. Insbesondere ist
a = (a,a+ pw) = (86, —f7+ Bw) = (B)(6, =7+ w).
Mit dem Ideal b = (§, —y + w) kénnen wir wegen

ag = (B*)bb
und wegen N(a) = a8 = §3? = B?N(b) annehmen, dass § = 1 ist.
In dieser neuen Situation miissen wir aa = (a) zeigen. Aufgrund von

N(b) € anZ = (a) haben wir die Inklusion aa C (a). Wir betrachten
die Inklusionskette (in Ap)

(a*>, N(b),a(b+1Db)) C (a* N(b),ab,ab) = aa C (a).

Es sei ¢ € Z der Erzeuger des Ideals links. Wir behaupten zunéchst, dass
die linke Inklusion eine Gleichheit ist. Dafiir betrachten wir die Norm und
die Spur von %b und erhalten

N(a_cb) _ N@N(®) _ NG

und

s(a—b) _ %smb) _ %(ab+ab) €

c
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Damit gehoren die Norm und die Spur zu Z und damit ist nach Lemma 20.8
das Element selbst ganz und somit ist ab ein Vielfaches von ¢. Wir wissen
also

ab _aletw) o a4

c c c c
und damit ist ¢ € Z. Also wird a von ¢ geteilt und in der Inklusionskette
gilt Gleichheit. U

Korollar 21.11. Es sei Ap ein quadratischer Zahlbereich und seien a und
b von Null verschiedene Ideale in Ap. Dann gilt

N(ab) = N(a)N(b).

Beweis. Wir wenden Satz 21.10 wiederholt fiir Ideale an und erhalten
(N(ab)) = (ab)(ab) = abab = aabb = (N(a))(N(b)).

Da die Norm eines Ideals stets positiv ist folgt aus dieser Idealidentitéit die

Gleichheit N(ab) = N(a)N(b). O

Die obige Definition der Norm eines Ideals, die wir nur fiir quadratische Zahl-
bereiche gefasst haben, lasst sich auf beliebige Zahlbereiche erweitern. Dafiir
gelten entsprechende Eigenschaften, was wir im Rahmen dieser Vorlesung
nicht ausfithren werden.

Definition 21.12. Zu einem Ideal a # 0 in einem Zahlbereich R heifit die
(endliche) Anzahl des Restklassenringes R/a die Norm von a. Sie wird mit

N(a)

bezeichnet.

21. ARBEITSBLATT

UBUNGSAUFGABEN

Aufgabe 21.1. Es sei R ein quadratischer Zahlbereich mit der Z-Basis 1
und w und einem von 0 verschiedenen Ideal a. Zeige, dass

{s| Es gibt r + sw € a}

ein Ideal in Z ist.

Aufgabe 21.2. Es sei R ein quadratischer Zahlbereich und f € a, wobei a
ein von 0 verschiedenes Ideal bezeichnet. Zeige, dass N(f) ein Vielfaches der
Norm von a ist.
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Aufgabe 21.3. Es sei R ein quadratischer Zahlbereich und a ein von 0
verschiedenes Ideal in R. Zeige

N(a) = GeT({N(f) | f € a}).

Aufgabe 21.4. Es sei R = Ap ein quadratischer Zahlbereich und f € R
mit (f)NZ = (N(f)). Zeige auf zwei verschiedene Arten, dass es (mit der
Notation des Beweises von Satz 21.1) eine Z-Basis des Ideals (f) gibt mit

B =1.

Aufgabe 21.5. Es sei R ein quadratischer Zahlbereich und a ein Ideal in R
mit der Eigenschaft, dass die Norm von a eine Primzahl ist. Zeige, dass a ein
maximales Ideal ist.

Aufgabe 21.6. Es sei R ein quadratischer Zahlbereich und m ein maximales
Ideal in R. Zeige, dass es eine Primzahl p derart gibt, das m eine Z-Basis der
Form p und a 4 pw oder der Form p und a + w besitzt.

Aufgabe 21.7. Es sei Ay = Z[V10] der quadratische Zahlbereich zu
D € 10. Bestimme gemif Satz 21.1 eine Z-Basis des Ideals (3 4 4/10)
und bestimme damit die Norm des Ideals.

Aufgabe 21.8. Es sei A_1g = Z[v/—10] der quadratische Zahlbereich zu
D = —10. Man zeige, dass das Ideal (6 + 5v/—10,3 — 24/10) ein Hauptideal

ist und man gebe dafiir einen Erzeuger an.

Aufgabe 21.9. Es sei A; = Z[v/7] der quadratische Zahlbereich zu D = 7.
Bestimme gem#B Satz 21.1 eine Z-Basis des Ideals (3 + 21/7) und bestimme
damit die Norm des Ideals.

Aufgabe 21.10. Es sei D = 2,3 mod 4 eine quadratfreie Zahl und f =
n + mv/D. Es sei t der grofite gemeinsame Teiler von n und m. Bestimme
(f)NZ und B im Sinne von Satz 21.1.

Aufgabe 21.11. Es sei R ein Zahlbereich. Zeige unter Verwendung der
Norm, dass jedes Element f € R, f # 0, eine Faktorisierung in irreduzi-
ble Elemente besitzt.
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Aufgabe 21.12. Es sei R ein quadratischer Zahlbereich und a C R ein von
0 verschiedenes Ideal. Zeige, dass a genau dann ein Hauptideal ist, wenn es
ein Element f € a mit [N(f)| = N(a) gibt.

Aufgabe 21.13. Essei D # 0,1 eine quadratfreie Zahl mit D = 1 mod 4.
Es sei a = (w) das Hauptideal im quadratischen Zahlbereich Ap. Zeige, dass
der Durchschnitt a N Z[v/D] kein Hauptideal in Z[v/D] ist.

Aufgabe 21.14. Charakterisiere fiir den Ring

—1+/3i

R =17] | = ZY]/(Y2+Y +1)

der Eisenstein-Zahlen die Primzahlen aus 7Z, die in R verzweigt sind, trége
sind oder zerfallen.

Aufgabe 21.15. Es sei p eine Primzahl und betrachte die quadratische FEr-
weiterung Z[,/p]. Zeige, dass dies eine dichte Untergruppe der reellen Zahlen
ist.

AUFGABEN ZUM ABGEBEN

Aufgabe 21.16. (3 Punkte)

Es sei H eine (additive) Untergruppe der reellen Zahlen R. Zeige, dass ent-
weder H = Za mit einer eindeutig bestimmten nichtnegativen reellen Zahl
a ist, oder aber H dicht in R ist.

Aufgabe 21.17. (3 Punkte)

Es sei R ein vom Nullring verschiedener kommutativer Ring. Zeige unter
Verwendung des Lemmas von Zorn, dass es maximale Ideale in R gibt.

Aufgabe 21.18. (3 Punkte)

Es sei R ein quadratischer Zahlbereich und a C b zwei von 0 verschiedene
Ideale. Zeige, dass die Norm von b die Norm von a teilt.

Aufgabe 21.19. (4 Punkte)

Es sei D eine quadratfreie Zahl, sei R = Z[v/D] und sei Ap der zugehorige
Ganzheitsring. Zeige, dass fiir jede ungerade Primzahl p ein Isomorphismus

Z[VD)/(p) — (Ap)/(p)

vorliegt. Zeige durch ein Beispiel, dass dies bei p = 2 nicht sein muss.
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22. VORLESUNG - NENNERAUFNAHME, LOKALISIERUNG,
BEWERTUNGSRINGE

In dieser und der néchsten Vorlesung beweisen wir zwei Versionen zur eindeu-
tigen Primfaktorzerlegung in Zahlbereichen, die beide Abschwéchungen zur
eindeutigen Primfaktorzerlegung in Z sind. Die eine besagt, dass fiir einen
Zahlbereich die eindeutige Primfaktorzerlegung von Elementen ,lokal® gilt
(Satz 22.17 und Bemerkung 22.19). Die zweite Version besagt, dass man auf
der Ebene der Ideale eine eindeutige Faktorzerlegung in Primideale erhélt
(Satz 23.14). Fir die erste Version bendtigen wir die Begriffe Nenneraufnah-
me, Lokalisierung und diskreter Bewertungsring.

NENNERAUFNAHME

Definition 22.1. Es sei R ein kommutativer Ring. Eine Teilmenge S C R
heifit multiplikatives System, wenn die beiden Eigenschaften

(1)1 €8,
(2) Wenn f,g € S, dann ist auch fg € S,

gelten.

Es handelt sich also einfach um ein Untermonoid des multiplikativen Monoids
eines Ringes.

Beispiel 22.2. Es sei R ein kommutativer Ring und f € R ein Element.
Dann bilden die Potenzen f™, n € N, ein multiplikatives System.

Beispiel 22.3. Es sei R ein Integritiatsbereich. Dann bilden alle von 0 ver-
schiedenen Elemente in R ein multiplikatives System, das mit R* = R\ {0}
bezeichnet wird.

Beispiel 22.4. Es sei R ein kommutativer Ring und p ein Primideal. Dann
ist das Komplement R\ p ein multiplikatives System. Dies folgt unmittelbar
aus der Definition.

Definition 22.5. Es sei R ein Integritdtsbereich und sei S C R ein multi-
plikatives System, 0 ¢ S. Dann nennt man den Unterring

Re={Lirenges) cam
die Nenneraufnahme zu S.
Fiir die Nenneraufnahme an einem Element f schreibt man einfach R; statt

Rifnjneny. Man kann eine Nenneraufnahme auch dann definieren, wenn R
kein Integritdtsbereich ist, siche Aufgabe 22.12.
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Definition 22.6. Es sei R ein Integritdtsbereich und sei p ein Primideal.
Dann nennt man die Nenneraufnahme an S = R\ p die Lokalisierung von
R an p. Man schreibt dafiir R,. Es ist also

&:={§|fe&g¢p}gcxm.

Fiir eine Primzahl p € Z besteht Z,) aus allen rationalen Zahlen, die man
ohne p im Nenner schreiben kann.

Definition 22.7. Ein kommutativer Ring R heifit lokal, wenn R genau ein
maximales Ideal besitzt.

Der folgende Satz zeigt, dass diese Namensgebung Sinn ergibt.

Lemma 22.8. Es sei R ein Integrititsbereich und sei p ein Primideal in R.
Dann st die Lokalisierung R, ein lokaler Ring mit mazimalem Ideal

pR, = {§|f€p,g¢p}-

Beweis. Die angegebene Menge ist in der Tat ein Ideal in der Lokalisierung

Ry=dL 1 rer gzl
g

Wir zeigen, dass das Komplement von pR, nur aus Einheiten besteht, sodass
es sich um ein maximales Ideal handeln muss. Es sei also ¢ = 5 € Ry,
aber nicht in pR,. Dann sind f,g ¢ p und somit gehért der inverse Bruch %

ebenfalls zur Lokalisierung. ]

Das Ideal pR, ist dabei das Erweiterungsideal zu p unter dem Ringhomo-
morphismus R — R,.

Satz 22.9. Fs sei R ein Integrititsbereich mit Quotientenkorper Q(R). Dann

gilt
R= () Rum

m mazximal

wobei der Durchschnitt iber alle mazimale Ideale liuft und in Q(R) genom-
men wird.

Beweis. Die Inklusion C ist klar. Es sei also ¢ € Q(R) und sei angenommen,
q gehore zum Durchschnitt rechts. Fiir jedes maximale Ideal m ist also ¢ €
Ry C Q(R), d.h. es gibt f, ¢ mund a, € R mit ¢ = %‘: Wir betrachten
das Ideal

(fm : m maximal) .
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Dieses Ideal ist in keinem maximalen Ideal enthalten, also muss es nach dem
Lemma von Zorn das Einheitsideal sein. Es gibt also endlich viele maximale
Ideale m;, 2 =1,...,n und r; € R mit

T1f1+"'+rnfn - 17

wobei f; = fu, gesetzt wurde. Damit ist
aq (07%
fl fn

Wir schreiben

q=qrifi+-Frafn) = qifit o+ qrafo = arri + -+ anry.
Also gehort g zu R. O

Satz 22.10. Es sei R ein normaler Integrititsbereich und ser S C R ein
multiplikatives System. Dann ist auch die Nenneraufnahme Rg normal.

Beweis. Siehe Aufgabe 22.33. O

DISKRETE BEWERTUNGSRINGE

Definition 22.11. Ein diskreter Bewertungsring R ist ein Hauptidealbereich
mit der Eigenschaft, dass es bis auf Assoziiertheit genau ein Primelement in
R gibt.

Wir wollen zeigen, dass zu einem Zahlbereich R die Lokalisierung an einem
jeden Primideal ein diskreter Bewertungsring ist.

Lemma 22.12. Fin diskreter Bewertungsring ist ein lokaler, noetherscher
Hauptidealbereich mit genau zwei Primidealen, ndmlich 0 und dem mazima-
len Ideal m.

Beweis. Ein diskreter Bewertungsring ist kein Koérper. In einem Hauptideal-
bereich, der kein Kérper ist, wird jedes maximale Ideal von einen Primele-
ment erzeugt, und die Primerzeuger zu verschiedenen maximalen Idealen
konnen nicht assoziiert sein. Also gibt es genau ein maximales Ideal. Nach
Satz 19.1 ist ein Hauptidealbereich insbesondere ein Dedekindbereich, sodass
es als weiteres Primideal nur noch das Nullideal gibt. U

Definition 22.13. Zu einem Element f € R, f # 0, in einem diskreten Be-
wertungsring R mit Primelement p heifit die Zahl n € N mit der Eigenschaft
f = up", wobei u eine Einheit bezeichnet, die Ordnung von f. Sie wird mit

ord (f) bezeichnet.

Die Ordnung ist also nichts anderes als der Exponent zum (bis auf Assozi-
iertheit) einzigen Primelement in der Primfaktorzerlegung. Sie hat folgende
Eigenschaften.
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Lemma 22.14. FEs sei R ein diskreter Bewertungsring mit mazimalem Ideal
m = (p). Dann hat die Ordnung

R\ {0} — N, f+—ord (f),
folgende Figenschaften.

(1) ord (fg) = ord (f) + ord (g).

(2) ord (f + g) > min (ord (£), ord (g)).

(3) Esist f € m genau dann, wenn ord (f) > 1 ist.
(4) Esist f € R* genau dann, wenn ord (f) = 0 ist.

Beweis. Siehe Aufgabe 22.37. ]

Wir wollen eine wichtige Charakterisierung fiir diskrete Bewertungsringe be-
weisen, die insbesondere beinhaltet, dass ein normaler lokaler Integritétsbe-
reich mit genau zwei Primidealen bereits ein diskreter Bewertungsring ist.
Dazu benotigen wir einige Vorbereitungen.

Lemma 22.15. FEs sei R ein kommutativer Ring und sei f € R nicht nil-
potent. Dann gibt es ein Primideal p in R mit f ¢ p.

Beweis. Wir betrachten die Menge der Ideale
M = {aldeal | f" & a fiir alle r}.

Diese Menge ist nicht leer, da sie das Nullideal enthélt. Ferner ist sie induktiv
geordnet (beziiglich der Inklusion). Ist ndmlich a;, i € I, eine total geordnete
Teilmenge von M, so ist deren Vereinigung ebenfalls ein Ideal, das keine
Potenz von f enthélt. Nach dem Lemma von Zorn gibt es daher maximale
Elemente in M.

Wir behaupten, dass ein solches maximales Element p ein Primideal ist. Es
sei dazu g,h € R und gh € p, und sei g,h ¢ p angenommen. Dann hat
man echte Inklusionen

pCSpt(9)p+(h)
Wegen der Maximalitidt konnen die beiden Ideale rechts nicht zu M gehoren,
und das bedeutet, dass es Exponenten r,s € N mit

frep+(g)und 7 ep+(h)
gibt. Dann ergibt sich der Widerspruch
T ep+(gh) € p.
O

Lemma 22.16. Es sei R ein noetherscher lokaler kommutativer Ring. Es
sei vorausgesetzt, dass das maximale Ideal m das einzige Primideal von R
1st. Dann gibt es einen Fxponenten n € N mit

m” = 0.
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Beweis. Wir behaupten zunéchst, dass jedes Element in R eine Einheit oder
nilpotent ist. Es sei hierzu f € R keine Einheit. Dann ist f € m. Angenom-
men, f ist nicht nilpotent. Dann gibt es nach Lemma 22.15 ein Primideal p
in R mit f ¢ p. Damit ergibt sich der Widerspruch p # m.

Es ist also jedes Element im maximalen Ideal nilpotent. Insbesondere gibt
es fiir ein endliches Erzeugendensystem fi, ..., fx von m eine natiirliche Zahl
mmit f* =0 firalle ¢ =1,...,k . Sei n = km. Dann ist ein beliebiges
Element aus m” von der Gestalt

(3re) () - (320)

Ausmultiplizieren ergibt eine Linearkombination mit Monomen fi*--- f*
und Y 7, = n , sodass ein f; mit einem Exponenten > n/k = m
vorkommt. Daher ist das Produkt 0. U

Satz 22.17. Es sei R ein noetherscher lokaler Integritdtsbereich mit der
Eigenschaft, dass es genau zwei Primideale 0 C m gibt. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent.

(1) R ist ein diskreter Bewertungsring.
(2) R ist ein Hauptidealbereich.

(3) R ist faktoriell.

(4) R ist normal.

(5) m ist ein Hauptideal.

(1) = (2) folgt direkt aus der Definition 22.11.
(2) = (3) folgt aus Satz 3.7.
(3) = (4) folgt aus Satz 17.12.

(4) = (5). Es sei f € m, f # 0. Dann ist R/(f) ein noetherscher lokaler
Ring mit nur einem Primideal (ndmlich m = mR/(f)). Daher gibt es nach
Lemma 22.16 ein n € N mit m” = 0. Zuriickiibersetzt nach R heifit das,
dass m" C (f) gilt. Wir wihlen n minimal mit den Eigenschaften

m" C (f) und m" " Z (f).
Wihle g € m"™! mit ¢ & (f) und betrachte

-y
h = . € Q(R)

Beweis.

(es ist ¢ # 0). Das Inverse, also h™! = %, gehort nicht zu R, sonst wére

g € (f). Da R nach Voraussetzung normal ist, ist A~! auch nicht ganz iiber
R. Nach dem Modulkriterium Lemma 17.7 fiir die Ganzheit gilt insbesondere
fiir das maximale Ideal m C R die Beziehung

h'm € m
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ist. Nach Wahl von g ist aber auch

hlngmnggR.

f

Daher ist h~'m ein Ideal in R, das nicht im maximalen Ideal enthalten ist.
Also ist h™'m = R. Das heifit einerseits A € m und andererseits gilt fiir ein
beliebiges © € m die Beziehung h™'z € R, also x = h(h™'z), also € (h)
und somit (k) = m.

(5) = (1). Sei m = (m). Dann ist 7 ein Primelement und zwar bis auf
Assoziiertheit das einzige. Es sei f € R, f # 0 keine Einheit. Dann ist
f € m und daher f = mg;. Dann ist ¢g; eine Einheit oder ¢; € m. Im
zweiten Fall ist wieder g1 = 7go und f = 72gs.

Wir behaupten, dass man f = 7%u mit einem & € N und einer Einheit u
schreiben kann. Andernfalls konnte man f = #"g, mit beliebig grolem n
schreiben. Nach Lemma 22.16 gibt es ein m € Nmit (7™) = m™ C (f). Bei
n > m+ 1 ergibt sich 7™ = af = an™"'b und der Widerspruch 1 = abm.

Es ldsst sich also jede Nichteinheit # 0 als Produkt einer Potenz des Prim-
elements mit einer Einheit schreiben. Insbesondere ist R faktoriell. Fiir ein
beliebiges Ideal a = (f1,..., fs) ist fi = 7™u; mit Einheiten u;. Dann sieht
man leicht, dass a = (") ist mit n = min;{n;}. O

Korollar 22.18. Es sei R ein Dedekindbereich und sei m ein mazimales
Ideal in R. Dann ist die Lokalisierung

Ry

ein diskreter Bewertungsring.

Beweis. Die Lokalisierung Ry, ist lokal nach Lemma 22.8, sodass es lediglich
die beiden Primideale 0 und mR,, gibt. Ferner ist R noethersch. Da R normal
ist, ist nach Satz 22.10 auch die Lokalisierung R, normal. Wegen Satz 22.17
ist Ry, ein diskreter Bewertungsring. O

Bemerkung 22.19. Korollar 22.18 besagt in Verbindung mit Satz 22.17,
dass wenn man bei einem Dedekindbereich und spezieller einem Zahlbereich
R zur Lokalisierung Ry, an einem maximalen Ideal m iibergeht, dass dort die
eindeutige Primfaktorzerlegung gilt.

Korollar 22.20. Es sei R ein Dedekindbereich. Dann ist R der Durchschnitt
von diskreten Bewertungsringen.

Beweis. Nach Satz 22.9 ist

R = ()R,

wobei m durch alle maximalen Ideale von R lduft. Nach Korollar 22.18 sind
die beteiligten Lokalisierungen R, allesamt diskrete Bewertungsringe. U
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22. ARBEITSBLATT

UBUNGSAUFGABEN

Aufgabe 22.1. Es sei R ein Integritatsbereich und S C R ein multiplikati-
ves System. Zeige, dass die Primideale in Rg genau denjenigen Primidealen
in R entsprechen, die mit S einen leeren Durchschnitt haben.

Aufgabe 22.2. Es sei R ein kommutativer Ring. Zeige, dass die Menge aller
Nichtnullteiler in R ein multiplikatives System bildet.

Aufgabe 22.3. Es sei A C QQ die Menge derjenigen rationalen Zahlen, die
eine abbrechende Dezimalentwicklung besitzen. Zeige, dass A ein Unterring
von Q ist und bestimme die Einheiten von A.

Aufgabe 22.4. Es sei Z,, die Nenneraufnahme zu n (Z, besteht also aus
allen rationalen Zahlen, die man mit einer Potenz von n als Nenner schreiben
kann). Zeige, dass es nur endlich viele Unterringe R mit

Z C RCZ,

gibt, und charakterisiere diese unter Verwendung der Primfaktorzerlegung
von n.

Aufgabe 22.5. Es sei R ein Zahlbereich und seien f,g € Z teilerfrem-
de Zahlen. Zeige, dass fiir den (im Quotientenkorper Q(R) genommenen)
Durchschnitt

RiNRy, = R
gilt.

Aufgabe 22.6. Es sei T" C P eine Teilmenge der Primzahlen. Zeige, dass
die Menge

Ry
={q € Q| q lasst sich mit einem Nenner schreiben, in dem nur Primzahlen aus 7' vorkommen}
ein Unterring von Q ist. Was ergibt sich bei T = (), T = {3}, T = {2,5},
T =P?

Aufgabe 22.7. Bestimme die Unterringe der rationalen Zahlen Q, die lokal
sind.
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Aufgabe 22.8. Zeige, dass jeder Unterring von QQ eine Nenneraufnahme ist.

Aufgabe 22.9. Es sei R ein Integritédtsbereich und sei S C R ein multipli-
katives System, 0 ¢ S.

(1) Zeige, dass die Nenneraufnahme zu S, also Rg mit

R = {§|feR,ges} c Q(R)

ein Unterring von Q(R) ist.
(2) Zeige, dass nicht jeder Unterring von Q(R) eine Nenneraufnahme ist.

Aufgabe 22.10. Es sei R C S eine ganze Erweiterung von Integritétsbe-
reichen und sei /' C R ein multiplikatives System. Zeige, dass dann auch
die zugehorige Erweiterung Rp C Sp ganz ist.

Aufgabe 22.11. Es sei D # 0,1 eine quadratfreie Zahl, sei R = Z[v/D]
und sei Ap der zugehorige Ganzheitsring. Zeige, dass nach Nenneraufnahme
an 2 ein Ringisomorphismus

R2 — (AD)2

vorliegt.

Aufgabe 22.12. Es sei R ein kommutativer Ring und S C R ein multipli-
katives System. Man definiert die Nenneraufnahme

Rs

schrittweise wie folgt. Es sei zunéchst M die Menge der formalen Briiche mit
Nenner in S, also

M = {£|T€R,S€S}.
Zeige, dass durch

ror

— ~ — genau dann, wenn es ein ¢ € S mit trs’ = tr's gibt,
s s

eine _Aquivalenzrelation auf M definiert ist. Wir bezeichnen mit Rg die Menge
der Aquivalenzklassen. Definiere auf Rg eine Ringstruktur und definiere einen
Ringhomomorphismus R — Rg.

Aufgabe 22.13. Es sei R ein kommutativer Ring und sei e € R ein idem-
potentes Element. Zeige, dass es eine natiirliche Ringisomorphie

R. = R/(1 —e¢)
gibt.
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Aufgabe 22.14. Es sei R ein kommutativer Ring, f € R ein Element und
Ry die zugehorige Nenneraufnahme. Zeige, dass f genau dann nilpotent ist,
wenn 2y der Nullring ist.

Aufgabe 22.15. Es seien R und A kommutative Ringe und sei S C R ein
multiplikatives System. Es sei

p: R— A

ein Ringhomomorphismus derart, dass ¢(s) eine Einheit in A ist fiir alle s €
S. Zeige: Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Ringhomomorphismus

95: Rs — A7
der ¢ fortsetzt.

Aufgabe 22.16. Es sei R ein kommutativer Ring, S C R ein multiplikatives
System und M ein R-Modul. Definiere die ,, Nenneraufnahme*

My

und zeige, dass sie ein Rg-Modul ist.

Aufgabe 22.17. Es sei R ein kommutativer Ring. Zeige, dass R genau dann
ein lokaler Ring ist, wenn a + b nur dann eine Einheit ist, wenn a oder b eine
Einheit ist.

Lemma 22.8 gilt auch ohne die Voraussetzung, dass R ein Integritédtsbereich
ist.

Aufgabe 22.18. Es sei R ein kommutativer Ring und sei p ein Primideal in
R. Zeige, dass die Lokalisierung R, ein lokaler Ring mit maximalem Ideal

pR, = {glfep,g@ép}

1st.

Aufgabe 22.19. Es sei R ein Integritdatsbereich. Zeige, dass die folgenden
Eigenschaften dquivalent sind.

(1) R ist normal.
(2) Fiir jedes Primideal p ist die Lokalisierung R, normal.
(3) Fiir jedes maximale Ideal m ist die Lokalisierung Ry, normal.
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Aufgabe 22.20. Es sei K ein Korper und sei
v: (K*,-1) — (Z,+,0)

ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit v(f + ¢) > min{v(f),v(g9)}
fiir alle f,g € K*. Zeige, dass

R = {feK*|v(f)20}u{0}

ein diskreter Bewertungsring ist.

Aufgabe 22.21. Es sei R ein diskreter Bewertungsring mit Quotien-
tenkorper (). Zeige, dass es keinen echten Zwischenring zwischen R und @)
gibt.

Aufgabe 22.22. Es sei R ein diskreter Bewertungsring. Definiere zu einem
Element ¢ € Q(R), ¢ # 0, die Ordnung

ord (q) € Z.

Dabei soll die Definition mit der Ordnung fiir Elemente aus R iibereinstim-
men und einen Gruppenhomomorphismus Q(R) \ {0} — Z definieren. Was
ist der Kern dieses Homomorphismus?

Aufgabe 22.23. Es sei f € C[X], f # 0, und a € C. Zeige, dass die
folgenden ,,Ordnungen® von f an der Stelle a iibereinstimmen.

(1) Die Verschwindungsordnung von f an der Stelle a, also die maximale
Ordnung einer Ableitung mit f*)(a) = 0.

(2) Der Exponent des Linearfaktors X — a in der Zerlegung von f in
irreduzible Polynome.

(3) Die Ordnung von f an der Lokalisierung C[X]x_,) von C[X] am
maximalen Ideal (X — a).
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Aufgabe 22.24. Bestimme ein Polynom P € C[X] minimalen Grades, das
an der Stelle 3 mit der Ordnung zwei verschwindet, das an der Stelle i mit
der Ordnung fiinf verschwindet und das an den Stellen 0, 3 —2i und 7i einfach
verschwindet.

Aufgabe 22.25. Es sei K ein Korper und K(7') der Kérper der rationalen
Funktionen iiber K. Finde einen diskreten Bewertungsring R C K(T') mit
Q(R) = K(T) und mit RN K[T] = K.

Aufgabe 22.26. Es sei R ein kommutativer Ring und sei p ein Primideal.
Dann ist der Restklassenring S = R/p ein Integritdtsbereich mit Quotien-
tenkorper @@ = Q(S) und R, ist ein lokaler Ring mit dem maximalen Ideal
pR,. Zeige, dass eine natiirliche Isomorphie

Q(S) = Ry/pRy

vorliegt.

Den in der vorstehenden Aufgabe beschriebenen Kérper nennt man auch den
Restekorper von p

man bezeichnet ihn mit x(p). Die Abbildung

R — k(p), f— [ mod p,

(aufgefasst in diesem Korper) heift auch die Auswertungsabbildung (oder
Fvaluationsabbildung) an der Stelle p.

Aufgabe 22.27. Es sei R ein kommutativer Ring und
p: R— K

ein Ringhomomorphismus in einen Korper K. Zeige, dass es eine eindeutig
bestimmte Faktorisierung

R — k(p) — K

mit einem Restekorper k(p) zu einem Primideal p gibt.

Aufgabe 22.28. Zeige, dass zu a € C der Einsetzungshomomorphismus
ClX] — C, X — a,

mit der Evaluationsabbildung (in den Restekorper C[X]x_o/(X —
a)C[X](x—q)) zum Primideal (X — a) tibereinstimmt.

Aufgabe 22.29. Es sei R ein diskreter Bewertungsring mit Quotien-
tenkorper (). Charakterisiere die endlich erzeugten R-Untermoduln von Q).
Auf welche Form kann man ein Erzeugendensystem bringen?
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Aufgabe 22.30. Es sei R ein Integritdtsbereich mit Quotientenkérper
K = Q(R). Essei R = ();c; Ri, wobei die R; C K, i € I, alle diskre-
te Bewertungsringe seien. Zeige: R ist normal.

Aufgabe 22.31. Beschreibe die nilpotenten Elemente von Z/(n) und die
Reduktion von Z/(n).

AUFGABEN ZUM ABGEBEN

Aufgabe 22.32. (4 Punkte)

Es seien n und £ teilerfremde Zahlen und sei Z C R ein kommutativer Ring.
Zeige, dass es eine Ringisomorphie

R/(n) = (Ri)/(n)
gibt.

Aufgabe 22.33. (3 Punkte)

Es sei R ein normaler Integritdtsbereich und sei S C R ein multiplikatives
System. Zeige, dass dann auch die Nenneraufnahme Rg normal ist.

Aufgabe 22.34. (3 Punkte)

Es sei R ein Integritétsbereich, sei f € R und sei a ein Ideal. Zeige, dass
f € a genau dann ist, wenn fiir alle Lokalisierungen R, gilt, dass f € aR,
ist.

Aufgabe 22.35. (7 Punkte)

Es sei n > 2 eine natiirliche Zahl. Zeige, dass die folgenden Aussagen dqui-
valent sind.

(1) n ist die Potenz einer Primzahl.

(2) Der Restklassenring Z/(n) ist zusammenhéngend.

(3) Der Restklassenring Z/(n) ist lokal.

(4) Die Reduktion von Z/(n) ist ein Korper.

(5) Jeder Nullteiler von Z/(n) ist nilpotent.

(6) Der Restklassenring Z/(n) besitzt genau ein Primideal.

(7) Der Restklassenring Z/(n) besitzt genau ein maximales Ideal.

Aufgabe 22.36. (4 Punkte)

Es sei D # 1 quadratfrei und D = 1 mod 4. Finde in Z[v/D] ein Primideal
p derart, dass die Lokalisierung an p kein diskreter Bewertungsring ist.
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Aufgabe 22.37. (4 Punkte)

Es sei R ein diskreter Bewertungsring mit maximalem Ideal m = (p). Zeige,
dass die Ordnung
R\ {0} — N, f+—ord (f),

folgende Eigenschaften besitzt.

(1) ord (fg) = ord (f) + ord (g).

(2) ord (f +g) > min (ord (£), ord (g).

(3) Es ist f € m genau dann, wenn ord (f) > 1 ist.
(4) Esist f € R* genau dann, wenn ord (f) = 0 ist.

23. VORLESUNG - IDEALE UND EFFEKTIVE DIVISOREN IN
Z AHLBEREICHEN

DIE ORDNUNG AN EINEM PRIMIDEAL

Zu einem Zahlbereich R und einem Primideal p # 0 ist nach Korollar 22.18
die Lokalisierung R, ein diskreter Bewertungsring und somit ergibt sich ins-
gesamt eine Abbildung
R\ {0} — R,\ {0} *& N.

Definition 23.1. Es sei R ein Zahlbereich, p # 0 ein Primideal in R und
f € R, f # 0. Dann heifit die Ordnung ord (f) im diskreten Bewertungsring
R, die Ordnung von f am Primideal p (oder an der Primstelle p oder in R,).
Sie wird mit ord, (f) bezeichnet.

Lemma 23.2. Es sei R ein Zahlbereich und p # 0 ein Primideal in R.
Dann hat die Ordnung an p, also die Abbildung

R\ {0} — N, f — ord, (f),
folgende Eigenschaften.

(1) ord, (fg) = ord, (f)+ ord, (g).
(2) ord, (f +¢) > min (ord, (f), ordy (g)).
(3) Es ist f € p genau dann, wenn ord, (f) > 1.

Beweis. (1) und (2) folgen direkt aus Lemma 22.14. Bei (3) ist zu beachten,
dass fiir f € R gilt, dass f € p genau dann gilt, wenn f € pR, ist.
Letzteres bedeutet nédmlich, dass f = ¢ fi + -+ + gofn mit f; € p und
¢ € R, ist, also ¢ = % mit s; ¢ p. Mit dem Hauptnenner s = s;---s,
ist dann sf = ayf; + - Ct anfn € p, woraus f € p folgt. Damit folgt die
Behauptung aus Lemma 22.14. U
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Definition 23.3. Es sei R ein Zahlbereich und f € R, f # 0. Dann heifit die
Abbildung, die jedem Primideal p # 0 in R die Ordnung ord, (f) zuordnet,
der durch f definierte Hauptdivisor. Er wird mit div (f) bezeichnet und als

formale Summe
div(f) = ) ord, (f)-p
p

geschrieben.

Die Ordnung an einem Primideal nennt man in diesem Zusammenhang auch
die Verschwindungsordnung. Die Ordnung ist ja genau dann positiv, wenn f
zum Primideal p gehort, und dies ist genau dann der Fall, wenn unter der
Abbildung
R — R/p — Q(R/p)

das Element f auf 0 abgebildet wird, also an dieser Stelle verschwindet. Eine
hohere Verschwindungsordnung bedeutet, dass f nicht nur einfach, sondern
mit einer gewissen Vielfachheit verschwindet. Der Hauptdivisor zu f notiert
also, mit welcher Verschwindungsordnung die Funktion f an den verschiede-
nen Primstellen verschwindet.

Bemerkung 23.4. Es sei R ein faktorieller Zahlbereich. Dann lasst sich
der Hauptdivisor zu einem Ringelement f € R, f # 0, unmittelbar aus der
Primfaktorzerlegung ablesen. Wenn

_ Ut Tk
J = upi' - py
mit einer Einheit v und paarweise nicht assoziierten Primelementen p; ist, so

ist der Hauptdivisor zu f gleich
k

div (f) = Zﬂ(?z)

i=1
Dies beruht einfach darauf, dass die Ordnung von f in der Lokalisierung R,
gleich r; ist.

Lemma 23.5. Es sei R ein Zahlbereich. Dann hat die Abbildung, die einem
Ringelement # 0 den Hauptdivisor zuordnet, also

R\ {0} — Hauptdivisoren, f — div (f),
folgende Figenschaften.

(1)
(2)

div (fg) = div (f) +div (g).
div (f +¢) > min (div (f),div (g)).
Hierbei sind die Operationen rechts punktweise definiert.

Beweis. Dies folgt direkt aus Lemma 23.2 durch Betrachtung an den einzel-
nen Primidealen. O
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Lemma 23.6. Es sei R ein Zahlbereich und f € R, f # 0. Dann ist nur fir
endlich viele Primideale p # 0 in R die Ordnung ord, (f) von 0 verschieden.
Das heipt, dass der Hauptdivisor div(f) = > ord, (f) - p eine endliche
Summe ist.

Beweis. Es sei p # 0 ein Primideal in R und f ¢ p. Dann ist f in R,
eine Einheit. Damit ist ord, (f) = 0. Da der Restklassenring R/(f) nach
Satz 18.14 endlich ist, folgt sofort, dass f nur in endlich vielen Primidealen
enthalten ist, und nur fiir diese ist ord, (f) > 0. O

EFFEKTIVE DIVISOREN

Definition 23.7. Es sei R ein Zahlbereich. Ein effektiver Divisor ist eine
formale Summe
D P,
p

die sich tiber alle Primideale p # 0 aus R erstreckt und wobei n, natiirliche
Zahlen sind mit n, = 0 fiir fast alle p.

Lemma 23.6 zeigt, dass ein Hauptdivisor zu einem Ringelement wirklich ein
effektiver Divisor ist. Wir werden im Weiteren sehen, dass die Frage, welche
Divisoren Hauptdivisoren sind, eng mit der Frage nach der Faktorialitéit von
Zahlbereichen zusammenhéngt. Der Zugang iiber Divisoren hat den Vorteil,
dass er erlaubt (siehe weiter unten), eine Gruppe, die sogenannte Divisoren-
klassengruppe einzufithren, die die Abweichung von der Faktorialitdt messen
kann.

Ein effektiver Divisor gibt fiir jede Primstelle eine Verschwindungsordnung
an. Fine naheliegende Frage ist dann, ob dieses Ordnungsverhalten durch
eine Funktion realisiert werden kann, also ob der Divisor ein Hauptdivisor
ist.

Definition 23.8. Es sei R ein Zahlbereich und a # 0 ein von 0 verschiedenes
Ideal in R. Dann nennt man den Divisor

div(a) = Y my-p
p

mit
my = ord, (a) := min (ord, (f)|f € a, f #0)
den Divisor zum Ideal a.

Bemerkung 23.9. Man kann den Divisor zu einem Ideal auch durch

div(a) = min{div(f) | f€a, f #0}
definieren, wobei das Minimum {iber Divisoren komponentenweise erklért

ist. Es gibt im Allgemeinen kein Element, das an allen Primstellen simultan
das Minimum annimmt. Da zu einem einzelnen Element 0 # f € a der
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zugehorige Hauptdivisor nur an endlich vielen Stellen von 0 verschieden ist,
gilt das erst recht fiir den Divisor zu einem Ideal.

Die Ordnung ord, (a) kann man auch als Ordnung des Ideals ord(aR,) im
diskreten Bewertungsring R, ansehen. Dabei ist aRR, das Erweiterungsideal
zu a in R,. Dieses Ideal hat einen Erzeuger p*, wobei p ein Primelement im
diskreten Bewertungsring ist; die Ordnung ist dann k.

Lemma 23.10. Es sei R ein Zahlbereich. Dann erfillt die Zuordnung (fir
von 0 verschiedene Ideale)

a+— div(a)

folgende Figenschaften.

(1)
div(p) = 1-p
fiir ein Primideal p # 0.
(2)
div(a-b) = div(a) + div(b).
(3) Fira C b ist div(a) > div(b).
(4)
div(a+ b) = min{div(a),div(b)}.

Beweis. (1) Fiir jedes Element f € p gilt auch f € pR, und daher ist
ord, (f) > 1. Umgekehrt besitzt der diskrete Bewertungsring R, ein Element
p, das das maximale Ideal pR, erzeugt und die Ordnung eins hat. Man kann
p = § mit a,b € Rund b ¢ p schreiben. Dabei ist a € p und a hat in R,
die Ordnung 1.

Es sei nun q # p ein weiteres Primideal # 0. Da beide maximal sind gibt es
ein Element g € p, g ¢ q. Dieses hat dann in ¢ die Ordnung 0.

(2) Fixiere ein Primideal p. Sei h € a-b und schreibe h = Zle fig; mit
fi € aund g; € b. Dann ist nach Fakt
div(h) > min{div(fig;):i=1,...,k}

> min{div(f;) + div(g;) :i=1,...,k}

> div(a) + div(b).
Fiir die Umkehrung schreiben wir div(a) = > nq-q und div(b) = >° mq-g.
Zu fixiertem p gibt es ein f € a und ein ¢ € b mit ord, (f) = n, und
ord, (9) = my,. Dann ist fg € ab und

ord, (fg) = ord, (f) +ord, (9) = ny + my,.

(3) Das ist trivial.

(4) Die Abschitzung ,>* folgt aus div (f +¢) > min (div (f),div (g)). Die
Abschétzung ,,<* folgt aus Teil (3). O
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Definition 23.11. Es sei R ein Zahlbereich und
D=2 m-
p

ein effektiver Divisor (wobei p durch die Menge der Primideale # 0 lduft).
Dann nennt man

{f e R|div(f) = D}
das Ideal zum Divisor D. Es wird mit Id(D) bezeichnet.

In der vorstehenden Definition verwenden wir die Konvention, dass in Un-
gleichungen der Ausdruck div (0) als oo zu verstehen ist. Damit gehort also 0
zu Id(D). Es ergibt sich sofort, dass es sich in der Tat um ein Ideal handelt.
Es ist auch nicht das Nullideal, da wir zu den endlich vielen Primidealen p;,
i=1,...,k mit n, = n,, > 0 Elemente 0 # f; € p; mit ordy, (f;) = 1
wiahlen konnen. Dann gehort aber das Produkt fi--- f* zu dem zu D

gehorenden Ideal.

Der folgende Satz zeigt, dass die beiden soeben eingefiihrten Zuordnungen
zwischen den effektiven Divisoren und den von 0 verschiedenen Idealen in
einem Zahlbereich invers zueinander sind. Dies sollte man als eine einfache
und {ibersichtliche Beschreibung fiir die Menge aller Ideale ansehen.

Satz 23.12. Es sei R ein Zahlbereich. Dann sind die Zuordnungen
a+— div(a) und D — 1d(D)

zueinander inverse Abbildungen zwischen der Menge der von 0 verschiedenen
Ideale und der Menge der effektiven Divisoren. Diese Bijektion tibersetzt das
Produkt von Idealen in die Summe von Divisoren.

Beweis. Wir starten mit einem Ideal a # 0 und vergleichen a und Id(div(a)).
Es sei zundchst f € a. Es ist dann ord, (f) > min{ord, (g) | g € a} fiir
jedes Primideal p # 0, sodass natiirlich div(f) > div(a) gilt. Also ist
f € Id(div(a)). Ist hingegen f ¢ a, so gibt es nach Aufgabe 22.34 auch ein
Primideal p # 0 mit f ¢ aR,. Da R, ein diskreter Bewertungsring ist, gilt
ord, (f) < ord, (a). Also ist div (f) 2 div(a) und somit f ¢ Id(div(a)).
Insbesondere ist die Abbildung injektiv. Die Surjektivitidt ergibt sich aus
Lemma 23.10 (1) in Verbindung mit Lemma 23.10 (2), was auch den Zusatz
ergibt. ]

Korollar 23.13. Es sei R ein Zahlbereich und seien a und b Ideale in R.
Dann gilt a C b genau dann, wenn es ein Ideal ¢ mit a = be gibt. Bei b # 0
1st ¢ eindeutig bestimmt.

Beweis. Die Implikation ,,<=*“ gilt in beliebigen kommutativen Ringen. Die
andere Implikation ist richtig, wenn a = 0 ist. Wir konnen also annehmen,
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dass die beteiligten Ideale von 0 verschieden sind. Die Bedingung impliziert
nach Lemma 23.10 (3), dass div(a) > div(b) ist. Somit ist
div(a) = div(b) + £

mit einem effektiven Divisor E. Nach Satz 23.12 {ibersetzt sich dies zuriick
zua = b-Id(F), sodass mit ¢ = Id(F) die rechte Seite erfiillt ist. d

DDR Briefmarke

Die folgende Aussage heif3t Satz von Dedekind. Sie liefert fiir jeden Zahlbe-
reich auf der Idealebene einen Ersatz fiir die eindeutige Primfaktorzerlegung.

Satz 23.14. FEs sei R ein Zahlbereich und a # 0 ein Ideal in R. Dann gibt
es eine Produktdarstellung

a=proopy
mit (bis auf die Reihenfolge) eindeutig bestimmten Primidealen p; # 0 aus
R und eindeutig bestimmten Fxponenten r;, i =1,... k.

Beweis. Wir benutzen Satz 23.12, also die bijektive Beziehung zwischen Idea-
len # 0 und effektiven Divisoren. Auf der Seite der Divisoren haben wir
offenbar eine eindeutige Darstellung

k
diV(Cl) = Zrlpl
=1

mit geeigneten Primidealen p;. Wendet man auf diese Darstellung die Abbil-
dung D — 1d(D) an, so erhélt man links das Ideal zuriick. Es geniigt also zu
zeigen, dass der Divisor rechts auf das Ideal pi' ---p;* abgebildet wird. Dies
folgt aber direkt aus Satz 23.12. O

Korollar 23.15. Es sei R ein Zahlbereich und f € R, f # 0. Dann gibt es
eine Produktdarstellung fiir das Hauptideal

(f) = pi' - pyf
mit (bis auf die Reihenfolge) eindeutig bestimmten Primidealen p; # 0 aus
R und eindeutig bestimmten Fxponenten r;, i =1,... k.

Beweis. Dies folgt direkt aus Satz 23.14. U
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23. ARBEITSBLATT

UBUNGSAUFGABEN

Aufgabe 23.1. Bestimme den Hauptdivisor zu 840 in Z.

Aufgabe 23.2. Bestimme den Hauptdivisor zu 840 in Z][i].

Aufgabe 23.3. Bestimme den Hauptdivisor zur Gaufischen Zahl 5 + 7i.

Aufgabe 23.4. Es sei R ein Zahlbereich und sei f € R als ein Produkt
f = upllll .. pZT

mit Primelementen p; und einer Einheit u gegeben. Zeige, dass dann fiir den
zugehorigen Hauptdivisor die Gleichheit

div (f) = vi(p1) + - + v (pr)

gilt, wobei die (p;) die von p; erzeugten Primideale bezeichnen.

Aufgabe 23.5. Es sei R ein Zahlbereich und f € R, f # 0. Zeige, dass der
Hauptdivisor div (f) mit dem Divisor zum Hauptideal (f) ibereinstimmt.

Aufgabe 23.6. Es sei R ein Zahlbereich und a C R ein von 0 verschiedenes
Ideal mit einem Erzeugendensystem a = (fi,..., f,). Zeige

div(a) = min{div(f;) |i=1,...,n}.

Aufgabe 23.7. Es sei R ein Zahlbereich und seien f,g € R von 0 verschie-
dene Elemente. Zeige, dass f genau dann ein Teiler von g ist, wenn fiir die
Hauptdivisoren die Beziehung

div (f) < div(g)
gilt.

Aufgabe 23.8. Es sei R ein kommutativer Ring und seien a,b C R Ideale
mit a +b = R. Zeige, dass
anb = ab

gilt.
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Aufgabe 23.9. Es sei R ein Zahlbereich und sei f € R, f # 0. Es sei
(f) = p1---pi die Zerlegung in Primideale und es sei vorausgesetzt, dass f
eine Primfaktorzerlegung besitzt. Zeige, dass die Primideale p; Hauptideale
sind.

Aufgabe 23.10. Es sei a ein Ideal # 0 in einem Zahlbereich mit der ein-
deutigen Primidealzerlegung

&= g
Zeige, dass

R A AT
gilt.

Aufgabe 23.11. Es sei a ein Ideal # 0 in einem Zahlbereich mit der ein-
deutigen Primidealzerlegung

A
Zeige, dass es einen natiirlichen Ringisomorphismus

Rja = R/pi" x -+ X R/p}
gibt.

AUFGABEN ZUM ABGEBEN

Aufgabe 23.12. (4 Punkte)

Essei R = Z[V—5| = Z&Z~/—5 der quadratische Zahlbereich zu D = —5.
Betrachte in R die Zerlegung

2-3 = (14++v=5)(1—+v=5).

Zeige, dass die beteiligten Elemente irreduzibel, aber nicht prim sind, und
bestimme fiir jedes dieser vier Elemente die Primoberideale. Bestimme die
Hauptdivisoren zu diesen Elementen.

Aufgabe 23.13. (3 Punkte)

Es sei R ein Zahlbereich und f,g € R, f,g # 0. Zeige ohne Verwendung
des Bijektionssatzes, dass die Hauptdivisoren div (f) und div (¢) genau dann
gleich sind, wenn f und g assoziiert sind.
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Aufgabe 23.14. (3 Punkte)
Es sei R ein Zahlbereich und sei f € R, f # 0. Zeige die beiden folgenden

Aquivalenzen:

Das Element f ist genau dann prim, wenn der zugehorige Hauptdivisor
div (f) die Gestalt 1p mit einem Primideal p # 0 besitzt.

Das Element f ist genau dann irreduzibel, wenn div () minimal unter allen
effektiven Hauptdivisoren # 0 ist.

24. VORLESUNG - GEBROCHENE IDEALE UND DIVISOREN IN
Z AHLBEREICHEN

DIVISOREN UND GEBROCHENE IDEALE

Die Menge der effektiven Divisoren bilden mit der natiirlichen Addition ein
kommutatives Monoid, aber keine Gruppe, da ja die Koeffizienten n, alle
nichtnegativ sind. Lasst man auch negative ganze Zahlen zu, so gelangt man
zum Begriff des Divisors; diese bilden eine Gruppe. Auch den Begriff des
Hauptdivisors kann man so erweitern, dass er nicht nur fiir ganze Elemente
aus R, sondern auch fiir rationale Elemente, also Elemente aus dem Quoti-
entenkorper Q(R), definiert ist.

Definition 24.1. Es sei R ein Zahlbereich. Ein Divisor ist eine formale

Summe
Z Ny - p,
p

die sich iiber alle Primideale p # 0 aus R erstreckt und wobei n, ganze
Zahlen mit n, = 0 fiir fast alle p sind.

Fiir einen diskreten Bewertungsring lésst sich die Ordnung ord: R\ {0} —
N, ¢ — ord(q), zu einer Ordnungsfunktion auf dem Quotientenkérper fort-
setzen,

ord: Q(R)\ {0} — Z, ¢ — ord(q),
siehe Aufgabe 22.22.
Definition 24.2. Es sei R ein Zahlbereich und ¢ € Q(R), ¢ # 0. Dann
heifit die Abbildung, die jedem Primideal p # 0 in R die Ordnung ord, (¢)

zuordnet, der durch ¢ definierte Hauptdivisor. Er wird mit div (¢) bezeichnet
und als formale Summe

div (¢) = Zordp (q)-p
P

geschrieben.
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Wenn man die rationale Funktion ¢ € Q(R) als ¢ = g ansetzt, so gilt
div(g) = div(f) —div(g),

da dies punktweise an jedem Primideal gilt. Bei
ord, (¢) < 0

sagt man auch, dass ¢ einen Pol an der Stelle p besitzt, und zwar mit der
Polordnung — ord, (q).

Die Menge der Divisoren bildet eine additive kommutative freie Gruppe, die
wir mit Div(R) bezeichnen. Es liegt (siche Aufgabe 24.1) unmittelbar ein
Gruppenhomomorphismus

(Q(R))" — Div(R), g — div (q),

vor. Das Bild unter dieser Abbildung ist die Untergruppe der Hauptdivisoren,
die wir mit H bezeichnen.

Da wir in der letzten Vorlesung eine Bijektion zwischen effektiven Divisoren
und von 0 verschiedenen Idealen (und von effektiven Hauptdivisoren mit von
0 verschiedenen Hauptidealen) gestiftet haben, liegt die Frage nahe, welche
,Ideal-dhnlichen“ Objekte den Divisoren entsprechen. Wir wollen also wissen,
durch welche Objekte wir das Fragezeichen im folgenden Diagramm ersetzen
missen.
Ideale(R) — E-Div(R)

! !

? — Div(R)
Da wir einen Divisor D stets als D = E — F mit effektiven Divisoren £ und
F schreiben konnen, liegt die Vermutung nahe, nach etwas wie dem Inversen
(beziiglich der Multiplikation) eines Ideals zu suchen. Im Fall eines fakto-
riellen Zahlbereichs entsprechen sich (bis auf die Einheiten) Elemente und
Hauptdivisoren, und zwar sowohl auf der Ringebene (siche Bemerkung 23.4)
als auch auf der Ebene des Quotientenkorpers. Zu einer rationale Funktion
q bzw. dem Hauptdivisor div (¢) gehort in diesem Fall einfach der von ¢ er-
zeugte R-Untermodul ¢R von Q(R). Im Fall der rationalen Zahlen sind dies
Untergruppen der Form %OZ oder %Z. Fiir allgemeine Zahlbereiche fiihrt die
folgende Definition zum Ziel.

Definition 24.3. Es sei R ein Zahlbereich mit Quotientenkorper Q(R).
Dann nennt man einen endlich erzeugten R-Untermodul § des R-Moduls
Q(R) ein gebrochenes Ideal.

Lemma 24.4. FEs sei R ein Zahlbereich mit Quotientenkérper Q(R) und sei
f C Q(R) eine Teilmenge. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) § ist ein gebrochenes Ideal.
(2) Es gibt ein Ideal a in R und ein Element r € R, r # 0, sodass

=8 {2 ace)
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qgilt.
Beweis. Es sei zunéchst § ein gebrochenes Ideal. Dann ist

S
D,

Nach Ubergang zu einem Hauptnenner kann man annehmen, dass r = r; =

. = 1, ist. Dann hat man mit dem Ideal a = (a4, ...,a,) eine Beschrei-
bung der gewiinschten Art. Ist umgekehrt f = %, so ist dies natiirlich ein
endlich erzeugter R-Untermodul von Q(R). O

Wie fiir Ideale spielen diejenigen gebrochenen Ideale, die von einem Element
erzeugt sind, eine besondere Rolle.

Definition 24.5. Es sei R ein Zahlbereich mit Quotientenkorper Q(R).
Dann nennt man ein gebrochenes Ideal der Form § = Rqg mit ¢ € Q(R)
ein gebrochenes Hauptideal.

Aus Lemma 24.4 ergibt sich sofort, dass fiir einen Hauptidealbereich jedes
gebrochene Ideal ein gebrochenes Hauptideal ist.

Definition 24.6. Es sei R ein Zahlbereich mit Quotientenkorper Q(R).
Dann definiert man fiir gebrochene Ideale § und g das Produkt f - g als den
von allen Produkten erzeugten R-Untermodul von Q(R), also

fro:=Rgf:fefgcu),
wobei die Produkte in Q(R) zu nehmen sind.

Wird das gebrochene Ideal f als R-Modul von fi,..., f, erzeugt und wird
das gebrochene Ideal g von gy, ..., g, erzeugt, so wird das Produkt fg von
den Produkten f;g;, 1 <i<n, 1 <j <m, erzeugt. Also ist das Produkt in
der Tat wieder endlich erzeugt und damit ein gebrochenes Ideal. Fiir Ideale
stimmt natiirlich das Idealprodukt mit dem hier definierten Produkt von ge-
brochenen Idealen iiberein. Das Produkt von gebrochenen Hauptidealen ist
wieder ein gebrochenes Hauptideal. Man kann direkt zeigen, oder aber den
Bijektionssatz weiter unten benutzen, dass die Menge der von 0 verschie-
denen gebrochenen Ideale eine Gruppe bilden, und die von 0 verschiedenen
gebrochenen Hauptideale darin eine Untergruppe.

Bemerkung 24.7. Zu einem gebrochenen Ideal f # 0 in einem Zahlbereich
R nennt man

i ={e€QR)|q-fS R}
das zugehorige inverse gebrochene Ideal. Es ist klar, dass dies ein von 0 ver-
schiedener R-Untermodul von Q(R) ist, die endliche Erzeugtheit ist etwas
schwieriger zu zeigen. Zunéchst beachte man, dass zu zwei gebrochenen Idea-
len mit der Beziehung g = rf mit r € Q(R), r # 0, fiir die inversen Ideale

die Beziehung g~' = r~'§~" gilt. Wenn nun f durch §,..., ¢ erzeugt wird,
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so ist | = £ = gmita = ay---a, und g besitzt ein Erzeugendensystem der
Form X,..., - mit ¢; € R. Die Bedingung

Cl’..

1
q— € R
C;

impliziert ¢ € R. Daher ist das inverse gebrochene Ideal selbst ein Ideal, also
endlich erzeugt.

Fiir das Produkt ist offenbar
f’ fil - Ra

es ist aber nicht unmittelbar klar, dass hier sogar Gleichheit gilt. Dies folgt
daraus, dass man die Gleichheit lokal testen kann, die Produktbildung lokal
ist und die Lokalisierungen diskrete Bewertungsringe sind.

Beispiel 24.8. Wir betrachten im quadratischen Zahlbereich Z[v/—5] das

Ideal
a= (2,1+vV-5).
Aufgrund der Gleichung

2-3=(1+Vv-5({1—-v-5)
ist beispielsweise
1—+=5
- .a g R’ L
2 1++v-5
Wir behaupten, dass das inverse gebrochene Ideal a™! gleich

- a(e25)

caCR, 1-aCR.

ist, wobei sich die Inklusion f C a~!

Andererseits gilt wegen

aus der vorstehenden Zeile ergibt.

— 1 —+/=5

fiir das Produkt
a-f =R,
und dies impliziert nach Aufgabe 24.15 die Gleichheit f = a™!.

Ein gebrochenes Ideal f # 0 in einem Zahlbereich ist ein sogenannter in-
vertierbarer Modul . D.h. es ist lokal isomorph zum Ring selbst. Mit diesen
Formulierungen ist folgendes gemeint: Fiir ein maximales Ideal (also fiir ein
von 0 verschiedenes Primideal) p ist fR, = f, (dies ist die Lokalisierung
eines Moduls an einem Primideal) ein endlich erzeugter R,-Modul # 0, der
zugleich im Quotientenkorper liegt. Solche Moduln (iiber dem diskreten Be-
wertungsring R, ) sind isomorph zu R,. Siehe Aufgabe 22.16.
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Definition 24.9. Es sei R ein Zahlbereich und
D=2 m-
p

ein Divisor (wobei p durch die Menge der Primideale # 0 1duft). Dann nennt
man

{f € Q(R) | div(f) = D}
das gebrochene Ideal zum Divisor D. Es wird mit Id(D) bezeichnet.

Das folgende Lemma zeigt, dass man in der Tat ein gebrochenes Ideal erhélt,
und dass diese Definition mit der fritheren Definition 23.11 vertréaglich ist.

Lemma 24.10. Es sei R ein Zahlbereich und D = Zp ny - p e Diwisor.
Dann ist die Menge {f € Q(R) | div (f) > D} ein gebrochenes Ideal. Ist D
ein effektiver Divisor, dann st das so definierte gebrochene Ideal ein Ideal
und stimmt mit dem Ideal iiberein, das einem effektiven Divisor gemdfS der
Definition 23.11 zugeordnet wird.

Beweis. Es sei f = {f € Q(R) | div(f) > D}. Gemif der Konvention, dass
div (0) = oo zu interpretieren ist, ist 0 € f. Fiir zwei Elemente fi, fo €
Q(R) mit div (f1),div (f2) > D gilt

div (fi + f2) = min(div (f1),div(f2)) > D
und
div(rf) = div(r) +div(f) > D
fir r € R, da ja div (r) effektiv ist. Also liegt in der Tat ein R-Modul vor.

Bevor wir die endliche Erzeugtheit nachweisen, betrachten wir die zweite
Aussage. Es sei also E ein effektiver Divisor. Wir miissen zeigen, dass

{feQR)|div(f) 2 E} = {f € R[div(f) = E}

ist, wobei die Inklusion D klar ist. Es sei also f € Q(R) und angenommen,
der zugehorige Hauptdivisor div (f) sei > FE. Dann ist div (f) insbesondere
effektiv. Die Effektivitdat bedeutet ord, (f) > 0 fiir jedes von 0 verschiedene
Primideal p und dies bedeutet f € R,. Das heifit, dass f zu jedem diskreten
Bewertungsring zu jedem maximalen Ideal von R gehort. Dies bedeutet aber
nach Satz 22.9, dass f € R ist.

Zum Nachweis der endlichen Erzeugtheit bemerken wir, dass es zu jedem
Divisor D ein r € R derart gibt, dass D' = D + div (r) effektiv ist. Das
zu D' gehorige gebrochene Ideal ist dann ein Ideal, also endlich erzeugt, und
dies iibertragt sich auf das gebrochene Ideal zu D. O

Definition 24.11. Es sei R ein Zahlbereich und f # 0 ein von 0 verschie-
denes gebrochenes Ideal. Dann nennt man den Divisor

div(f) = Zmp P
P
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mit
m, = min (ord, (f)|f €f, f #0)

den Divisor zum gebrochenen Ideal f.

Da das gebrochene Ideal f nach Definition endlich erzeugt ist, muss man
das Minimum nur iiber eine endliche Menge nehmen. Insbesondere ist der
zugehorige Divisor wohldefiniert. Fiir ein Ideal stimmt diese Definition offen-
sichtlich mit der alten {iberein.

Lemma 24.12. Es sei R ein Zahlbereich. Dann gelten folgende Aussagen.

a

(1) Es seif ein gebrochenes Ideal mit einer Darstellung f = § mith € R
und einem Ideal a C R. Dann ist

div (f) = div (a) — div (h).
(2) Zu einem Divisor D gibt es ein h € R derart, dass D+div (h) effektiv

15t.
(3) Zu einem Divisor D mit E = D + div (h) effektiv ist
Id(E
1(p) = &)
h
Beweis. Siehe Aufgabe 24.18. O

Auch die Einzelheiten des Beweises des folgenden Satzes iiberlassen wir dem
Leser, siche Aufgabe 24.19.

Satz 24.13. Es sei R ein Zahlbereich. Dann sind die Zuordnungen
f— div(f) wnd D+ 1d(D)

zueinander inverse Abbildungen zwischen der Menge der von 0 verschiedenen
gebrochenen Ideale und der Menge der Divisoren. Diese Bijektion ist ein
Isomorphismus von Gruppen.

Beweis. Wir miissen zeigen, dass die hintereinandergeschalteten Abbildun-
gen jeweils die Identitdat ergeben. Dies kann man mittels Lemma 24.12 auf
den effektiven Fall zuriickfithren. Die Zuordnung f — div(f) fithrt die Mul-
tiplikation von gebrochenen Idealen in die Addition von Divisoren iiber, da
dies an jedem diskreten Bewertungsring R, gilt. Wegen der Bijektivitit liegt
dann auch links eine Gruppe vor und die Abbildungen sind Gruppenisomor-
phismen. O
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24. ARBEITSBLATT

UBUNGSAUFGABEN

Aufgabe 24.1. Es sei R ein Zahlbereich. Zeige, dass die Abbildung, die
einem Element ¢ € Q(R), q¢ # 0, den Hauptdivisor div (¢) zuordnet, folgende
Eigenschaften besitzt.

(1) Es ist div (q1q2) = div (q1) + div (g2).
(2) Es ist div (¢1 + ¢2) > min{div (q1), div (¢2)}.

Zeige insbesondere, dass diese Zuordnung einen Gruppenhomomorphismus
Q(R)\ {0} — Div(R)

definiert und dass die Hauptdivisoren eine Untergruppe der Divisoren bilden.

Aufgabe 24.2. Beweise, dass es zu einem Zahlbereich R einen Gruppeniso-
morphismus
Q(R)*/R* — H

gibt, wobei H die Gruppe der Hauptdivisoren bezeichnet.

Aufgabe 24.3. Es sei R ein Zahlbereich. Man bestimme die Méchtigkeit der
folgenden Mengen.

)
) Die Menge der Primideale in R.

) Die Menge der Ideale in R.

) Die Menge der gebrochenen Ideale.

) Die Menge der R-Untermoduln von Q(R).
) Die Divisorengruppe Div(R).

) Die Hauptdivisorengruppe.

Aufgabe 24.4. Es sei R ein Zahlbereich. Man bestimme fiir die folgenden
Gruppen, ob sie frei sind.

(a) R.

Die Einheitengruppe des Quotientenkorpers Q(R) \ {0}.
Die Gruppe (Q., -, 1) der positiven rationalen Zahlen.
Die Gruppe der gebrochenen Idealen # 0.

Die Divisorengruppe Div(R).
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Aufgabe 24.5. Es sei R ein Zahlbereich und f € Q(R), f # 0. Zeige, dass
f € R genau dann gilt, wenn der Hauptdivisor div (f) ein effektiver Divisor
ist.

Aufgabe 24.6. Es sei R ein quadratischer Zahlbereich. Definiere zu einem
Divisor D den ,konjugierten Divisor® D. Zeige, dass fir ¢ € Q(R), q # 0,
die Beziehung

div (¢) = div (q)
gilt.

Aufgabe 24.7. Es sei R = Ay = 7Z[\/14] der quadratische Zahlbereich zu
D = 14. Berechne zu

V14

ot W
~|

q:

den zugehorigen Hauptdivisor.

Aufgabe 24.8. Es sei
R = Z|V—6] = Z[X]/(X* +6).

Berechne den Hauptdivisor zu

Aufgabe 24.9. Bestimme eine rationale Funktion C — C, die an der Stelle
2 —1i einen Pol der Ordnung 4, in —3 + 5i eine Nullstelle der Ordnung 2 und
in —3 einen Pol der Ordnung 3 besitzt.
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Aufgabe 24.10. Es sei f # 0 eine rationale Funktion f: C — C. Zeige,
dass f in a € C genau dann eine Nullstelle der Ordnung k besitzt, wenn f~*
in a einen Pol der Ordnung k besitzt.

Aufgabe 24.11. Bestimme einen Erzeuger fiir das gebrochene Ideal f C Q,
das durch die rationalen Zahlen
4 7 13
77107 8

erzeugt wird.

Aufgabe 24.12. Der Floh Kurt lebt auf einem unendlichen Lineal und be-
findet sich in der Nullposition. Er verfiigt iiber drei Spriinge, ndmlich

11 25 82

7749 15°
Berechne das zugehorige gebrochene Ideal, das seinem Lebensraum ent-
spricht.

Aufgabe 24.13. Es sei R = Z[i]. Berechne einen Erzeuger fiir das gebro-
chene Ideal aus Q(R) = Q[i], das durch die beiden Erzeuger
3 —8 + 61

- und 5

gegeben ist.

Aufgabe 24.14. Es sei f C Q(R) ein gebrochenes Ideal zu einem Zahlbe-
reich R. Zeige, dass

it ={¢€QR)|q-fC R}

ebenfalls ein gebrochenes Ideal ist.

Aufgabe 24.15. Es seien f und g gebrochene Ideale in einem Zahlbereich

R. Es gelte

f-g=R~R
Zeige, dass dann

g=17"

1st.

Aufgabe 24.16. Es sei a C R ein Ideal in einem Zahlbereich R mit dem
zugehorigen effektiven Divisor E. Zeige, dass das inverse gebrochene Ideal

o' ={g€QR)|q-aC R}
gleich dem zu —FE gehorenden gebrochenen Ideal Id(—F) ist.
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Aufgabe 24.17. Es sei R ein Zahlbereich und es seien f und g gebrochene
Ideale.

(1) Zeige, dass wenn es ein r € Q(R), r # 0, mit
g =7j
gibt, dass dann die Multiplikation mit r, also
QR) — Q(R), fr—r1f,
einen R-Modulisomorphismus
f—9

induziert.
(2) Zeige, dass wenn es irgendeinen R-Modulisomorphismus

p:rf—9
gibt, dass es dann schon ein r € Q(R) mit
g =rj

gibt, und dass der Isomorphismus eine Multiplikation ist.

Aufgabe 24.18. Beweise Lemma 24.12.

Aufgabe 24.19. Fiihre die Einzelheiten im Beweis zu Satz 24.13 aus.

Aufgabe 24.20. Es sei R ein Zahlbereich und a ein Ideal in R. Zeige, dass
es ein von 0 verschiedenes Ideal b derart gibt, dass ab ein Hauptideal ist.

Aufgabe 24.21. Beweise das Lemma von Dickson, das besagt, dass eine
nichtleere Teilmenge T" C N" nur endlich viele minimale Elemente besitzt.

AUFGABEN ZUM ABGEBEN

Aufgabe 24.22. (4 Punkte)

Es sei R = A_j3 = Z[v/—13] der quadratische Zahlbereich zu D = —13.

Berechne zu

2 5
_ 2 _ 2/ 13
1= 377

den zugehorigen Hauptdivisor und stelle ihn als Differenz zweier effektiver
Divisoren dar.
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Aufgabe 24.23. (4 Punkte)

Die Flohin Paola lebt in der komplexen Ebene und befindet sich im Null-
punkt. Sie verfiigt iiber drei Spriinge, ndmlich

3 2 2.1

- — =i, 2+ -1, - 4 Ti.

1 50 ot3hr Tl
Man gebe eine einfache Beschreibung des gebrochenen Ideals, das ihrem Le-
bensraum entspricht.

Aufgabe 24.24. (4 Punkte)

Zeige direkt, dass die gebrochenen Ideale # 0 eine Gruppe bilden, und dass
die gebrochenen Hauptideale darin eine Untergruppe bilden.

Aufgabe 24.25. (3 Punkte)

Es sei a = (f1,..., fn) (mit f; # 0) ein Ideal in einem Zahlbereich R und
sei vorausgesetzt, dass das inverse gebrochene Ideal a=! die Gestalt

ol =(fi' S

hat. Zeige, dass a ein Hauptideal sein muss.

25. VORLESUNG - DIE DIVISORENKLASSENGRUPPE VON
Z AHLBEREICHEN

DIE DIVISORENKLASSENGRUPPE

Definition 25.1. Es sei R ein Zahlbereich. Es sei Div (R) die Gruppe der
Divisoren und H C Div (R) sei die Untergruppe der Hauptdivisoren. Dann
nennt man die Restklassengruppe

DKG (R) = Div(R)/H

die Divisorenklassengruppe von R.

Die Divisorenklassengruppe wird haufig auch als Idealklassengruppe oder ein-
fach als Klassengruppe bezeichnet. Sie ist kommutativ. Thre Elemente sind
Aquivalenzklassen und werden durch Divisoren reprisentiert, wobei zwei Di-
visoren genau dann die gleiche Klasse représentieren, wenn ihre Differenz
ein Hauptdivisor ist. Sie heiflen Divisorklassen oder Idealklassen. Ein spéte-
res Hauptresultat - das wir aber nur fiir quadratische Zahlbereiche beweisen
werden - wird sein, dass die Klassengruppe endlich ist. Sie ist eine wesentli-
che (ko)-homologische Invariante eines Zahlbereichs und enthélt wesentliche
Informationen iiber diesen. Generell ldsst sich sagen, dass ihre Grofle zum
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Ausdruck bringt, wie weit ein Zahlbereich von der Faktorialitit entfernt ist.
Der néchste Satz charakterisiert die Faktorialitdt dadurch, dass die Klassen-
gruppe trivial ist.

Satz 25.2. Es sei R ein Zahlbereich und es bezeichne DKG (R) die Diviso-
renklassengruppe von R. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) R ist ein Hauptidealbereich.
(2) R ist faktoriell.
(3) Es ist DKG (R) = 0.

Beweis. Die Implikation (1) = (2) folgt aus Satz 3.7.

(2) = (3). Es sei also R faktoriell, und sei p ein Primideal # 0. Sei f € p,
f # 0, mit Primfaktorzerlegung f = p;---ps. Da p ein Primideal ist, muss
einer der Primfaktoren zu p gehoren, sagen wir p = p; € p. Dann ist
(p) C p. Das von p erzeugte Ideal ist ein Primideal, und in einem Zahlbereich
ist nach Satz 18.15 jedes von 0 verschiedene Primideal maximal, sodass hier
(p) = p gelten muss. Auf der Seite der Divisoren gilt aufgrund von Satz
23.12 div (p) = 1p, sodass ein Hauptdivisor vorliegt. Also sind alle Erzeuger
der Divisorengruppe Hauptdivisoren und somit ist iiberhaupt

Div(R) = H
und die Divisorenklassengruppe ist trivial.

(3) = (1). Es sei nun DKG (R) = 0 vorausgesetzt. Wir zeigen zunéchst, dass
jedes Primideal p # 0 ein Hauptideal ist. Nach Voraussetzung ist der Divisor
p ein Hauptdivisor, sodass p = div(p) mit einem p € R gilt. Aufgrund von
Satz 23.12 entspricht dies auf der Idealseite der Gleichung p = (p), sodass
jedes Primideal ein Hauptideal ist. Fiir ein beliebiges Ideal a C R, a # 0, ist
nach Satz 23.14
a = p;lpzk

Dies bedeutet aber, mit p; = (p;), dass a ein Hauptideal ist, das von
pit - pF erzeugt wird. Also liegt ein Hauptidealbereich vor. O

Wir kennen bereits die euklidischen Bereiche Z[i] und Z[@], die Haupt-

idealbereiche sind und deren Klassengruppe somit 0 ist. Der Bereich Z[v/—5]
ist hingegen nicht faktoriell und somit kann seine Klassengruppe nicht 0 sein.
Wir werden in Beispiel 27.11 sehen, dass die Klassengruppe davon einfach
Z/(2) ist, und wir werden in Satz 27.6 allgemein beweisen, dass die Klassen-
gruppe von quadratischen Zahlbereichen immer eine endliche Gruppe ist.

Beispiel 25.3. Wir behaupten, dass im quadratischen Zahlbereich R =

Z[\/-5] das Ideal
p=(2,1+v-5)

kein Hauptideal ist, was in Beispiel 21.8 gezeigt wurde, aber die Eigenschaft
besitzt, dass das Quadrat davon ein Hauptideal ist. Insbesondere definiert
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die zugehorige Idealklasse ein von 0 verschiedenes Element in der Divsoren-
klassengruppe mit der Eigenschaft, dass das Doppelte davon trivial ist. Es

1st

p? = (4,24 2V -5, -4+ 2v/-5) = (2).
Dabei ist die Inklusion C klar und die umgekehrte Inklusion O ergibt sich
aus

—44+(24+2vV-5) — (-4 +2V-5) = 2.
Wir betrachten nun das Ideal
q=(7,3+V-5).
Der Restklassenring ist
Z/(D[X]/(X* +5,3+ X) = Z/(7),
sodass ein Primideal mit der Norm 7 vorliegt, das kein Hauptideal ist, da
es kein Element mit Norm 7 gibt. Die beiden Ideale p und q definieren die
gleiche Idealklasse. Dazu betrachten wir die Multiplikation

Q(R) — Q(R), h —» h%.

Wegen
3 -5
SEETEJPTING S
und
3++vV-5 —24+4y/-5
(1+v—5)- 5 = 5 = —14+2V-5 = =74+2(3+V-5) € q

induziert dies einen injektiven R-Modulhomomorphismus
p—>4q,
der wegen
7= —(—14+2v-5)+2(3+V-5)
auch surjektiv ist. Somit ist

()

als gebrochene Ideale. In Beispiel 27.11 wird dariiber hinaus gezeigt, dass die
Klassengruppe von R gleich Z/(2) ist.

NORMEUKLIDISCHE BEREICHE

Wir betrachten diejenigen imaginér-quadratischen Zahlbereiche (also D <
0), fur die die Norm eine euklidische Funktion ist. Wir werden in Bemer-
kung 25.6 Beispiele sehen, wo der Ganzheitsring zwar faktoriell, aber nicht
euklidisch ist.
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Definition 25.4. Essei D # 0,1 quadratfrei und Ap der zugehorige quadra-
tische Zahlbereich. Dann heifit Ap normeuklidisch, wenn die Normfunktion
auf Ap eine euklidische Funktion ist.

Da eine euklidische Funktion nur positive Werte annimmt, kann die Norm
allenfalls im imagindr-quadratischen Fall euklidisch sein, da im reell-imaginér
quadratischen Fall die Norm auch negative Werte annimmt. Die Euklidizitét
der Norm bedeutet, dass es zu a,b € R, b # 0, Elemente z und r mit

a = zb+r

und r = 0 oder

N(r) < N(b).
Dies kann man auch so sehen, dass es fiir jedes rationale Element § € Q(R)
eine ganzzahlige Approximation z € R mit

N(%—z) <1

gibt. Mit Hilfe dieser geometrischen Interpretation charakterisiert der néchste
Satz explizit diejenigen imaginér-quadratischen Zahlbereiche, fiir die Ap nor-
meuklidisch ist.

Satz 25.5. Es sei D < 0 quadratfrei und Ap der zugehorige quadratische
Zahlbereich. Dann sind folgende Aussagen dquivalent.

(1) Ap ist euklidisch.
(2) Ap ist normeuklidisch.
(3) Bsist D = —1,-2,—3,—7, —11.

Beweis. (1) = (3). Es sei Ap euklidisch mit euklidischer Funktion 6. Es sei
z € Ap, z # 0, keine Einheit, so gewéhlt, dass d(z) unter allen Nichteinheiten
den minimalen Wert annimmt. Fiir jedes w € Ap ist dann

w = qz+r mit r =0 oder §(r) < d(z).

Wegen der Wahl von z bedeutet dies » = 0 oder r ist eine Einheit. Wir
betrachten die Restklassenabbildung

@: AD — AD/(Z)

Dabei ist ¢(w) = ¢(r). Ab |D| > 4 gibt es nur die beiden Einheiten 1 und
—1, sodass das Bild von ¢ iiberhaupt nur aus 0, 1, —1 besteht. Also ist nach
Satz 21.7
N(z) = [Ap/(2)] <3

Bei D = 2,3 mod 4 hat nach Satz 20.9 jedes Element aus Ap die Form
z = a+b/D (a,b € Z) mit Norm N(z) = a4 |D|b?. Damit ist (bei
|D| > 4) N(z) < 3 nur bei b =0 und |a|] = 1 moglich, doch dann liegt eine
Einheit vor, im Widerspruch zur Wahl von z. In diesem Fall verbleiben also
nur die Moglichkeiten D = —1, —2.
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Bei D = 1 mod 4 hat nach Satz 20.9 jedes Element aus Ap die Form
z = a—i—b%5 (a,b € Z) mit Norm N(z) = (a—i—g)z + %. Damit ist
bei |D| > 13 die Bedingung N(z) < 3 wieder nur bei b = 0 und |a| = 1
moglich, sodass erneut eine Einheit vorliegt. Es verbleiben die Mo6glichkeiten
D = -3,-7,-11.

(3) & (2). Der Ganzheitsring Ap ist genau dann normeuklidisch, wenn es
zu jedem f € Q[v/D] ein z € Ap mit |[N(f — z)| < 1 gibt. Dies bedeutet
anschaulich, dass es zu jedem Punkt von Q[v/D] C C stets Gitterpunke aus
Ap gibt mit einem Abstand kleiner als eins.? Im Fall D = 2,3 mod 4 ist
Ap = Z[vV/'D] und es liegt ein rechteckiges Gitter vor, wobei der maximale
Abstand im Mittelpunkt eines Gitterrechteckes angenommen wird. Der Ab-

stand zu jedem Eckpunkt ist dort 4/ i + %, und dies ist nur fir D = —1, -2

kleiner als eins.

Im Fall D = 1 mod 4 wird die komplexe Ebene iiberdeckt von kongruen-
ten gleichschenkligen Dreiecken, mit einer Grundseite der Lénge eins und
Schenkeln der Lénge 3+/1 + |D|, deren Eckpunkte jeweils Elemente aus Ap
sind. Der Punkt innerhalb eines solchen Dreiecks mit maximalem Abstand
zu den Eckpunkten ist der Mittelpunkt des Umkreises, also der Schnittpunkt
der Mittelsenkrechten. Wir berechnen ihn fiir das Dreieck mit den Eckpunk-

ten (0,0), (1,0), <%, \/ﬁ> Die Mittelsenkrechte zur Grundseite ist durch

2

r = % gegeben, und die Mittelsenkrechte zum linken Schenkel wird durch

(i, @) + t(x/ | D], —1) beschrieben. Gleichsetzen ergibt

1 1 1 1
— 4+ t\/|D| == bzw. t\/|D| = - und t = .

und der gemeinsame

VIDI 1

4 44/1D|
Abstand zu den drei Eckpunkten ist die Quadratwurzel aus

2
1 (/D] 1 1 |D| 1 11 1
- - =+ s = (24D +— ).
4+< 1y |D|> 1776 "6 T’ T 16 * ’+|D|

Dies (und ebenso die Quadratwurzel) ist kleiner als 1 genau dann, wenn
|D|+ﬁ < 14 ist, was genau bei D > —13 der Fall ist und den Mdoglichkeiten

D = —3,—7,—11 entspricht.
(2) = (1) ist trivial. O

Damit ist die zweite Koordinate gleich

2Da Q[v/D] dicht in der komplexen Ebene C liegt, gilt dies ebenso fiir alle komplexen
Zahlen.
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Bemerkung 25.6. Fiir ein vorgegebenes quadratfreies D kann man

grundsétzlich effektiv entscheiden, ob der quadratische Zahlbereich Ap fak-

toriell ist oder nicht. Fiir D < 0 ist dies genau fiir
D=-1,-2-3,-7,—11,—19,—43, —67,—163

der Fall. Es war bereits von Gaufl vermutet worden, dass dies alle sind, es
wurde aber erst 1967 von Heegner und Stark bewiesen. Man weify auch, fiir
welche von diesen D der Ganzheitsbereich euklidisch ist, ndmlich nach Satz
25.5 fir D = —1,—-2,—3,—7,—11, aber nicht fiir die anderen vier Werte.

Fir D > 0 wird vermutet, dass fiir unendlich viele Werte der Ganzheitsbe-
reich faktoriell ist. Fiir D < 100 liegt ein faktorieller Bereich fiir die Werte

2,3,5,6,7,11,13,14,17,19,21, 23,29, 31, 33, 37, 38,41, 43, 46, 47,

53,57,59,61,62,67,69,71,73,77,83, 86,89, 93, 94, 97
vor. Dagegen weil man (Chatland und Davenport 1950), fiir welche po-
sitiven D der Ganzheitsbereich Ap euklidisch ist, nédmlich fir D =
2,3,5,6,7,11,13,17,19, 21,29, 33,37,41,57,73.

25. ARBEITSBLATT

UBUNGSAUFGABEN

Aufgabe 25.1. Es sei R ein Zahlbereich und es seien § und g gebrochene
Ideale # 0. Zeige, dass f und g genau dann als R-Moduln isomorph sind, wenn

die zugehorigen Divisoren div (f) und div (g) in der Divisorenklassengruppe
DKG (R) gleich sind.

Aufgabe 25.2. Es sei Ap ein quadratischer Zahlbereich und sei a ein Ideal
# 0 in Ap. Zeige, dass das konjugierte Ideal @ in der Klassengruppe das
Inverse zu a ist.

Aufgabe 25.3. Bestimme in Z[y/—2] einen grofiten gemeinsamen Teiler fiir

22 + 254/—2 und 43 — 23/ —2.

Aufgabe 25.4. Betrachte in Z[y/—2| die beiden Elemente
r=4+7v—2und y =5+ 8v—-2.

Bestimme den grofiten gemeinsamen Teiler der Normen N(x) und N(y) (in
Z) und das von x und y erzeugte Ideal in Z[/—2].
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Aufgabe 25.5. Essei R = Z[\/—6] = Z[X]/(X?+6). Berechne den Haupt-

divisor zu

Aufgabe 25.6. Essei R = A_j; = Z[**="] der quadratische Zahlbereich
zu D = —15. Berechne zu

3 5
_ 2 2715
9770 6

den zugehorigen Hauptdivisor und stelle ihn als Differenz zweier effektiver
Divisoren dar.

Aufgabe 25.7. Essei R = A_j; = Z[**~1] der quadratische Zahlbereich
zu D = —11. Berechne mittels des euklidischen Algorithmus den gréfiten
gemeinsamen Teiler von

35+ +v—11 und — 89+ 21v/—11.

Aufgabe 25.8. Essei R = A_; = Z[HT‘E] der quadratische Zahlbereich
zu D = —7. Bestimme die Primfaktorzerlegung von

44 9v—T.

Aufgabe 25.9. Es sei D quadratfrei mit D = 3 mod 4 und D < —1.
Zeige, dass (2,1 + /D) ein Primideal im quadratischen Zahlbereich Ap ist,
aber kein Hauptideal. Folgere, dass diese Ringe nicht faktoriell sind.

Aufgabe 25.10. Essei D < 0 quadratfrei und Ap der zugehorige imaginér-
quadratische Zahlbereich. Bestimme fiir D > —12 die Nichteinheiten z €
Ap mit minimaler Norm.

Aufgabe 25.11. Im quadratischen Zahlbereich Ag = Z[/6] gilt
2-3 = v6- 6.

Finde die Primfaktorzerlegungen (?7) der beteiligten Faktoren und des Pro-
duktes.

Aufgabe 25.12. Im quadratischen Zahlbereich A_¢ = Z[v/—6] gilt
2.3 = /—6-v/—6.

Kann man diese Produkte weiter zerlegen, sind die beteiligten Faktoren prim?
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Aufgabe 25.13. Es sei D quadratfrei und betrachte Z[v/D] € Ap. Cha-
rakterisiere fiir die beiden Ringe, wann v/D prim ist.

Aufgabe 25.14. Man gebe ein Beispiel von zwei Zahlbereichen R und S, die
als Ringe nicht isomorph sind, aber die Eigenschaft haben, dass sowohl die
additiven Strukturen (R, +,0) und (S, +,0) als Gruppen isomorph als auch
die multiplikativen Strukturen (R,-,1) und (S,-,1) als Monoide isomorph
sind.

Bei den beiden folgenden Aufgaben darf man sich auf quadratische Zahl-
bereiche beschranken, da wir nur fiir diese die Multiplikativitit der Norm
gezeigt haben.

Aufgabe 25.15. Es sei R ein Zahlbereich. Erweitere die (multiplikative)
Normabbildung

Ideale (R) — (N4, ), a — N(a),
zu einem Gruppenhomomorphismus

Gebrochene Ideale (R) — Q.

Aufgabe 25.16. Finde eine (additive) Gruppe G' und Gruppenhomomor-
phismen ¢ und v derart, dass das Diagramm

Gebrochene Ideale (R) — Div (R)

Norm | $U
Q~ - G

kommutiert und dass ¢ injektiv ist.

AUFGABEN ZUM ABGEBEN

Aufgabe 25.17. (4 Punkte)

Bestimme in Z[y/—2] einen grofiten gemeinsamen Teiler fiir —169 + 2+/—2
und —70 4 113v/—2.

Aufgabe 25.18. (3 Punkte)

Es sei R ein Zahlbereich und sei angenommen, dass jede ganze Zahl n € Z,
n # 0, eine Primfaktorzerlegung in R besitzt. Zeige, dass dann R bereits
faktoriell ist.
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Aufgabe 25.19. (4 Punkte)

Essei D # 0,1 quadratfrei und Ap der zugehdrige quadratische Zahlbereich.
Es Es sei p eine Primzahl, die in Ap nicht tréage sei. Beweise die Aquivalenz
folgender Aussagen.

(1) p besitzt eine Primfaktorzerlegung in Ap.

(2) p ist nicht irreduzibel (also zerlegbar) in Ap.

(3) p oder —p ist die Norm eines Elementes aus Ap.

(4) p oder —p ist die Norm eines Primelementes aus Ap.

Aufgabe 25.20. (4 Punkte)

Es sei D < —2 quadratfrei und betrachte R = Z[v/D]. Zeige, dass die
einzige Faktorisierung (bis auf Einheiten) von D durch

D = vDVD

gegeben ist. Zeige damit, dass v/D irreduzibel ist. Zeige ferner, dass falls —D
keine Primzahl ist, dann auch /D nicht prim in R ist.

26. VORLESUNG - DER GITTERPUNKTSATZ VON MINKOWSKI

GITTER UND KONVEXE MENGEN

Hermann Minkowski (1864-1909)
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Unser Ziel ist es, zu zeigen, dass die Klassengruppe eines quadratischen Zahl-
bereichs endlich ist. Zu dem Beweis benotigt man Methoden aus der konvexen
Geometrie und einige topologische Begriffe, die im folgenden aufgefiihrt wer-
den. Man spricht in diesem Zusammenhang von der Geometrie der Zahlen,
die mit dem Namen von Minkowski verbunden ist. Der grundlegende Satz
ist der Gitterpunktsatz von Minkowski, den wir in dieser Vorlesung vorstel-
len und beweisen wollen. Im Fall eines quadratischen Zahlbereichs bilden
die ganzen Zahlen ein zweidimensionales Gitter, namlich Z & Zw, das wir in
einem zweidimensionalen reellen Vektorraum auffassen werden. Im imaginér-
quadratischen Fall bietet sich die Einbettung in die komplexen Zahlen an.
Der Gitterpunktsatz macht eine Aussage dariiber, dass gewisse Teilmengen
mit hinreichend groflem Flécheninhalt (oder allgemeiner Volumen) minde-
stens zwei Gitterpunkte enthalten miissen.

Wir erinnern zunéchst an einige Grundbegriffe aus der konvexen Geometrie,
der Topologie und der Mafitheorie.

Definition 26.1. Es seien vy, ..., v, linear unabhéngige Vektoren im R™.
Dann heifit die Untergruppe Zv, @ - - - @ Zv,, ein Gitter im R™.

Manchmal spricht man auch von einem vollstéindigen Gitter. Als Gruppen
sind sie isomorph zu Z™, hier interessieren aber auch Eigenschaften der Ein-
bettung in R™. Ein Gitter heiflt rational, wenn die erzeugenden Vektoren zu
Q™ gehoren.

Definition 26.2. Eine Teilmenge T C R"™ heifit konvexr, wenn mit je zwei
Punkten P,QQ € T auch jeder Punkt der Verbindungsstrecke, also jeder
Punkt der Form

rP+ (1 —7r)Q mit r € [0,1],
ebenfalls zu T' gehort.
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Der Durchschnitt von konvexen Teilmengen ist wieder konvex. Daher kann
man definieren:

Definition 26.3. Zu einer Teilmenge U C R™ heifit die kleinste konvexe
Teilmenge T', die U umfasst, die konvexre Hiille von U.

Die konvexe Hiille ist einfach der Durchschnitt von allen konvexen Teilmen-
gen, die U umfassen.

Im zweidimensionalen kann man sich die konvexe Hiille so vorstellen, dass
man eine Schnur um die fixierten Punkte aus U legt und die Schnur dann
zusammen zieht.

Definition 26.4. Zu einem durch linear unabhéngige Vektoren vy, ..., v,
gegebenen Gitter bezeichnet man die konvexe Hiille der Vektoren ejv; +
<o+ e,v, mit €; € {0,1} als die Grundmasche (oder Fundamentalmasche)
des Gitters.

Die in der vorstehenden Definition auftauchenden Vektoren sind die Eck-
punkte des von den Basisvektoren vy,...,v, erzeugten Parallelotops. Die
Elemente der Grundmasche selbst sind alle Vektoren der Form

vy 4 -+ v, mit r; € [07 1]
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Wir werden die Grundmasche haufig mit 91 bezeichnen. Zu einem Gitter-
punkt P nennt man die Menge P+ eine Masche des Gitters. Ein beliebiger
Punkt ) € R™ hat eine eindeutige Darstellung @Q = tjv; + - -+ + t,v, und
damit ist

Q = ([taJor 4+ + [tn]vn) + (b =[G )or + -+ + (tn = [En])vn),
wobei der erste Summand zum Gitter gehort und der zweite Summand zur

Grundmasche. Insbesondere haben zwei verschiedene Maschen nur Rand-
punkte, aber keine inneren Punkte gemeinsam.

r1+r2+r3

Definition 26.5. Eine Teilmenge 7" C R" heif3t zentralsymmetrisch, wenn
mit jedem Punkt P € T auch der Punkt —P zu T gehort.

Der Begriff der Kompaktheit sollte aus den Anfiangervorlesungen bekannt
sein.

Definition 26.6. Ein topologischer Raum X heifit kompakt (oder dber-
deckungskompakt), wenn es zu jeder offenen Uberdeckung

X = U U; mit U; offen und einer beliebigen Indexmenge [
el
eine endliche Teilmenge J C [ derart gibt, dass
X =u
icJ
ist.

Fiir eine Teilmenge im R"™ ist eine Teilmenge 7" genau dann kompakt, wenn
sie abgeschlossen und beschrankt ist (Satz von Heine-Borel).

Die endliche Vereinigung von kompakten Mengen ist kompakt. Abgeschlos-
sene Teilmengen von kompakten Mengen sind wieder kompakt. Zu zwei dis-
junkten kompakten Mengen X und Y in einem metrischen Raum Z gibt es
einen Minimalabstand d, siehe Aufgabe 26.13. D.h. zu je zwei Punkten x € X
und y € Y ist d(z,y) > d.
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Wir stellen einige Grundbegriffe aus der Mafltheorie zusammen.

Nicht jeder Teilmenge des R kann man sinnvollerweise ein Maf} zuordnen. In
der Maflitheorie werden die sogenannten Borelmengen eingefiihrt, und diesen
Borelmengen kann ein Maf}, das sogenannte Borel-Lebesgue Mafl A zugeord-
net werden. Die Borelmengen umfassen unter anderem alle offenen Mengen,
alle abgeschlossenen Mengen (insbesondere alle kompakten Mengen). Borel-
mengen sind unter abzahlbarer Vereinigung und abzéhlbaren Durchschnitten
abgeschlossen, und mit einer Borelmenge ist auch deren Komplement eine
Borelmenge.

Das Borel-Lebesgue Mafl A hat seine Werte in R>g = R U {oo} und ist
durch folgende Eigenschaften charakterisiert (der Nachweis der Existenz er-
fordert einigen Aufwand):

(1) Fiir einen Quader @) mit den Seitenlédngen sq,...,s, ist A(Q) = s -
89+ Sp,.

(2) Fiir eine abzdhlbare Familie von disjunkten Borelmengen 7}, i € I,
ist AU, i) = 2ier MT0).

(3) Das Borel-Lebesgue Ma$ \ ist translationsinvariant, d.h. fiir eine Bo-
relmenge 7" und einen Vektor v € R" ist auch die um v verschobene
Menge v + T eine Borelmenge mit A(v +T) = \(T).

Weitere wichtige Eigenschaften sind:
eFir U C Tist A(U) < XNT).

e Teilmengen, die in einem echten linearen Unterraum des R"™ liegen, haben
das Mafl 0, siche Lemma 6.11 (Mafl- und Integrationstheorie (Osnabriick
2022-2023)).

e Ein einzelner Punkt und damit auch jede abzdhlbare Ansammlung von
Punkten haben das Maf 0.

e Unter einer linearen Abbildung L: R™ — R"™ verhélt sich das Borel-
Lebesgue MaB so: Zu einer Borelmenge 7" ist auch das Bild L(T") eine Borel-
menge mit A(L(T)) = |det(L)| - A\(T'), siehe Satz 7.2 (Maf- und Integrati-
onstheorie (Osnabriick 2022-2023)).

Eine Basis vy, ..., v, von R" liefert ein Gitter ' C R" zusammen mit der
Grundmasche 9%, ndmlich das durch die v; aufgespannte Parallelotop. Dessen
Volumen (also dessen Borel-Lebesgue-MaBl) wird im Folgenden eine Rolle
spielen. Das Volumen berechnet sich wie folgt: man schreibt die Vektoren v;
(die ja jeweils n Eintrége haben) als Spalten einer quadratischen n x n-Matrix
M. Dann ist
Vol(I) = |det M| .

Dies folgt aus (bzw. ist dquivalent mit) der oben zitierten Aussage, wie sich
das Borel-Lebesgue-Maf3 unter linearen Abbildung verhélt, wenn man sie auf
die lineare Abbildung anwendet, die die Standardektoren e; auf v; schickt.
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Zu einem Gitter I' C R” gibt es keine eindeutig definierte Gitterbasis und da-
mit auch keine eindeutig definierte Grundmasche. Wenn beispielsweise v1, v9
eine Basis eines zweidimensionalen Gitters bilden, so ist auch vy, vy + tv; (
t € 7Z) eine Basis desselben Gitters. Wenn man also von einer Grundmasche
eines Gitters spricht, so meint man in Wirklichkeit die Grundmasche zu ei-
ner fixierten Basis eines Gitters. Wichtig ist dabei, dass das Volumen einer
Grundmasche nur vom Gitter selbst abhéngt, nicht aber von der Gitterbasis!

Sei namlich wy, ..., w, eine weitere Gitterbasis. Dann gibt es zunéchst eine
quadratische invertierbare reellwertige Matrix A, die den Basiswechsel be-
schreibt. Da die w; zum Gitter gehtren muss diese Matrix ganzzahlig sein.
Aus dem gleichen Grund muss die inverse Matrix ganzzahlig sein. Damit
muss die Determinante von A aber entweder 1 oder —1 sein. Nach der For-
mel fiir das Maf} unter linearen Abbildungen haben also die Parallelotope zur
Basis v und zur Basis w das gleiche Volumen. Man spricht daher auch vom
Volumen (oder Kovolumen) des Gitters.

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

Der folgende Satz heifit Gitterpunktsatz von Minkowsk:.

Satz 26.7. Es sei I' ein Gitter im R™ mit Grundmasche . Es sei T eine
konvexe, kompakte, zentralsymmetrische Teilmenge in R™, die zusdtzlich die
Volumenbedingung

Vol(T') > 2" Vol(n)

erfille. Dann enthdlt T mindestens einen von 0 verschiedenen Gitterpunkt.

Beweis. Wir betrachten das verdoppelte Gitter 2I'. Ist vy, ..., v, eine Basis
fiir T', so ist 2vy, ..., 2v, eine Basis fiir 2I". Wir bezeichnen die Grundmasche
von 2I" mit N, fiir ihr Volumen gilt Vol(91) = 2™ Vol(IM). Zu jeder Masche
Ng = Q+ N, Q € 2T, betrachten wir den Durchschnitt

TQ = Tﬂ‘ﬁQ.

Da T kompakt und insbesondere beschréankt ist, gibt es nur endlich vie-
le Maschen derart, dass dieser Durchschnitt nicht leer ist. Es seien die-
se Maschen (bzw. ihre Ausgangspunkte bzw. ihre Durchschnitte) mit
N, (bzw. Q;bzw. T;), i € I, bezeichnet (da der Nullpunkt aufgrund der Kon-
vexitdt und der Zentralsymmetrie zu 1" gehort, umfasst I zumindest 2" Ele-
mente). Die in die Grundmasche 91 verschobenen Durchschnitte bezeichnen
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wir mit

T; =T, — Q.
Wir behaupten zuniichst, dass die T} nicht paarweise disjunkt sind. Es sei
also angenommen, sie wéiren paarweise disjunkt. Mindestens eines der T;
(und damit der 7}) hat positives Volumen, sagen wir fiir i = 1. Wegen der
angenommenen Disjunktheit sind insbesondere

X=TymdY:= | T

i€l,i#l
disjunkt zueinander. Wir haben also zwei disjunkte kompakte Teilmengen,
und diese besitzen einen Minimalabstand d (d.h. zu jedem Punkt aus X lie-
gen in einer d-Umgebung keine Punkte aus Y, siche Aufgabe 26.14). Es sei
r € X ein innerer Punkt (den es gibt, da X konvex ist und ein positives
Volumen besitzt) und sei y € Y. Mit S sei die Verbindungsstrecke von x
nach y bezeichnet, die ganz in O verlauft. Wir wéhlen einen Punkt s € S,
der weder zu X noch zu Y gehort (solche Punkte gibt es wegen des Minimal-
abstandes). Da s sowohl zu X als auch zu Y einen Minimalabstand besitzt,
gibt es eine e-Umgebung B von s, die disjunkt zu X und Y ist. Wir kénnen
ferner annehmen, dass B ganz innerhalb von 91 liegt (wegen der Wahl von
x). Als eine Ballumgebung hat B ein positives Volumen, was zu folgendem
Widerspruch fiihrt.

Vol(M) > Vol(X UY UB)

= Vol (U T> + Vol(B)
> V;T@)

i Vol(T5)

</G<JII(T)

2" Vol (M)

Vol(M).

Es gibt also Indizes i # j und einen Punkt z € T, N TJ (z muss selbst nicht
zu T gehoren). Sei

zi=z+Q;€T,und z; ' =2+ Q; €T;.
Wegen Q;,Q; € 2I' ist auch ; — Q; € 2I" und daher

P
Aus z; € T folgt (wegen der Zentralsymmetrie) auch —z; € T und wegen
der Konvexitiat von T ergibt sich

Qi—-Q; 1 1

1
Zi—Z)——(Zj—Z) = 521‘—523' € T

V

1Vl

2 2(
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Wir haben also einen von Nullpunkt verschiedenen Gitterpunkt in 7" gefun-
den. 0

Wir zitieren abschliefend ohne Beweis den Hauptsatz {iber endlich erzeugte
kommutative Gruppen. Der anschlieBende gegebene Spezialfall fiir die tor-
sionsfreie Situation besagt insbesondere, dass Untergruppen von Gittern als
(abstrakte Gruppe) wieder (nicht vollstéindige) Gitter sind.

Satz 26.8. Es sei G eine endlich erzeugte kommutative Gruppe. Dann ist G
das Produkt von zyklischen Gruppen. D.h. es gibt eine Isomorphie

G =7 XZ/)(n) % - x Z)(ny).

Beweis. Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht vorgefiihrt. U

Definition 26.9. Eine kommutative Gruppe G heifit torsionsfrei, wenn fiir
jedes Element x € G, x # 0, und n € N, gilt nx # 0.

Die additiven Gruppen Z,Z",Q, R, C sind torsionsfrei, die Restklassengrup-
pen Z/(n) bei n # 0 nicht.

Satz 26.10. Es sei G eine endlich erzeugte torsionsfreie kommutative Grup-
pe. Dann ist G eine (endlich-erzeugte) freie Gruppe, d.h. es gibt eine Isomor-
phie

G=1Z.

Beweis. Dieser Beweis wurde in der Vorlesung nicht vorgefiihrt. U

26. ARBEITSBLATT

UBUNGSAUFGABEN

Aufgabe 26.1. Wir betrachten im Ring der Gaufischen Zahlen Z[i] € C
das Ideal a = (14 2i) C Z[i].

(a) Skizziere die Situation.

(b) Skizziere mit verschiedenen Farben die verschiedenen Aquivalenzklas-
sen (Nebenklassen) zum Ideal a C Z[i].

(c) Wie viele Aquivalenzklassen gibt es? Beschreibe ein Reprisentanten-
system.

(d) Erstelle eine Verkniipfungstabelle fiir die Farben. Welche Farben sind
zueinander invers?
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Aufgabe 26.2. Skizziere den quadratischen Zahlbereich A_; = Z[v/—5] als
Gitter in C. Skizziere ferner das Ideal p = (2,14 +/—5) als Untergitter.

Aufgabe 26.3. Es sei Ap ein imaginir-quadratischer Zahlbereich mit der
Gitterrealisierung
Ap =T =Z+7Zw C C

mit w = VD bzw. w = %ﬁ. Es sei A C T ein volles Untergitter. Zeige,
dass A genau dann ein Ideal in Ap ist, wenn

wA C A
gilt.

Aufgabe 26.4. Wir betrachten den Ring der Gaufischen Zahlen als Gitter
Zli| = Z & Zi C C. Wie sehen die gebrochenen Ideale von Z[i] als geome-
trische Objekte in C aus?

Aufgabe 26.5. Sind alle Vierecke konvex?

Aufgabe 26.6. Zeige, dass der Durchschnitt von konvexen Mengen im R"
wieder konvex ist.

Aufgabe 26.7. Charakterisiere die Restklassengruppe eines Gitters I' C
R™.

Aufgabe 26.8. Es seien [';, 'y C R” vollstéandige Gitter. Zeige, dass es eine
R-lineare Abbildung

R" — R"
gibt, die einen Gruppenisomorphismus

Fl — FQ

induziert.

Aufgabe 26.9. Es seien [';,I's; C R” rationale vollstdndige Gitter. Zeige,
dass es eine Q-lineare Abbildung

Q" — Q"
gibt, die einen Gruppenisomorphismus
Fl — FQ

induziert.
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Aufgabe 26.10. Es seien [';,I'y C R” rationale vollstindige Gitter. Zeige,
dass es ein rationales Gitter I' C R” mit I'y,I'y C I gibt.

Aufgabe 26.11. Es sei X ein Hausdorffraum und es sei Y C X eine Teil-
menge, die die induzierte Topologie trage. Es sei Y kompakt. Zeige, dass Y
abgeschlossen in X ist.

<N

(2

X kompakte Teilmengen. Zeige, dass auch die Vereinigung Y = |J;
kompakt ist.

Aufgabe 26.12. Es sei X ein topologischer Raum und es seien Yi,...,Y,

1

Aufgabe 26.13. Es seien X, Y C R” kompakte Teilmengen. Zeige, dass es
Punkte z € X und y € Y mit der Eigenschaft gibt, dass fiir beliebige Punkte
P e X und Q € Y die Abschiitzung

d(z,y) < d(P,Q)
gilt.
Tipp: Man betrachte die Produktmenge S x T C R"™ x R® = R?" und

darauf die Abbildung (z,y) — > . (x; — v;)®. Man argumentiere dann mit
Satz 36.12 (Analysis (Osnabriick 2021-2023)).

Aufgabe 26.14. Es sei X ein metrischer Raum und seien Y, Z C X kom-
pakte Teilmengen, die zueinander disjunkt seien. Zeige, dass es ein d > 0
derart gibt, dass fiir beliebige Punkte P € Y und Q) € Z die Abstandsbe-
dingung d(P, Q) > d gilt.

Aufgabe 26.15. Zeige, dass ein Kérper K genau dann die Charakteristik 0
besitzt, wenn die additive Gruppe (K, +,0) torsionsfrei ist.

AUFGABEN ZUM ABGEBEN

Aufgabe 26.16. (4 Punkte)

Alle Springmiuse leben in Z? und verfiigen iiber zwei Spriinge, nimlich den
Sprung £(3,4) und den Sprung +(5,2). Wie viele Springmaus-Populationen
gibt es? Die Springméuse Albert, Beate, Erich, Heinz, Sabine und Frida sitzen
in den Positionen

(14,11), (13,15), (17,12), (15,19), (16, 16) und (12,20).

Welche Springméuse kénnen sich begegnen?
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Aufgabe 26.17. (4 Punkte)

Es sei U eine Teilmenge des R". Zeige, dass ein Punkt () € R" genau dann
zur konvexen Hiille von U gehort, wenn es endlich viele Punkte P, € U, 1 € I,
und reelle Zahlen r;, i € I, mit r; € [0,1], > ..., = 1 und mit

Q = Z'f’ipz‘

iel

i€l

gibt.

Aufgabe 26.18. (6 Punkte)

Skizziere zum Gitter Z? in R? drei Teilmengen, die die Mafibedingung des Git-
terpunksatzes von Minkowski erfiillen, die den Nullpunkt, aber keine weiteren
Gitterpunkte enthalten, und die jeweils zwei der drei Bedingungen konvex,
kompakt und zentralsymmetrisch erfiillen.

27. VORLESUNG - DIE ENDLICHKEIT DER KLASSENZAHL
DI1E ENDLICHKEIT DER KLASSENZAHL FUR QUADRATISCHE ZAHLKORPER

Wir beweisen nun die Endlichkeit der Klassenzahl fiir die Ganzheitsringe
in quadratischen Zahlkorpern. Es sei bemerkt, dass diese Aussage fiir alle
Zahlbereiche gilt, nicht nur fiir die quadratischen, wir beschrinken uns aber
auf diese.

Lemma 27.1. Es sei R ein quadratischer Zahlbereich. Dann gibt es nur
endlich viele Ideale a in R, deren Norm unterhalb einer gewissen Zahl liegt.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass es zu einer natiirlichen Zahl n nur endlich
viele Ideale a in R mit N(a) = n gibt. Es sei also a ein solches Ideal. Dann
ist n € a nach Korollar 21.5 und damit entspricht a einem Ideal aus R/(n).
Dieser Ring ist aber nach Satz 18.14 endlich und besitzt somit iiberhaupt
nur endlich viele Ideale. O



240

b
. Ll L] L] L
& [ ] [ -
>
>
L] L L ] L] L -

Das Gitter zum Zahlbereich Z[v/—5] und zum Ideal (2,1 + v/—5) (blau, mit einer
Grundmasche).

Bemerkung 27.2. Essei D # 0,1 quadratfrei und Ap der zugehorige qua-
dratische Zahlbereich mit Diskriminante A. Wir wollen ein von 0 verschie-
denes Ideal a aus Ap als ein (vollstéindiges) Gitter Iy in R? auffassen. Bei
D < 0, also im imaginir-quadratischen Fall, verwenden wir die natiirliche
Einbettung
a CAp C L =QVD cC=R

Wir identifizieren also das Ideal mit seinem Bild unter diesen Inklusio-
nen. Dem Element ¢; + gov/D entspricht in der reellen Ebene das Element

(91,612\/—_) = (Q1,Q2m>-

Bei D > 0, also im reell-quadratischen Fall, verwenden wir stattdessen die
Einbettung

L=Q[VD] — R? ¢ + VD — (q1,32V'D).

Man beachte, dass in der zweiten Komponente die Wurzel v/D mitge-
schleppt wird, und dass diese Abbildung lediglich eine Q-lineare Abbildung
ist, wiahrend im imaginir-quadratischen Fall ein Ringhomomorphismus nach
C vorliegt.

Das Ideal a sei nun (bei positivem oder negativem D) durch die Z-Basis (a, b)
erzeugt, mit (a) = ZNaund mit b = a4 Pw wie in Satz 21.1 beschrieben.

Hierbei sei 1,w die iibliche Z-Basis von Ap, also w = v/D bzw. w = %ﬁ.
Das Basiselement w wird auf (0, y/|D|) bzw. auf (%, —”2|D|) geschickt. Daher
wird das zum Ideal gehérige Gitter T'y (in R?) durch

(a,0) und (a,ﬁx/\DD bei D =23 mod 4

(a,0) und <Oz+§,ﬁ ‘ |D|> bei D=1 mod 4

und
2

aufgespannt.
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Wir setzen zunéchst die Norm des Ideals mit dem Flacheninhalt des Gitters
in Verbindung.

Lemma 27.3. Fs sei D # 0,1 eine quadratfreie Zahl, sei Ap der zugehori-
ge quadratische Zahlbereich und sei ¢: Ap — R? die in Bemerkung 27.2
beschriebene Einbettung. Es seia # 0 ein Ideal und Ty C R? das zugehdrige
Gitter. Dann ist der Flicheninhalt der Grundmasche des Gitters gleich

p(Te) = 5VIAIN (@)

Beweis. Das Ideal a sei durch die Z-Basis (a,b) mit (a) = Z N a und
b =a+ fu

erzeugt, wie in Satz 21.1 beschrieben. In Bemerkung 27.2 wurde die zugehori-
ge Gitterbasis ausgerechnet. Der Fliacheninhalt eines Gitters wird gegeben

durch den Betrag der Determinante von zwei Basiselementen des Gitters.
Daher ist bei D = 2,3 mod 4

IAI 1
o) = Jaet (i )| = a8Vl = 032 = NIz
wobei wir Korollar 21.5 und die Dlskrlmmantenglelchung A = 4D benutzt
haben.
Bei D =1 mod 4 ist

det (Z o >| aﬁ\/u) (@)D

T2

N(Fa> =

aus den gleichen Griinden. U

Lemma 27.4. Es sei D # 0,1 eine quadratfreie Zahl, sei Ap der zugehirige
quadratische Zahlbereich mit Diskriminante /. Fs sei a # 0 ein Ideal. Dann
gibt es ein f € a, f # 0, mit der Figenschaft

2 AIN(a) bei D <0,
NI = {% [A[N(a) bei D>0.

Beweis. Wir wollen den Gitterpunktsatz von Minkowski auf das Gitter [' =

I'y anwenden, das in Bemerkung 27.2 konstruiert wurde. Nach Lemma 27.3

hat die Grundmasche des Gitters den Flacheninhalt w.

Es sei D < 0. Als Menge T betrachten wir den Kreis um den Nullpunkt
mit Radius y/24/|A|N(a). Der Kreis ist kompakt, zentralsymmetrisch und

konvex, und sein Fliacheninhalt ist bekanntlich 24/|A|N(a). Dies ist so grof§
wie das Vierfache des Fldcheninhalts der Grundmasche des Gitters, der in
Lemma 27.3 berechnet wurde. Also gibt es einen vom Nullpunkt verschiede-
nen Gitterpunkt x € 'NT, und x = ¢(f) mit f € a. Die Norm von f
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(also das Quadrat des komplexen Betrags) ist dann N(f) < 2/|A|N(a),
wie behauptet.

Es sei nun D > 0. Fiir einen Punkt x = (21, 22) = (yl,yQ\/E) (mit y1,y2 €
Q) besitzt das Element y = ¢~ () (aus Q(Ap)) die Norm

N(y) = yi — 93D = (21 — 25)(21 + 25).
Die Bedingung
IN)| = |(z1 —22) (21 + 22)| = ¢

beschreibt somit vier gedrehte Hyperbeln, die jeweils eine Achse senkrecht
schneiden. Diese Hyperbeln schlieBen das (konvexe, kompakte, zentralsym-
metrische) Quadrat mit den Eckpunkten (4+/c,4+/c) ein, das die Hyper-
beldste auf den Achsen beriihrt. Wir setzen ¢ := 14/|A|N(a). Dann hat das
Quadrat 7' mit diesen Eckpunkten die Seitenlédnge 2/c und den Flichenin-
halt 2\/]A[N(a) und enthilt nach dem Gitterpunktsatz von Minkowski einen

vom Nullpunkt verschiedenen Gitterpunkt = € I'; N'T. Dieser entspricht ei-
nem Element f € a, f # 0, und

1
INHI = [af = 23| < af < e = SVIAIN(a).
4

Lemma 27.5. Es sei D # 0,1 eine quadratfreie Zahl und sei Ap der zu-
gehorige quadratische Zahlbereich mit Diskriminante /\. Dann enthdlt jede
Idealklasse aus der Klassengruppe ein Ideal a C Ap, das die Normschranke
2,/]4] :
—~——  bei D <O
N(a) S \/lﬂ_AT‘ (44 )

bei D > 0.

2

erfillt.

Beweis. Es sei ¢ eine Idealklasse. Die inverse Klasse ¢! wird durch ein Ideal

b C R reprisentiert. Nach Lemma 27.4 enthélt b ein Element f, f # 0, mit
2 /IAIN(b) bei D<O0,

NI < g Vi) b
3V IAIN(b)  bei D >0.

Wir setzen a := (f)b~!, was nach dem Satz von Dedekind zu ab = (f)
dquivalent ist. Dieses a ist ein Ideal, da ja b~! Bemerkung 24.7 alle Elemente
aus b nach R multipliziert. Nach Korollar 21.11 und nach Satz 21.7 ist

N(a)N(b) = N(ab) = N((f)) = IN(/)].

NG _ [2VIA] bei D<o,
N@) = N S {%\/E bei D > 0.

Dabher ist



243

Satz 27.6. Es sei R = Ap ein quadratischer Zahlbereich. Dann ist die
Divisorenklassengruppe von R eine endliche Gruppe.

Beweis. Nach Lemma 27.5 wird jede Klasse in der Klassengruppe durch ein
Ideal mit einer Norm représentiert, die durch die dort angegebene Schranke
beschrinkt ist. D.h., dass die Ideale mit einer Norm unterhalb dieser Schranke
alle Klassen repréasentieren. Nach Lemma 27.1 gibt es aber iiberhaupt nur
endlich viele Ideale mit einer Norm unterhalb einer gegebenen Schranke. [

Das im Beweis verwendete Lemma bietet prinzipiell eine Abschétzung fiir die
Anzahl der Klassengruppe.

Definition 27.7. Es sei Ap ein quadratischer Zahlbereich. Dann nennt man
die Anzahl der Elemente in der Klassengruppe von Ap die Klassenzahl von

Ap.

Korollar 27.8. Es sei R = Ap ein quadratischer Zahlbereich und sei a ein
Ideal in R. Dann gibt es etn n > 1 derart, dass a™ ein Hauptideal ist.

Beweis. Fiir das Nullideal ist die Aussage richtig, sei also a von 0 verschie-
den. Die zugehorige Idealklasse [a] besitzt aufgrund von Satz 27.6 in der
Idealklassengruppe endliche Ordnung, d.h., dass fiir ein n > 1

a® = [a"] =0

ist. Dies bedeutet aber gerade, dass a”™ ein Hauptideal ist. U

Wir formulieren noch explizit die beiden folgenden Kriterien fiir Faktorialitét.

Korollar 27.9. Es sei D # 0,1 eine quadratfreie Zahl und sei Ap der zu-
gehorige quadratische Zahlbereich mit Diskriminante /\. Es sei vorausgesetzt,
dass jedes Primideal p in Ap, das die Normbedingung

VR pei D <0,

N(p) <
\/E bei D > 0.

2

erfillt, ein Hauptideal sei. Dann ist Ap faktoriell.

Beweis. Es sei a ein Ideal # 0 unterhalb der angegebenen Normschranke.
Nach Satz 23.14 ist a = p; - - p mit Primidealen p;, und wegen Korollar
21.11 sind die Normen dieser Primideale ebenfalls unter der Schranke. Da
all diese Primideale nach Voraussetzung Hauptideale sind, ist auch a ein
Hauptideal. Da nach Lemma 27.5 jede Idealklasse durch ein Ideal unterhalb
der Normschranke représentiert wird, bedeutet dies, dass jede Idealklasse
durch ein Hauptideal représentiert wird. Das heifit die Klassengruppe ist
trivial und damit ist nach Satz 25.2 der Ring Ap faktoriell. U
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Korollar 27.10. Es sei D # 0,1 eine quadratfreie Zahl und sei Ap der zu-
gehorige quadratische Zahlbereich mit Diskriminante /\. Es sei vorausgesetzt,
dass jede Primzahl p mait

VL hei D <0,

p <
VI2L i D> 0.

2

in Ap eine Primfaktorzerlequng besitzt. Dann ist Ap faktoriell.

Beweis. Es sei p ein Primideal derart, dass N(p) unterhalb der angegebenen
Schranke liegt, und es sei Zp = pNZ mit einer Primzahl p. Nach Satz 20.13
gibt es in Ap die drei Moglichkeiten

(p) = p oder (p) = p* oder (p) = pp.
Die Norm von p ist p oder p?, sodass auch p unterhalb der Schranke ist und
somit nach Voraussetzung eine Primfaktorzerlegung fiir p besteht. Daraus

folgt aber, dass p ein Hauptideal ist. Aus Korollar 27.9 folgt die Behauptung.
OJ

Beispiel 27.11. Es sei R = Z[y/—5], also D = —5 und A = —20. Jede
Idealklasse enthélt ein Ideal a der Norm
24/20
N(a) < ,

™

sodass nur Ideale mit Norm 2 zu betrachten sind. Ein Ideal a mit N(a) = 2
ist ein Primideal p mit pNZ = (2). Daher ist

p=(2,1+v-5) = (2,1 —vV=5)

die einzige Moglichkeit. Nach Beispiel 21.8 ist p kein Hauptideal. Daher ist
die Idealklassengruppe isomorph zu Z/(2), wobei das Nullelement durch die
Hauptdivisoren (oder Hauptideale) reprisentiert wird und das andere Ele-
ment durch p.

Beispiel 27.12. Es sei R = A_j9 der quadratische Zahlbereich zu D =
—19, also A_j9 = Z[%ﬁw] bzw. A_19 & Z[Y]/(Y? =Y +5). Wir wissen
aufgrund von Satz 25.5, dass R nicht euklidisch ist. Dennoch ist R faktoriell
und nach Satz 25.2 ein Hauptidealbereich und die Klassengruppe ist trivi-
al. Hierfiir benutzen wir Korollar 27.10, d.h. wir haben fiir alle Primzahlen

p < Q—VWIAI zu zeigen, dass sie eine Primfaktorzerlegung in R besitzen. Diese
Abschétzung wird nur von p = 2 erfiillt. Fiir p = 2 ist der Restklassenring

R/(2) = Z/QY]/(Y*+Y +1)

ein Korper, sodass 2 tréige in R ist und insbesondere eine Primfaktorzerlegung
besitzt.



245

27. ARBEITSBLATT

UBUNGSAUFGABEN

Aufgabe 27.1. Es sei R = Aj; der quadratische Zahlbereich zu D = 5.
Zeige mittels Korollar 27.10, dass R faktoriell ist.

Aufgabe 27.2. Es sei R = A; der quadratische Zahlbereich zu D = 7.
Zeige mittels Korollar 27.10, dass R faktoriell ist.

Aufgabe 27.3. Es sei R = A der quadratische Zahlbereich zu D = 10.
Bestimme die Klassengruppe von R.

Aufgabe 27.4. Es sei R = A;3 der quadratische Zahlbereich zu D = 13.
Zeige mittels Korollar 27.10, dass R faktoriell ist.

Aufgabe 27.5. Zeige mit Korollar 27.10, dass der Ring der Gauflschen Zah-
len Z[i] faktoriell ist.

Aufgabe 27.6. Es sei R = A_g der quadratische Zahlbereich zu D = —6.
Bestimme die Klassengruppe von R.

Aufgabe 27.7. Es sei R = A_; der quadratische Zahlbereich zu D = —7.
Zeige mittels Korollar 27.10, dass R faktoriell ist.

Aufgabe 27.8. Essei R = A_y, der quadratische Zahlbereich zu D = —14.
Bestimme die Klassengruppe von R.

Aufgabe 27.9. Essei R = A_q;7 der quadratische Zahlbereich zu D = —17.
Bestimme die Klassengruppe von R.

Aufgabe 27.10. Es sei R = A_y; der quadratische Zahlbereich zu D =
—21. Bestimme die Klassengruppe von R.

Aufgabe 27.11. Es sei R ein quadratischer Zahlbereich und a # 0 ein Ideal
in R. Zeige, dass es ein Element f € a mit der Eigenschaft gibt, dass fiir
alle maximale Ideale m gilt:

f € m genau dann, wenn a C m.
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Aufgabe 27.12. Es sei R ein quadratischer Zahlbereich und a # 0 ein Ideal
in R. Zeige, dass es eine natiirliche Zahl m € N derart gibt, dass das inverse
Ideal a=! zu a™ dquivalent ist.

Aufgabe 27.13. Es sei R ein Zahlbereich und f € R, f # 0. Definiere eine
»Divisorenklassengruppe* fiir die Nenneraufnahme R;. Dabei soll wieder gel-
ten, dass diese Divisorenklassengruppe genau dann 0 ist, wenn R faktoriell
ist. Ferner soll es einen natiirlichen surjektiven Gruppenhomomorphismus

DKG (R) — DKG (Ry)
geben.

AUFGABEN ZUM ABGEBEN

Aufgabe 27.14. (4 Punkte)

Es sei R = A_43 der quadratische Zahlbereich zu D = —43. Zeige mittels
Korollar 27.10, dass R faktoriell ist.

Aufgabe 27.15. (4 Punkte)

Es sei R = A_g; der quadratische Zahlbereich zu D = —67. Zeige mittels
Korollar 27.10, dass R faktoriell ist.

Aufgabe 27.16. (5 Punkte)

Es sei R ein quadratischer Zahlbereich. Zeige, dass es ein f € R, f # 0, mit
der Eigenschaft gibt, dass die Nenneraufnahme R faktoriell ist.

Aufgabe 27.17. (5 Punkte)

Es sei D quadratfrei und sei Ap der zugehorige quadratische Zahlbereich.
Ferner sei D ein Vielfaches von 5 und D = 2,3 mod 4. Zeige: Ap ist nicht
faktoriell.

Tipp: Siehe Aufgabe 25.19.
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28. VORLESUNG - QUADRATISCHE FORMEN

Der historische Ursprung der quadratischen Zahlbereiche wie auch der Klas-
sengruppe liegt in der besonders von Gaufl entwickelten Theorie der quadra-
tischen Formen. In der ersten Vorlesung haben wir gefragt, welche Zahlen als
Summe von zwei Quadratzahlen darstellbar sind, also von der Form 22 + 1>
sind, und dies haben wir im weiteren Verlauf mit der Norm im Ring der Gauf3-
schen Zahlen Z[i] in Verbindung gebracht. Einen #hnlichen Zusammenhang
gibt es zu jeder bindren quadratischen Form.

BINARE QUADRATISCHE FORMEN

Definition 28.1. Unter einer bindren quadratischen Form versteht man
einen Ausdruck der Gestalt

aX? +bXY +cY?
mit a,b,c € Z.
Die a, b, ¢ heiflen die Koeffizienten der quadratischen Form. Wir fassen eine
bindre quadratische Form F' als eine Abbildung
7} — 7, (x,y) — ax® + boy + cy?,

1
a §b
(%)

hei3t die Gramsche Matriz zur Form F'. Mit ihr kann man
a b T
_ 2

Definition 28.2. Zu einer bindren quadratischen Form

aX?+bXY + cY?

auf. Die Matrix

schreiben.

nennt man
b2 — 4dac

die Diskriminante der Form.

Die Diskriminante kann man auch als das —4-fache der Determinante von

1
( f b ch) ansehen. Wir werden diese Diskriminante bald mit der Diskrimi-

2
nante eines quadratischen Zahlbereiches in Verbindung bringen.

Definition 28.3. Man sagt, dass eine ganze Zahl n durch eine bindre qua-
dratische Form

aX?+bXY + cY?
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darstellbar ist, wenn es ganze Zahlen (z,y) € Z? mit
n = az® + bry + cy?
gibt.

Die Zahlen a,c,a + b + ¢ sind unmittelbar darstellbar. Im Allgemeinen ist
es schwierig, die Mengen aller darstellbaren Zahlen zu beschreiben. Fiir die
quadratische Form X2 +Y? bedeutet die Darstellbarkeit, dass n eine Summe
von zwei Quadraten ist. Zur Beantwortung dieser Frage ist die Betrachtung
der Faktorzerlegung in Z[i] hilfreich.

Definition 28.4. Eine biniire quadratische Form aX? + bXY + cY? heifit
einfach, wenn die Koeffizienten a, b, ¢ teilerfremd sind.

Wenn g der grofite gemeinsame Teiler von a, b, ¢ ist, so nennt man die durch

Cxry Oxy Gy

g g g
gegebene Form die Vereinfachung der urspriinglichen Form. Es handelt sich
dann um eine einfache Form.
r
t
einer bindren quadratischen Form F' = aX? +bXY 4+ cY? erhiilt man durch
die Hintereinanderschaltung

Zu einer Matrix M = ( Z) mit ganzzahligen Eintrégen r, s, t,u € Z und

72 72 Iz
die neue quadratische Form F' = F o M. Wenn man die Variablen links mit

V. W bezeichnet, so liegt insgesamt die quadratische Form vor, die ein Tupel
(v, w) auf

a(rv + sw)® + b(rv + sw)(tv + uw) + c(tv + vw)?
= (ar® 4+ brt + ct®)v*+(2ars + bru + bst + 2ctu)ow+ (as® + bsu + cu®)w’

abbildet. Die neuen Koeffizienten der transformierten Form sind also
a = ar? 4+ brt + ct?, V' = 2ars + bru + bst + 2ctu und ¢ = as® + bsu + cu?
. Dies konnen wir auch als Matrixgleichung als
a W\  (rt a 3b\ (r s
(G ¥) =G 26

schreiben, siehe Aufgabe 28.5. Die Matrix M ist iiber Z genau dann inver-
tierbar, wenn ihre Determinante gleich 1 oder gleich —1 ist, sieche Aufgabe
28.1. Bei einer solchen invertierbaren Transformation &ndern sich wesentliche
Eigenschaften der Form nicht.

Definition 28.5. Zwei bindre quadratische Formen

F=aX?>+bXY +cY?und F/ =d' X?+ VXY + Y?
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heiflen dquivalent, wenn es eine ganzzahlige invertierbare 2 x 2-Matrix M mit
F' = FM
gibt.
Definition 28.6. Zwei binire quadratische Formen
F=aX*+bXY +cY?und F' = dX* + VXY + Y?

heiflen strikt dquivalent, wenn es eine ganzzahlige 2 x 2-Matrix M mit De-
terminante 1 und mit

F' = FM
gibt.

Die Formen aX?+bXY +cY? und aX?—bXY +cY? sind zueinander (iiber die

Matrix ((1) _01)) dquivalent, aber im Allgemeinen nicht strikt dquivalent.

Lemma 28.7. (1) Die Aquivalenz und die strikte Aquivalenz von bindren
quadratischen Formen ist eine Aquivalenzrelation.
(2) Die Diskriminante einer bindren quadratischen Form hingt nur von
deren Aquivalenzklasse ab.
(3) Die dargestellen Zahlen hingen nur von der Aquivalenzklasse der
Form ab.

Beweis. (1) Diese beiden Aussagen folgen daraus, dass das Produkt in-
vertierbarer Matrizen (iiber Z) wieder invertierbar ist und aus dem
Determinantenmultiplikationssatz.

(2) Wir arbeiten mit der Umrechnungsregel fiir die Koeffizienten in Ma-
trixform, also

a iy r ot a b\ [r s

1 % 2 / = 1 b 2 ¢

5 C S U 3 C u
Der Determinantenmultiplikationssatz liefert

. N b2
diskr(F') = —4-det (2@’ b

2a b
= —4~det(b 2C>

- —4-(il)det(b 20) (£1)

2a b
= diskr(F).

(3) Dies folgt unmittelbar aus dem kommutativen Diagramm
7 72
FIN, |F
Z .
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Wir brauchen noch ein etwas abstrakteres Konzept von einer quadratischen
Form.

Definition 28.8. Es sei R ein kommutativer Ring. Eine quadratische Form
auf einem R-Modul L ist eine Abbildung

Q: L — R,
die die beiden Eigenschaften

(1)
Q(rv) = r*Q(v)
firaller € Rund v € L,
(2)
Q(u+v) +Qu—v) = 2Q(u) +2Q(v)

fir alle u,v € L,
erfiillt.

Eine binére quadratische Form auf Z? ist eine quadratische Form in diesem
Sinne, siche Aufgabe 28.13. Auf einem freien Z-Modul L vom Rang zwei,
der also isomorph zu Z? ist, gibt es keine kanonische Z-Basis, so dass eine
quadratische Form auf ihm zunéchst nicht in der expliziten Form von oben
gegeben ist. Erst die Fixierung eines Isomorphismus

Z? — L
fithrt ) in die explizite Form iiber. Bei einer anderen Basis dndern sich zwar
die Koeffizienten, doch sind die zugehorigen expliziten bindren quadratischen
Formen zueinander dquivalent, da sie durch die invertierbaren Basiswechsel-

matrizen ineinander iiberfithrt werden. Insbesondere ist die Diskriminante
einer quadratischen Form auf L wohldefiniert.

BINARE QUADRATISCHE FORMEN UND QUADRATISCHE ZAHLBEREICHE

Ein quadratischer Zahlbereich R C Q[v/D] ist nach Korollar 18.10 als Grup-
pe isomorph zu Z2. Ferner erfiillt die Norm

N: QD] — Q, z +yVD — 2> — y*D,

die Eigenschaften einer quadratischen Form. Die Werte der Norm einge-
schrankt auf den Ganzheitsring (und auf jedes Ideal) liegen in Z, deshalb
liegt ein freier Z-Modul vom Rang zwei zusammen mit einer quadratischen
Form vor.

Beispiel 28.9. Wir bestimmen fiir die quadratischen Zahlbereiche R die
bindre quadratische Form, die auf R durch die Norm gegeben ist. Es sei also
R der Ganzheitsring in K = Q[v/D] zu einer quadratfreien Zahl D # 0, 1.

Es sei zunéchst
D = 2,3 mod 4.
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Dann ist der Ganzheitsring nach Satz 20.9 gleich Z[v/D] und wir arbeiten
mit der Z-Basis 1,v/D. Die Norm eines Elementes = + y+/D ist somit

N(z+yvD) = det (y 1}/) _ 22y

und dies ist die explizite Beschreibung der durch die Norm gegebenen qua-
dratischen Form. Ihre Diskriminante ist

diskr(N) = 4D,
was geméafl Lemma 20.10 mit der Diskriminante A(R) des Zahlbereichs iiber-

einstimmt.

Es sei nun
D =1 mod 4.

Dann ist der Ganzheitsring nach Satz 20.9 gleich Z[w] mit

1++vD
9

und wir arbeiten mit der Z-Basis 1,w. Die Norm eines Elementes z 4 yw ist
wegen

W =

D -1 D -1
(r +yw)w = 1w+ yw? = xw+y(T+w) = yT+(x+y)w

gleich

D-1 D—-1 1-D
N(z +yw) = det (;; xig) =2’ + 1y — Ty2 = $2+xy+Ty2
und dies ist die explizite Beschreibung der durch die Norm gegebenen qua-

dratischen Form. Thre Diskriminante ist
diskr(N) = 1+ (D —-1) = D,

was geméfB Lemma 20.10 mit der Diskriminante A(R) des Zahlbereichs iiber-
einstimmt.

Eine solche Interpretation der Norm gilt nicht nur fiir den ganzen Zahlbe-
reich, sondern auch fiir jedes Ideal davon.

Lemma 28.10. Es set R ein quadratischer Zahlbereich und es sei a C R

ein von 0 verschiedenes Ideal in R. Dann wird durch f — % eine bindre
quadratische Form auf a definiert, die einfach ist und deren Diskriminante

gleich der Diskriminante des Zahlbereiches R ist.

Beweis. Die Norm ist eine quadratische Form auf a mit Werten in Z. Zu
jedem Element f € a liegt ein surjektiver Restklassenhomomorphismus

R/(f) — R/a

vor. Beide Restklassenringe sind nach Satz 18.14 endlich, und somit ist die
Anzahl von R/a ein Teiler der Anzahl von R/(f). Diese Anzahlen sind aber



252

nach Definition bzw. (bis auf das Vorzeichen) nach Satz 21.7 gleich N(a)

bzw. N(f). Die Quotienten % liegen also in Z und es liegt eine ganzzahlige

quadratische Form vor. Diese ist nach Korollar 18.9 binér.

Mit einer beliebigen Z-Basis s, t des Ideals a ist die durch die Norm gegebene
bindre quadratische Form durch die Werte N(s), N(s + t), N(t) festgelegt,
und zwar lautet die explizite Beschreibung

N(s)X?+ (N(s+1t) — N(s) = N(t)) XY + N(t)Y2.
Mit der Konjugation gilt

=
—~
V)
~—

Il
Va)
\.QIDI

und -
N(s+t) = (s+t)(s+1t) = s5+ st + {5+ tt.
Somit ist der mittlere Koeffizient der quadratischen Form gleich
N(s+1t)— N(s)—N(t) = st+1s
und die Diskriminate der quadratischen Form ist gleich
(st +13)* —4N(s)N(t) = (st —t3)%

Wir ziehen nun die Basis (a,b) des Ideals geméf Satz 21.1 heran. Die Dis-
kriminante ist dann
(ab —a@b)? = a*(b— b)>.

Je nach Fall ist die Klammer rechts gleich 26v/D bzw. gleich 28w — 5. Im
ersten Fall ist das Quadrat davon gleich 432D. Im zweiten Fall ist das Qua-
drat davon gleich 5%(2w — 1)*> = $2D. Wenn man also die Norm durch die
Norm des Ideals dividiert, die ja nach Korollar 21.5 gleich a3 ist, so ergibt
sich in beiden Fillen eine quadratische Form, deren Diskriminante gleich der

Diskriminante des Zahlbereiches ist. Die Einfachheit ergibt sich aus Aufgabe
21.3. 0

Beispiel 28.11. Wir betrachten im quadratischen Zahlbereich Rzu D = —5

das Ideal
(2,1++v-5),

wobei die Erzeuger zugleich eine Z-Basis sind. Die Norm dieses Ideals ist 2
und die durch die Norm gegebene quadratische Form hat beziiglich dieser
Basis die Gestalt

4a* + day + 647 .
Durch Vereinfachung im Sinne von Lemma 28.10, also Division durch die
Norm des Ideals, gelangt man zur quadratischen Form

222 + 22y + 3y°
mit der Diskriminante

4-4.2.3 = =20 = 4(—5).
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Diese Form ist nicht zur Hauptform der Diskriminante —20 aquivalent, denn
diese ist 22+ 5y2. Letztere stellt beispielsweise den Wert 5 dar, erstere gemés
Aufgabe 28.23 nicht.

Zwei zueinander &dquivalente Ideale definieren eine Aquivalenzklasse von
bindren quadratischen Formen. Um strikte Aquivalenzklassen zu erhalten,
muss man die strikte Aquivalenz von Idealen einfiihren.

Definition 28.12. Es sei R ein Zahlbereich. Zwei gebrochene Ideale § und
g heiBen strikt dquivalent, wenn es ein h € Q(R), h # 0, mit positiver Norm
derart gibt, dass

f=(h)g.

Wenn man die strikte Aquivalenzklasse der Form erhalten machte, so darf
man nicht mit einer beliebigen Z-Basis des Ideals arbeiten, da beispielsweise
die Vertauschung der Basiselemente die strikte Aquivalenzklasse der Form
vertauscht. Stattdessen muss man mit einer orientierten Basis des Ideals ar-
beiten. Wir représentieren die positive Orientierung durch die Basis aus Satz
21.1. Die Ubergangsmatrix zwischen zwei orientierungstreuen Basen besitzt
die Determinante 1.

Satz 28.13. Es sei R der quadratische Zahlbereich zur quadratfreien Zahl
D # 0,1 mit Diskriminante A = A(R). Dann ist die Abbildung

(33

die einem (orientierten) Ideal # 0 die durch die vereinfachte Norm gegebene
binire quadratische Form zuordnet, mit der strikten Aquivalenz von Idea-
len bzw. Formen vertrdglich, und stiftet eine Bijektion zwischen den strikten
Idealklassen und den strikten Aquivalenzklassen von einfachen quadratischen
Formen mat Diskriminante /\.

Beweis. Dass die Zuordnung aus einem Ideal eine binéire quadratische Form
mit der entsprechenden Diskriminante macht, wurde in Lemma 28.10 gezeigt.
Es seien a und b strikt dquivalente Ideale, d.h. es gibt ein A € R mit positiver
Norm und mit b = (h)a. Fiir jedes f € a gilt nach Satz 21.7 und Korollar
21.11




254

daher ist das Diagramm

1]\’\7((;)
a 4z
N(=)
h‘i /‘ N(b)
b

kommutativ. Da die Multiplikation mit h ein R-Modulisomorphismus und
insbesondere ein (orientierter) Gruppenisomorphismus zwischen a = Z? und
b = Z2 ist, der durch eine Matrix mit Determinante 1 gegeben ist, bedeutet
dies, dass die quadratischen Formen strikt dquivalent sind.

Es sei nun eine einfache binéire quadratische Form ax? + bxy + cy? gegeben,
deren Diskriminante b? — 4ac gleich der Diskriminante des Zahlbereichs, also
gleich D bzw. 4D sei. Im zweiten Fall ist b gerade und somit ist in beiden

Fallen bfg/z ein Element aus R.

Bei a > 0 betrachten wir

a = Za+ 7 5
Dies ist ein Ideal.
Wegen Korollar 21.6 ist
N(a) = [=a| = qa,
N(a) = a?
und (fiir den Fall D = 2,3 mod 4, auf den wir uns hier beschrénken)
N(b—\/Z) . b—2\/5>
2 2
b b
- 5 - \/5 5 + \/5
>
4
P —4D
P =-A
4
b — (b — dac)
_ 4
= ac
und
— VA 2
N<a+b 2\/_) = N( a;b—\/ﬁ>
9 2
_ ( a+b\” D
2

4a® + 4ab + b*> — 4D
4
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4a® + 4ab + b* — (b* — 4ac)

4
= >+ ab+ ac.

Wenn man diese drei charakteristischen Werte durch N(a) = a dividiert,
so erhilt man die Werte a,c und a + b 4 ¢, was mit den Koeffizienten der
vorgegebenen quadratischen Form iibereinstimmt.

Fiir den Fall ¢ < 0 setzt man

a= A <az+b_2\/zz>,

siehe Aufgabe 28.18.

Schliefllich seien Ideale a und a’ gegeben mit der Eigenschaft, dass ihre durch
die vereinfachte Norm gegebenen quadratischen Formen strikt &dquivalent
sind. Diese strikte Aquivalenz bedeutet, dass sie durch eine Matrix M mit
Determinante 1 miteinander verbunden sind. Es liegt also die Situation

M
a— 7> 57 —d

vor. Wir multiplizieren das Ideal a mit N(a’) und das Ideal a’ mit N(a).
Dann haben beide neuen Ideale die gleiche Norm, die Matrix {ibertrégt sich

entsprechend und somit konnen wir annehmen, dass eine normerhaltende
Z-lineare Abbildung

a—a

vorliegt. Diese induziert eine normerhaltende Q-lineare Abbildung

Q[vD] — Q[VD].

Nach Aufgabe 28.19 ist dies die Multiplikation mit einem Element h des
Korpers Q[v/D] (die Determinantenbedingung schlieBt die Konjugation aus).
Es ist also

a = (h)a.
Da jedes Ideal positive ganze Zahlen enthélt, muss der Faktor h (wie zuvor
die Idealnormen) eine positive Norm besitzen. U

Die Konjugation auf R fiihrt ein Ideal a in das konjugierte Ideal @ {iber. Dabei
wird die Norm der Elemente und auch die vereinfachte Norm nicht geéndert.
Die resultierenden quadratischen Formen sind also dquivalent, im Allgemei-
nen aber nicht strikt dquivalent, da die Determinante der Konjugation gleich
—1 ist. Die beiden Ideale miissen aber nicht dquivalent sein.
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28. ARBEITSBLATT

UBUNGSAUFGABEN

Aufgabe 28.1. Zeige, dass eine ganzzahlige 2 x 2-Matrix M genau dann (als
ganzzahlige Matrix) invertierbar ist, wenn ihre Determinante gleich 1 oder
—1 ist.

Aufgabe 28.2. Erginze die Matrix

(")

zu einer ganzzahligen Matrix mit Determinante 1.

Aufgabe 28.3. Zeige, dass fiir die Diskriminante A einer binédren quadrati-
schen Form

A =0,1 mod4
gilt, und dass diese beiden Moglichkeiten durch die sogenannten Hauptformen
X? — %YZ bzw. X? + XY — %Yz realisiert werden.

Aufgabe 28.4. Es sei F' eine einfache bindre quadratische Form. Zeige, dass
die von der Menge der durch F' darstellbaren Zahlen erzeugte Untergruppe
gleich 7Z ist.

Aufgabe 28.5. Essei ' = aX?+bXY +cY? eine biniire quadratische Form

und F’ die mittels der Matrix M = 7; Z) transformierte Form F' = F M.

Zeige, dass fiir die Koeffizienten die Beziehung
a Ly rot a b\ [(r s
1y/ 2 / = 1 2
Jb ¢ s u 5b ¢ t u

Aufgabe 28.6. Essei ' = aX?+bXY +cY? eine biniire quadratische Form

und F’ die mittels der Matrix M = Z

Zeige, dass fiir die Koeffizienten die Beziehung

b 2\  fu s\ [b 2\ (r s
2 0 )\t r)\2a b))\t u

besteht.

transformierte Form F’ = F'M.

besteht.
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Aufgabe 28.7. Zeige, dass die Eigenschaft einer binéren quadratischen
Form, einfach zu sein, nur von der Aquivalenzklasse der Form abhéngt.

Aufgabe 28.8. Zeige, dass man mit der bindren quadratischen Form
z? — 10y?
weder die Zahl 2 noch die Zahl —2 darstellen kann.

Unter einer homogenen Linearform versteht man einen Ausdruck der Form
rX + sY.

Aufgabe 28.9. Zeige, dass eine binire quadratische Form a X?+bXY +cY?
mit a,b,¢ € 7Z iiber C in (homogene) Linearfaktoren zerfillt.

Aufgabe 28.10. Es sei aX? 4+ bXY + cY? eine bindre quadratische Form
mit a,b,c € Z. Charakterisiere mit Hilfe der Diskriminante, ob diese Form
iiber R in (homogene) Linearfaktoren zerfallt.

Bei @ = 0 oder ¢ = 0 ist die Diskriminante gleich b?, also ein Quadrat,
und die Form zerfallt in Y (bX + ¢Y). Ein dhnliches Verhalten tritt stets aus,
wenn die Diskriminante eine Quadratzahl ist. Dieser Fall ist vergleichsweise
einfach und hat keine Entsprechung in den quadratischen Zahlbereichen.

Aufgabe 28.11. Es sei aX? 4+ bXY + cY? eine bindire quadratische Form
mit a,b,c € 7Z. Zeige, dass die Diskriminante genau dann eine Quadratzahl
ist, wenn diese Form iiber QQ in (homogene) Linearfaktoren zerfillt.

Aufgabe 28.12. Zeige, dass eine binire quadratische Form a X?+bXY +cY?
mit einer quadratfreien Diskriminante einfach ist.

Aufgabe 28.13. Zeige, dass eine binire quadratische Form a X?+bXY +cY?
eine quadratische Form auf dem Z-Modul Z? im Sinne der Definition 28.8
ist.

Aufgabe 28.14. Essei ): L — R eine quadratische Form auf dem R-Modul
Lund M C L ein R-Untermodul. Zeige, dass die Einschrinkung von ) auf
M ebenfalls eine quadratische Form ist.

Bei der nichsten Aufgabe denke man an S = Q, R = Z, und bei L an den
Quotientenkorper eines quadratischen Zahlbereichs zusammen mit der Norm
als quadratischer Form (mit Werten in Q) und bei M an ein gebrochenes Ideal
von L.
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Aufgabe 28.15. Es sei L ein S-Modul und @: L — S eine quadratische
Form. Es sei R C S ein Unterring und es sei M C L ein R-Untermodul mit
der Eigenschaft, dass die Werte von M unter () zu R gehoren. Zeige, dass
die Einschrankung von @ auf M eine quadratische Form iiber R ist.

Aufgabe 28.16. Essei (): L — R eine quadratische Form auf dem R-Modul
L, es sei M ein weiterer R-Modul und es sei

p: M — L

ein R-Modulhomomorphismus. Zeige, dass () o ¢ eine quadratische Form auf
M ist.

Aufgabe 28.17. Es sei R ein quadratischer Zahlbereich und es seien a und
b dquivalente Ideale aus R. Zeige, dass dann die zugehorigen vereinfachten
Normen als quadratische Formen dquivalent sind.

Aufgabe 28.18. Es sei R ein quadratischer Zahlbereich mit Diskriminan-
te A und sei aX? + bXY + cY? eine bindire quadratische Form zu dieser
Diskriminante mit a < 0. Zeige wie im Beweis zu Satz 28.13, dass

a = \/Z (aZer_Q\/ZZ)

ein Ideal in R ist und die Eigenschaft besitzt, dass die Norm darauf die
vorgegebene quadratische Form realisiert.

Aufgabe 28.19. Es sei
Q C L = QWD
eine quadratische Kérpererweiterung und es sei
o: L — L

eine Q-lineare Abbildung, die die Norm erhélt. Zeige, dass ¢ die Multipli-
kation mit einem Element aus L oder aber die Hintereinanderschaltung der
Konjugation mit einer solchen Multiplikation ist.

AUFGABEN ZUM ABGEBEN

Aufgabe 28.20. (3 Punkte)

Ergénze die Matrix

(7892 1551)

zu einer ganzzahligen Matrix mit Determinante 1.
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Aufgabe 28.21. (1 Punkt)
Berechne die Diskriminante der bindren quadratischen Form
49X? + 65XY + 73Y2.

Aufgabe 28.22. (3 Punkte)
Bestimme, ob die binédre quadratische Form
1547X? + 4199XY + 1003Y

einfach ist oder nicht.

Aufgabe 28.23. (3 Punkte)

Zeige, dass man mit der bindren quadratischen Form
222 + 22y + 3y°

die Zahl 5 nicht darstellen kann.
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